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Séminaire DUBREIL~-PISOT 23-01
(Algebre et Théorie des nombres) .
l6e année, 1962/63, n° 23 6 mai 1963

VALUATIONS DE POLYNOMES ET DE SERIES FORMELIES

par Michel IAZARD

L. Corps valués et polynSmes.

(1el) Une valuation v d'un corps commtatif k est une application
v: k>R u{+ =} quivérifie les axiomes suivantss Pour tous x , y ek,

XxX=0 <=> v(x) =+ « 3
v(x = y) 2 min (v(x) , v(@7)) ;

vizy) =v(x) + v(y) .

(Le2) A partir d'un corps valué k , nous censtruisons comme suit le corps
résiduel k : soient Q et I 1ll'ensemble des x € k qui vérifient respective-
ment v(x) >0 et v(x) >0 ; les axiomes (L.l) montrent que Q est un sous-
anneau de k , et I un idéal maximal de Q . Le corps k est, par définitien,
le quotient I .

(1e3) Neus voulons pouvoir parler de 1'ensemble des polynSmes & coefficients
dans un anneau Q (associatif, commutatif et unitaire). Il s'agit des polynBmes

ordinaires, en un nombre fini quelconque de lettres.

Pour chaque entier n € N , nous prenons les n "lettres" X4 (tgign),
’
et nous construisons l'anneau de polyndmes

(10301) An(Q) =Q[Xn’l 9 oo Xn’n] .

Les ensembles A"(Q) sont disjoints ; leur réunion (pour n € N )sera notée
A(Q) « Un élément f e A"(Q) s'éerit univoquement comme une somme finie de monames

(1e3.2) f=2 c, X*
aeN?
a a
a l n
o a=(a , eee ,q ) , X n,l *** ¥ ©b ¢, € Q. Llensemble des mondmes

de multidegré o , c'est-a=-dire de "la forme e, x* , sera noté AZ(Q) « Nous note-
rons P  f le momBme c x* Ge la decomp081tlon (1e3.2) G £ &

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambigufté, nous allégerons 1'écriture en supprimant la

référence & Q . Llanneau AO(Q) des "polynOmes en zéro lettre" se réduit & Q .
I1 sera plus simple d'écrire x (respe x et y ) au lieu de x 1 (resp. %1

et x5 ).
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(Ls4) Nous savons composer les polynBmes & coefficients dans un mfme annesu
Q . Soient A =4(Q), fe€ AR, g 5 s 5 B € L™ , Nous notons
£(g) 5 eoe s gn) e L™ 1le polynBme composé, c'est-a-dire 1'image de f par 1'homo-
morphisme ¢ A% 5 &A™ @éfini par les relations cp(xn’i) =g (LLign) .

(1e5) Enfin si Q est un sous-anneau (respe un quotient) de l'anneau Q' ,
. . n
chaque AP(Q) s'identifie 3 un sous-anneau (resp. 3 un quotient) de AT(Q') .

2. Valuations des polynSmes.

(2.1) Soit k un corps valué (l.1). Formons l'ensemble A =A(k) . Pour tout
ne€XN et tout fe A , écrit sous la forme (le3.2), nous posons

’

(2.1.1) Wo(f) =inf v(e,)
aegn

et nous appelons wo(f) la valuation banale de f « Si Q désigne 1l'anneau de

valuation de k (l+2), nous pouvons écrire

(2.142) f=cf, avec c€k, v(c) =wo(f)
et
n n
e 1MQ) < £B (1.5)

et W, (f) est le plus grand nombre réel auquel correspondent un ¢ et un £
vérifiant (2.1e2).

(242) La valuation banale LA vérifie les propriétés suivantes, que nous écri=-
vons en remplacant Wy par v,
(V1) ¥V neN, V rei”, £=0 <=> w(f) =+ =.
(2) V neN, V £, geli?, w(f + g) > min (w(£) , w(g))
(V3) V neN, V Aek, ¥V fei”, w(ar) =v(A) + w(f) .
v

(v4) neN, V fea™, w(f) =inf w(P, £) .

aeﬁn
m
v 81,°'°’gneA ’
w(f(g . ) Sw(f) + 2 a, w(g.)
10 ’ By =2 1<ign i i
(V6) V neN, V i (avec L <ign), w(x, 4) =0
’
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Pour vérifier la propriété (V5) il est commode de définir W, par (2.1.2),
Toutes les autres propriétés résultent immédiatement de (2.1.l), et des proprié-
tés de la valuation v de k (lol),

(2.3) Définition. - Nous appellerons valuation de f.‘. une application
w: Ao Ruf{+ o} quivérifie les propriétés (V1) & (V6) de (2.2.1),

(2¢4) Soit a un élément non mul de k . Nous définissons une application
f o~ T de A sur lui-méme en posant (pour tout n € N et tout f e AR )

~ -l
(29491) f=a f(axn;l s ®03 axn’n) . .

Si nous interprétons les polyuSmes f comme des fonctions qui définissent des
transformations de points donnés par leurs coordonnées, la transformation
£ o~ P correspond & un changement de coordonnées trés simple : une homothétie
de rapport a=l + Remarquons que les éléments de I (= kX) ne sont pas inva~

s . . « 2 "‘l . .
riants : ils sont multipliés par a o Par contre les X5 sont invariantece.
s

~o
L'application f ~~s f vérifie les propriétés suivantes j

~

~a_JV ~
(204.2) elle est k-lindaire s (Af + pg) = Af + g ;

r~S ~
(264.3) elle respecte les degrés @ P £f=F f3;

.

(20404) elle est compatible avec la composition ¢ si h = £(g, 5 oo gn)
h = f(gl 9 cve gn) :
(24445) si f e Ag ,» = alol=1 oot |af =a +con a  est le degré to-
tal du monBme f o

(2.5) Ccnservons les notations e (2.4), et donnons une valuation w de L
(2:3)> Pour tout fe& 4 , posons

(2n5ol) Vt}'(f) = W(?) M

L'application w est encore une valuation de L 3 cela résulte de la défini-
tion des valuations par les axiomes V. (2.2) et des propriétés (2.4.2), (2+4.3),
(2.4.4)

Nous pouvons calculer w(f) pour un élément homogéne f au moyen de la for-
mle (2.4.5) et de 1'axiome (V3). Nous obtenons

(2.5.2) W) sw() « (Ja] - 1) v(@) ,  pour fe AR,

L'axiome (V4) montre que la relation précédente suffit & calculer w(f) pour
un f quelconque, et que w(f) ne ddpend que de f , de w, et de v(a) .
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(R¢6) Les valuations W

(Re6el) IEMME, - Soient k un corps valué et n un nombre réel. Il existe une

extension valude k' de k et un élément a € k' , tel que v(a) =n .

Preuve. = Nous prendrons k' =k(a) ou a egt transcendant sur k « Formons

d'abord l'anneau de polynfmes k[a] - S1 x = 2 c, a® est un polynSme (cn € k),
n=0 °

nous posons V(x) = inf,(v(cn) + mt) o La fonction ¥V vérifie les axiomes (l.l)

n
sur k[a] , sa restrictionad k est v, et V(a) =n « Il existe un prolongement
unique de vV & k(a) , corps des fractions de k[a] qui soit une valuation. Nous

notons encore v ce prolongement.

(2.6.2) PROPOSITION. - Soient k un corps valué, n un nombre réel, 4 = 4(k)
comme en (1.3), Wy 1la valuation banale de L comme en (2¢1)s I1 existe une
valuation de A et une seule, notée W qui posséde la propriété suivante s

(266:3) V nel, V ael, v fek, w () =ug(£) + (la| -1)n

Preuve, = L'unicité de la valuation W est une conséquence de 1'axiome (V4).
S'il existe dans k wun élément a vérifiant v(a) =n , nous avons montré en
(2+5) 1'existence de v (efs (245s2))¢ Sinon nous appliquons le lemme (2.6.l1)
et nous construisons une extension valuéde k' de k qui contient 1'élément a

cherché, Nous avons 1'inclusion évidente (L.5)
Lo=4(k) cA(k') ;

la valuation banale de 4(k') induit sur A(k) sa valuation banale ; nous pou=-
vons donc désigner sans danger les valuations par la lettre Vg e La valuation
w_ est alors définie sur AL(k') , et sa restriction & L (que nous notons encore

v ) posséde les propriétés voulues.

(2+644) Remarque. - La proposition (2.6.2) reste valable si 1'on remplace la
valuation banale Yo dont nous sommes partis par une valuation w quelconquee
Dans le cas op k contient un é1lément de valuation n , la démonstration est la
mémee Sinon on peut montrer qu'une valuation quelconque w de A(k) se prolonge
en une valuation de A(k') et se ramener ainsi au cas précédente Mais cette véri-
fication est assez longue, et il est alors préférable de donner une démonstration
directe : cf. [l], proposition L. |

(27) Exemple. - Soit p wun nombre premier. Prenons pour k 1le corps Q des
rationnels muni de sa valuation p-adique, pour laquelle v(p) =1 , et prenons
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- - , 1 1l
n=(p=1) ! | Les mommes n~- x* sont des éléments de L =4 Q) .

(267.L) IEMME, - Pour tout entier n>1 .

-1
w.n X" >0,

et 1'égalité n'est atteinte que pour n=1 et n=p.

Preuve. - D'aprés (2.6.3), nous avons

- -l
(267.2) wﬂ(n L ) =(n=1l -v(@m , avec n=(p=1)" .
Posons n = ny pk , ou k =v(n) » Nous obtenons
(2.73) (n=-1)n> (pk -Un= 2 p 3k=v(n ,
0<ikk

et 1'égalité des membres extrimes exige ny =1 et k=0 ou L.

3. Structures résiduelles.

(3.1) Soient k un corps valué et w une valuation (R.3) de 4 =.f:(k) « Nous
avons défini en (L.2) l'anneau de valuation Q de k et 1'idéal de valuation I ;

le corps résiduel k est le quotient Q/I .

Nous allons donner des définitions et constructions analogues pour A « Nous

posons
(3.1.1) ok ={r]| feli et u(f) >0}
(3e1e2) LA={c] rel et wlf) >0}
0
(3.1.3) OA”:.-OénAn; do=ghnb) (pour neN, ae )
n : N n n
(3.144) O+A = 04_& n A" g O_(_La = O'& oL,

(3.2) Les axiomes (V2) et {V3) de (2.2) montrent que (pour tout n ) Ofsn et
O+An sont des Q-modules, avec +f&n c Of‘xn « De plus, I.OLn c O+An s ce qui
montre que le Q-module quotient Ofxn/ +f’~n est un k~espace vectoriele Nous le

0
noterons B" et nous noterons p 1'épimorphisme canonique de OAn sur B% .
Nous avons donc les suites exactes
(3.2.1) 0~ A"- OAn B> 0 -
0 P

Nous noterons B la réunion des B® (pour ne N), et p 1'application

A » B dont les restrictions aux A" sont définies par (3e2el).
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(34242) PROPOSITION. - Pour chaque n € N, le K-espace B® est somme directe
des sous=espaces Bn =p Oxn (@ e ¥V .81 fe Oﬁn s B 3y eee 5 B € OAm ’
h=1(g 5 eoe g) » alors he OA et ph ne dépend que de pf et des pg, ,
ce qui nous permet de définir la composition des éléments de B en posant

(30203) ph = Pf(pgl s *c0 pgn) o

Preuve. =~ L'assertion concernant les B est une conséquence de (V4), d'aprés

lequel A" (respe ﬁ ) est somme dlrecte des (respe AR ).
0 ot O ot @

Pour établir la fin de notre proposition, nous pouvons supposer f € Ag pour
un certain o (d'aprés (l.3.2) et l'axiome (V4)). L'axiome (V5) nous montre alors

que h e OAm et que ph dépend seulement de f par 1'intermédiaire de pf .

Pour montrer que ph ne dépemd de g (par exemple) que par 1l'intermédiaire
de pg; , introduisons le polynbme f!' € An*l défini par

| R
£ = f(Xn+l,l + xn+l,2 4 xn*l,B ? xn+l,n+l) *
Les axiomes (V2), (V5) et (V6) nous montrent que la relation f e OAn implique

1
f' e Oﬂn* o 5i nous remplagons g; par un polynfme g} = g* +g; ou gf € +Am ’
0

le polynbme h se trouve remplacé par f'(g* 9 8L 9 ooy gn) et
E3
h'..h:f'(g ’gl,.oo,gn)—f'(o,gl,ooe,gn).

Or les composantes homogénes non nulles du polynbme

f'(xn+1- L? xh*l 20 ° 9 X n+1) - £'(0, Xl gR212 "0 Xnel n+l)
sont de degré strictement positif en x n+l,l 2 et nous déduisons de 1'axiome (V5)

la relation h' ~h € A » c'est-d~dire ph = ph' .
o

(3¢3) Exemple, = Reprenons, comme en (2.7) le corps Q muni de sa valuation
p-adique, et une valuation v de L, ou n est l'inverse d'un entier e > 1
(pas néeessairement p=1)e L'anmeau Q est 1l'anneau Z( ) des rationnels
p-entiers, et k est le corps premier Fp .

Soit ¢ € B . Nous avons p=pf , ou f est un élément de Oﬁn s que nous
écrivons sous la forme (L.3.2)e Seuls importent, pour la détermination de ¢ ,
les monBmes c, X*  tels que wﬁ(ca %) = 0 « D'aprés (2.6.3) et (Relel), cette
relation signifie
(3e341) v(ca) +n(la] =1) =0

clest-d~dire
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(3e342) evie ) + la] =1 =0«
Nous devons donc avoir
(343.3) o] =1 (mod e)

et ca est de la forme

(3.3.4) e = 7= o

ol c& est un élément inversible de E(p) . Notons ¢ ~~» ¢ 1'épimorphisme
canonique de Z (p) sur Ep « Le polynbme

(343.5) 2 'E;Z e [;n(gp)

ne dépend que de ¢ » Nous le no%erons op « Nous venons de construire une appli=-
cation o ¢ B "’-{(Ep) qui est injective. L'image de B par o est formée des
polyn8mes & coefficients dans ~F~p dont les mondmes (non nuls) ont un degré total
congru & 1 modulo e o L'application o est F -lindaire, et respecte les degrés,
c'est-a-dire que O(Eg) c AS(E ) « De plus o est compatible avec la composition

dans B et dans _!}_(Ep) , c'est-d-dire que

(3+346) Ow(cp(Yl 9 oee o Yn)) = (O‘P)(GYl y see OYn) s
pour (peBn et Yy 5 eeo ,yneBm.

Dans le cas oi e > 1 , remarquons que 82 =0 , et qu'il n'y a pas d'élément
bilindaire (non nul) dans .

Pour toutes les valuations w_, oi m >0, le produit de deux éléments de
Olln appartient & Ofxn , mais a une image nulle dans B® .

(3.4) les B-modules.

Reprenons les notations générales de (3.l) et (3+2). Chaque AR peut 8tre con=-
sidéré comme une structure libre & n générateurs donnés dans la catégorie des

k-algébres associatives, commtatives et unitaires.
n . 3 by e P ’,
Montrons que les B~ sont aussi des structures libres & n générateurs donnes

dans une catégorie que nous allons définire

(3s4¢1) Définition. - Un B-module est un ensemble E muni, pour chaque
nel, d'une famille d'application de E? (puissance cartésienne n-ilme de E )

dans E en correspondance biunivoque avec les éléments de B" . L'image dans E

de (a.l 9 veo an) e E" par 1'application associée & P E B" est notée
pla; 5 oo an) o L'axiome suivant doit &tre vérifié
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goient m,neH, QPEBn’ Yl’.oo,YnEBm; q}:(P(Yl,ooo,Yn),
8y eseya €E, b o=yila, ey a_) 3 alors

(P(bl gy see o bn) =ll)(al g vee am) -

(36402) Définitions - Soient E et E' deux B-moduless, Un morphisme
us: ESE' est une application qui vérifie l'axiome suivant s

soient n€N, (peBny al,...,anciE;alors

u(pla; 5 oo 5 2)) = p(u(a;) 5 voe u(e.n)) .

La catégorie des B-modules est définie par (3.4.1) et (3.4.2). L'associati-
vité de la composition des polynbmes entraine que chague B est un B-module.
I1 est aisé de vérifier que B® est libre pour les générateurs xn’ Ly vees xn,m'
Les B-modules sont des espaces vectoriels sur Ep o« 51 Q est une Ep—algébre
associative, commtative et unitaire, on a une définition naturelle des
(@ ® B)-modules, pour laquelle nous renvoyons & [2]. Dans 1l'exemple étudié en
(3.3), un B-module peut 8tre défini (pour e > 1 ), par sa structure de Ep-espace

vectoriel et par une seule loi de composition (e + l)-aire.

(305) E_S_ 'VB .

Conservons les notations de (3.1). Pour tout nombre réel v > 0 , notons res=-

pectivement vAn et +An 1'ensemble des éléments f de A" qui vérifient

v
w(f) >v et w(f) >v . Pour v =0, nous retrouvons les définitions de (3e1).
~ Nous voyons comme précédemment que vAn et +An sont des (=modules, et que

V -
leur quotient, que nous noterons an s €5t un k-espace vectoriels Nous définie-
sons les applications p, par les suites exactes

(30501) ‘ 0- A%, A" L B,0 -
+ TyT po v
Vv v
Les espaces an sont, comme précédemment, sommes directes des
n Ve Id
vBa = pv(vAn n A:) o La proposition (3.2.2) admet la généralisation suivante, qui

se démontre de méne.

(34502) PROPOSITION. - Soient m , ne N, v , Vi s esee , V. des nombres
. _ n n n m
reels > 0, a_(al,..e,an)egn, fevAasznA gievA

(pour l<ign) et h=f(gl,...,gn).!alors heHﬂm,oﬁ _
_ 5 . o .
p=v+ o Vs s et pH h ne dépend que de Py, f et des P, 83 »ce qui

1<ig i
nous permet d'éerire
(305-3) pph: p\) f(pvr gr 9 cee Pvn gn) o
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(3¢544) COROLIAIRE. - Si tous les v, (L £i<n) sont nuls, nous pouvons
supposer simplement f € vAn dans 1'énoncé (3¢5.2)

4, Séries formellese.

(4.1) Extension des résultats précédents aux séries formelles.

Nous noterons ﬁn(Q) 1'anneau des séries formelles

(4elal) 22(Q) SRS LSRRI Sy

A
Ies éléments de A™(Q) s'éerivent encore univoquement sous la forme

(4.1.2) f = 2 Cq x% .

o@jn
mais les ¢ sont maintenant des éléments quelconques de Q o Nous considérons
A™C) comme un sous-anneau de .E.n(Q) . Si nous munissons A™(Q) de la topologie
usuelle des séries formelles, E(Q) appareit comme le complété de A%(Q) + Comme
précédemment, nous supprimons la référence & Q quand cela est possiblee Nous
notons E la réunion des A% (n e N) .

La composition (l.4) se prolonge a A par continuité, mais n'est pas partout
définie 3 si f € ﬁf s By ees 5 g€ i , nous ne savons définir
f(gl g cee gn) e A" que si f est un polyn8me ou si les termes constants des

gy sont nulse.
Soient k un corps valué, A =4(k) , § =§(k) et W une valuation de 4
Si fe4 , domé par le développement (4.1e2), vérifie

(40103) inf W(ca Xa) D e ® ’
onr”
nous posons
(44144) w(£) = inf wle, X%) -
e’

~ A
Nous prolongeons ainsi w & une partie A[w] de A , qui dépend de w o L¥axime
(V4) est vérifié par définition ; il est aisé de voir que les autres axiomes (V)

sont satisfaits.
Nous noterons A (respe A ) l'ensemble des f € A[w] qui vérifient

v
w(f) > v (respe w(f) >v ) « Ce sont les complétés (pour la topologie des séries
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. tn tn
formelles) de vﬁ et v7& « De méme, le quotient de VA =<v§.r’ﬁ par

¥£n = An L® stidentifie au complété vﬁn de an , c'est-a~dire au produit
v v
direct des B dont B? est la somme directe, Nous appellerons encore p

va ~ 2 2 » .
1'épimorphisme de OAn sur B (= OBn) , et, de méme, Py 1'épimorphisme de

vﬁn sur vgn =vﬁn/v+ﬁn °

Les propositions (3.2.2) et (3¢5.2) restent valables pour les séries formelles.
Il faut, bien entendu, supposer que 1'élément f(gl PECTT N - ) est défini gans
A Mais si, comme dans l'exemple étudié en (3.3), avec e >'1 , l'espace B~ se
réduit & O , nous pouvons toujours supposer que les 8; ont des termes constants
muls ; dans ce cas cp(yl > 000 5 Yy ) est défini pour tous ¢ € B® et tous
Yy s see s Yy € 5" .

(4.2) Séries réciproquese

Al ‘s
Soit f un élément de L , c'est-d-dire une série formelle en une lettre, que
nous éerirons f£(x) . Nous supposons que les termes de degré <2 de f(x) =x
sont nulse Alors il existe une série g(x) € At possédant les m&mes propriétés,

et déterminée par l'une des relations équivalentes

(44201) fg(x)) =x 3 g(f(x)) =x .

la gérie g est dite réciproque de f . Nous pouvons la calculer par la méthode

des approximations successives. Posons

(402.2) £f(x) =x - r(x) ,

ou r(x) est de la forme 2: h a o la série g est déterminée par la rela-
tion f(g(x)) =x , qui s'ég;it encore

(4.203) g(x) = x + r(g(x))

Or, pour calculer les termes de r(g(x)) jusqu'au degré n , il suffit de con-
naitre ceux de g jusqu'au degré n -1 o La série g(x) est donc la limite (au
sens de la topologie des séries formelles) de la suite gn(x) , définie par

(44244) gl(x) =X ; gn*l(x) =x + r(gn(x)) .
Nous en déduisons le résultat suivante.

Al Ve Ve
(4e2.5) IEME. - Soit f e " un élément tel que f - x ait ses termes de
degré <2 nuls. Alors la série réciproque g appartient aussi 3 oﬁL s Son

image pg ne dépend que de pf « Elle est déterminée par 1l'une des relations
équivalentes
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pf(pg) = x , pg(pf) =x

(ou x désigne encore l'image px de X =X )L )s Nous obtenons pg par la

méthode des approximations successives, comme en (44244) 0

(443) Lpplication au logarithme et & 1'exponentielle.

Prenons pour k le corps Q muni de sa valuation p-adique, et pour valuation

-l
w la valuation w_ oh 7 = (p-1)

Définissons les séries L(x) et e(x) par les formles

(4.3.1) L) = 2 (= )P ot R
n=L
(443.2) e(x) = OZO (n&)—l = .
n=L

Ce sont les séries classiques ILog(lL + x) et e -l 3 elles sont donc réci-

proques l'une de l'autree.

(4.3.3) PROPOSITION. = la série L(x) sppartientd o et pL(x) =x - P (),

ou

(443.4) up(x) =-p R,

Preuve. = Notre assertion ne fait que répéter le lemme (ReTal)e

(44345) PROPOSITION. = la série e(x) appartient 2 OAl y et pe(x) = pe™(x) ’

ol

(44346) ') = 2 W(x)

n=0
o P(x) désignant le n-idme itéré de u (x) , c'est-d-dire
(437 R = (= ) pTHE) P

Preuve. = Nous utilisons le lemme (4+2.5) et la proposition (4¢3e3). Pour cale

culer pe(x) , nous pouvons remplacer L(x) par x = up(x) « Or la relation
(44348) (x + Y)p =xP + yp

valable dans les anneaux associatifs et commutatifs de caractéristique p ,
entraine

(4.3.9) pup(x +y) = pup(X) + Pup(y) .

Le calcul par approximations successives de la série réciproque de X - pup(x)

est le calcul classique de 1l'inverse d'un opérateur linéaire de la forme 1 - T ,
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5. PolynBmes et séries formelles associatives (non commtatives)e

(5.1) Rappelons que 1l'algdbre des polyndmes associatifs (non commtatifs) en n
lettres et & coefficients dans Q est la Q-algdbre associative (et unitaire)
libre engendrée par ces lettress Si, comme précédemment, les lettres sont notées
» les polynBmes sont encore des combinaisons linéaires de monf=

s s0e 9 X, sont distincts et linéairement indé-
oif n,1

pendants pour toutes les valeurs de r € N et toutes les suites d'entiers

by

1) 5 eoe ir variant indépendamment de 1 & n « Pour chaque

Xn’l g S s Xn’n
mes, mais les mondmes X

n
a=(q , s, ) el ,

il existe ]al&/hi ail mon8mes distincts de multidegré o .

(5.2) Modifions désormais nos notations, en appelant A%(Q) , ou A" s 1'algé=

bre des polyn8mes associatifs en n lettres Xp 19 e0e p X0 a4 coefficients
’

dans Q « Remarquons que, pour n =1 , cela n'entraine aucune modification, car

les polynBmes associatifs en une lettre sont aussi commtatifse

Toutes les considérations des paragraphes 1 & 3, ainsi que de (4.1) et de (4.2)
s'étendent sans aucun changement. Dans [1] elles se trouvent exposées directement

pour les polynBmes et séries formelles associativese

(5¢3) Lpplications & la série de Hausdorffe

Reprenons les notations de (4.3). Puisque nous n'avons pas modifié les définie-
. 1 AL
tions de LA~ , A", ®te., les propositions (4.3e3) et (4+3.5) restent valables,
bien que la preuve de cette derniére utilise 1'identité (4.3.8), qui suppose les

anneaux commutatifs.

La série de Hausdorff ®&x , y) est définie par la relation

(543.1) #x , y) = Log(e™ &)
c'est=d~dire, en utilisant les séries L et e ¢
(5¢3.2) Hx 5 y) = L{e(x) + e(y) + e(x) e(y)) -

La série © est un élément de L° o Nous avons, (4¢3.5), e(x) e Oﬁl s dlob,
d'aprés (345.2),

(53.3) o) ely) € B°

puisque w(xy) =n »
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Rappelons 1'identité de Jacobson, qui remplacera la relation (4e3.8)e Dans tout

anneau associatif, on a la relation
(54344) +7)P =%+ 3P+ Ax, ¥) + pR(x, ¥) ,

ol p est un nombre premier, x et y deux éléments de l'anneau, A et R
des polyn8mes associatifs & coefficients entiers, tels que A soit construit
au moyen du crochet de Lie [u , v] =uv - vu (et de 1'addition).

Posons
(503-5) e(x ’ Y) = P_I A(X ’ Y) e

L'identité de Jacobson s'éerit

(5346) ux +3) =u (x) + uy) - 6lx, y) =R, ¥),

et conduit a

(54357) Pup(x +y) = Pup(x) + Pup(y) - po(x , ¥) .
(5.3.8) THéORﬁME. - la série &(x , y) appartient 2 01‘{2 et

(50349) Po(x , 7) =x +y + pe(pe*(x) 5 pe*(y)) .

~

Preuve. = Nous savons déja que & € OAZ . Pour calculer pd 2 partir de (5.3.2),

nous pouvons, (3.2.2), remplacer L(x) par x = up(x) s e(x) par e¥(x) et
e(x) e(y) par 0 (5.3.3). Si nous appliquons (5.3.7), nous obtenons la formle
(5:3¢9) .

Le "commutateur de Hausdorff" ¥(x , y) est défini par la formule
(503410) T(x , y) = Log(e™ &7 & &) ,
c'est-a-dire
(503011) ¥(x , y) =L((L + e(=x))(L + e(= 7)) (L + c(R))(L + e(y)) = 1) .
Si on utilise la relation e(= x) + e(x) + e(~ x) e(x) =0 , on voit que
(L+el=-x))(1 +el=7))(1 +ex))( +ely) -1

se réduit & e(x) e(y) - e(y) e(x) A condition de négliger les produits d'au
moirs trois éléments de 1la forme e(=~x) , e(x) , e(=-y) , e(y) o Si nous appli-
quons la proposition (3¢5.2), nous parvenons au résultat suivant.

(563.12) La série ¥(x , y) appartient & nﬁz , et

(5¢3413) p, ¥x, ¥) = pn[pe*(x) » 21,

ou [x9y] =W"yxenA20
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(5.4) Toutes les considérations que nous avons développées s'étendent plus
généralement aux analyseurs incomplets ou complets au sens de [2]. les axiomes
(V) de (2.2) permettent de définir la valuation d'un analyseor L sur un corps
valué k . Les constructions du § 3 conduisent & la définition de 1l!'analyseur

résiduel B de A , et aux espaces an °
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