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Séminaire DUBREIL-PISOT 16~01
(Algeébre et théorie des nombres) '
16e année, 1962/63, n° 16 11 avril 1963

ETUDE DES SOUS-MODUIES COMPLEMENTS DANS UN A-MODUIE

par Guy RENAULT

1. Rappels.
Soit A un anneau unitaire ; on considérera dans la suite des A-modules 3

gauche .

Définition [2]. = Soit N un sous-module de M, et soit X un sous-module de
M pour lequel X nN = (0) , X étant maximal pour cette propriété ; X sera
appelé un sous-module complément relatif de N dans M, et on appellera sous-
module complément un sous-module X pour lequel il existe un sous-module N dont
X est complément relatif.

Rappelons qu'un module M est extension essentielle d'un sous-module N si,
pour tout sous-module P de M, la relation PnN = (0) => P= (0) .

FROPGSITION 1. - Pour qu'un sous-module X de M soit un sous-module complé-
ment dans M, il faut et il suffit qu'il n'admette pas dtextension essentielle
propre dans M ,

Soit P une extension essentielle de X » 4 X est complément relatif de N,
XnN=(0), d'aa PnN= (0), et par suite P=X , Réciproquement, soit X
un sous-module de M sans extension essentielle propre dans M, soit N un com
plément relatif de X , il existe un complément relatif P de N contenant X s
soit Q wun sous-module de P tel quw QNnX=(0), ona (Q@N)nX=(0) ,
d'oh Q= (0) , et par suite P est extension essentielle de X , d'oad P=X,

On sait que tout A-module M est plongé dans une extension essentielle maxi-
male de M qui est un A-module injectif appelé enveloppe injective de M et
qui sera noté E(M) .

2. Relations entre les sous-modules complémenta dans M et les sous-modules
injectifs de E/M ,

FROPOSITION 2, =~ Soit M un A-module extension essentielle d'un sous-module
N, alors la trace sur N d'un sous-module complément X dans M est un sous-
module complément dans N
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Soit X un sous-module complément dans M, X est un sous-module complément

relatif 3 X'3 XnN et X'n N sont des sous-modules d¢ N non nuls (on

écarte le cas trivial o X = (0) ou X=M), et ona
X AaN)n EX'n DN =(0) .

Soit S wun complément relatif dans N de X' n N contenant X NN, on a
S=S+XnN=(+X)nN ,

et on a la relation
(B +X)nN)nX"nN= (0) -

N est essentiel dans M , cela implique (S +X) nN = (0) et par suite ScX ,

Soient X un sous-module complément dans M et E(X) une enveloppe injective
de X contenue dans E(M) , E(X) n M est extension essentielle de X , et par
suite E(X) n M=X (proposition 1) ; les sous-modules compléments dans E (M)
sont des sous-modules injectifs, et compte tenu do la proposition 2, on a le
résultat

L)
THECREME 1o - Pour qu'un sous-module X de M soit un sous-module complément
dans M, il faut et il suffit que X soit la trace sur M d'un sous-module injec-
tif de E(M) .

Exemple. - Un A-module M est quasi-injectif [4] s'il vérifie la condition
suivante ¢

solent N un sous-module d¢ M et f wun homomorphisme d¢e N dans M , alors
f se prolonge en un endomorphisme de M 3 on montre que la condition précédente
est équivalente d la propriété suivante s

M est stable pour tout endomorphisme de E(M) .

Donnons un exemple assez général de tels modules 3 solent B 1'anneau des endo~-
morphismes d'un module injectif I et A un iddal bilatére de B et soit

M= N xer
oA P s
M est alors quasi-injectif en particulier le coeur [5] d'un module est quasi-

injectif,

Les sous-modules compléments dans un module quasi=injectif sont des facteurs
directs, et si X est un sous-module complément dans M et N wun sous-module

quelconque tout homomorphisme de N dans X se prolonge en un endomorphisme de
M dans X ,
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Nous allons utiliser le résultat précédent pour étudier les sous-modules complé-

ments minimaux (resp. maximaux).

&N
THEOREME 2. - Soit M un A-module et X un sous-module de M, les propriétés

suivantes sont équivalentes ¢

(i) X est un sous-module complément minimal,

(i) X est un sous-module complément co-irréductible (i. e., (0) est

n=irréductible dans X )

D'aprés le théoréme 1, la condition (i) est équivalente au fait que E(X) ne
contient aucun sous-module injectif et par suite E(x) est un injectif indécom-
posable. Dn voit aisément que si M est tel que E(M) soit somme directe d'un
nombre fini n de sous-modules injectifs et indécomposables, alors les chafnes
maximales de sous-modules compléments ont pour longueur n . Ces derniers résule
tats répondent 3 une question posée dans [5]. (Cf. également [2], p. 202.)

THEOREME 3, = Soit X wun sous-module complément maximal dans M alors E(M/X)
est isomorphe & un sous-module injectif et indécomposable de E(M) et X est

un sous-module n-irréductible minimal de M ,

D'aprés le théoréme 1, X est un sous-module complément maximal dans
M <=> E(X) , est un sous-module injectif maximal de E(M) <=> E(M)/E(X) ,
est un sous-module injectif et indécomposable,d'autre part on a

E(WX) T E(M/EX)

la deuxiéme assertion résulte du lemme suivant

-

IEMME 1, -Soient N wun sous-module de M et X un sous-module complément dams
M contenant N , alors X/N est un sous-module complément dans M/N .

La démonstration de ce lemme est immédiate.

30 Définition et étude d'un sous-module particulier du A-module M ,

Soit M un A-module ; nous allons montrer qu'il existe un sous-module I'(M)
de M, tel que l'intersection de deux sous-modules compléments dans I'(M) soit
un sous-module complément.,

On considére l'ensemble B' des endomorphismes essentiels ¢ de E(M) satis-
faisant aux propriétés suivantes g
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(1) 11 existe un A-module injectif X tel que ker ¢ =K@ H,
(11) ¢E@®)) cX .
On pose

T'E)= N ker ¢ et I'(M) =MnTE) «
peB!
IEME 2. - Sodent N un sous-module de I'(E) et I une enveloppe injeetive

de N contenue dans E(M) , alors N c I'(I) .

Soit ¢ un endomorphisme essentiel de I satisfaisant aux conditions (i) et
(1) ; soit ¢'= g9 op o1 p est la projection de E(M) sur I parallélement

by

& K', ot K' est un supplémentaire de I dans E .

¢' est un endomorphisme de E(M) de noyau ker ¢ ® K!' , c'est donc un endo-
morphisme essentiel qui satisfait de fagon évidente & (i) et (ii), et par suite
ker ' D N ; d'od ker ¢ > N et N cTI\I).

IEME 3. - Sodent I et I' deux sous-modules injectifs de E(M) tels que
InM et I'nM sont extensions essentielles différentes de I nI' n M ;
alors I'(E) # M,

Soit N un complément relatif de I'n M, on a
E(M) =E(N) ® I' , et E(N) nI= (0) ;

sinon E(N) rencontrerait I n M suivant un sous-module non nul, et par hypo=-
thése I N M est extension essentielle de I nI'n M, d'ox E(N) nI' n M#£ (0).
On en déduit que I et I' ont les mémes modules supplémentaires dans E(M) et
on a
E(M) =I @EW) =1I' @E(N) .

Soit x un élément quelconque de E(M) ; ona Xx=1i+n=4i! + n! s, O n et
n' € E(N) , Oon pose ¢(x) =i =3i'=n'n 3 11 est clair que ¢ est un endo-
morphisme de noyau I nI' @ E(N) , il satisfait aux conditions (1) et (i1), et

par hypothése on a (M) # (0) .

les lemmes 2.et 3 entrainent la propriété suivante s

' 4
THEOREME 4. - L'intersection de deux sous-modules compléments dans TI'(M) est
un sous-module complément.

En particulier si E(M) = I'(E) , alors 1'intersection de deux Sous-modules injece
tifs de E(M) est un sous-module injectif.
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THE?ORE“:IVE 5, = Soit E un A-module injectif, pour que E = T'(E) il faut et il
suffit que 1l'intersection de deux sous-modules injectifs de E soit un sous-
module injectif.

Si E #T(E), il existe un endomorphisme ¢ essentiel, jel que ker ¢ =K & H
avec ker ¢ #E , posons ¢iz) =x - ¢(x) , Y(x) est une injection, si I dési-
gne une enveloppe injective de H , on a

Iny(I)=H.
On peut généraliser le résultat précédent de la fagon suivante 3
Soit P un module essentiel dans E(M) , P étant quasi-injectif et tel que

1l'intersection de deux sous-modules compléments dans P  soit un sous-module

complément, alors Pc I'(E) .

Exemple. - Considérons le Z-module Q/Z , ona T(Q/Z) = Q/Z . Soit 0€(Q/2)
le coeur [5] de ce module, on a

o) <Dz .
P

4. Etude des A-modules M tels que toute intersection de sous-modules complé-
ments dans M est un sous-module complément.,

LN
THEOREME 6, = Soit M un A-module, les conditions suivantes sont équivalentes :

a. L'intersection de deux sous-modules compléments dans M est un sous-module

complément,

b. Pour que X sous-module de M soit un sous-module complément dans M, il
faut et il suffit qu'il vérifie la propriété suivante :

(I) x¢ X => idlexiste ac A avec ax# 0 tel qu¢e Aax nX = (0) .

e, Toute intersection de sous-modules compléments dans M est un sous-module
complément,

(a) => (b). = Soit X un sous-module complément dans M ayant la propriété
suivante : il existe x £ X tel qus, pour tout ax £ 0, Aax nX # (0) , il
existe un sous-module complément X' extension essentielle de Ax , et la prow
priété précédente entrafne que X! est extension essentielle de X! n X ’

X' nX est par hypothése un sous-module complément dans M y d'al X' =X'nX,
6t par suite X' c X , mais par hypothése x ¢ X , d'oy 1l'assertion.
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(b) == (c). = Soient (Xi)i ey we famille de sous-modules compléments dans.

M, et XS'QIXi; x gX == ilexiste ieI tel que xy.‘Xi,etparsuite
i
ne peut trouver a € A avec ax # 0 tel que Aax n¥; = (0) et a fortiori

(c) => (a). = Clest évident.
On vérifie aisément la propriété suivante

PROPOSITION 3, = Soit M un A-module, les conditions suivantes sont équiva-
lentest

a.'Toute intersection de sous-modules compléments est un sous-module complément,

b. Pour tout sous-module X de M, il existe un plus petit sous-module com-

plément dans M , X contenant X ; et alors l'application X »X est une appli-

cation de fermeture.

Soit M un A-module, on dira qu'un sous-module X de M est fermé s'il

vérifie la condition (I) du théoréme 6,
Soit x wun élément de M, on notera Ann(x) 1'annulateur de x , et si X

est un sous-module de M, on notera X ‘. x={a€A, exeX},

FROPOSITION 4, = Soit M un A-module, les conditions suivantes sont équiva-
lentess

a. Toute intersection de sous-modules compléments dans M est un sous-module

complément,
—b s

b. Pour tout sous-module complément X dans M et tout x X, (X e x)/Am(x)
est un sous-module fermé de AS/Ann(x) R

Soit a € A, on notera .a la classe de o dans As/hm X .

() => (b). =Soit a #X *, x/Ann x => agX ’ex => axr £ X, par sulte
il existe be A avec bax #0 , fel que

Abex n X = (0) => Aba nX *, x€ Aonx -
avec ba ¢ Ann x , d'ad
Abe 0 X *, x/Amn x = (0) .
(b) => (a). =Soit & ¢ X . x/Ann x ; il existe b avec be # 0 tel que

AblanX ‘.x/Amzx=(0) => AbanX ®. X = Ann x = Aba xnX = (0)
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et par suite X est un sous-module fermé, le théoréme 6 permet de conclure.

Soit M un A-module,nous allonsdéfinir unerelation dtéquivalence o densl'ansen-
ble des sous-modulos de M. Soient N ‘et N* deux sous-modules

NpN' <> N et N' ont méme ensemble de compléments relatifs.

IEME 4, - N et N' sont équivalents <==> N et N' sont extensions es-

sentielles de N n N!' ,

Soit P un sous-module de N' , tel qu Pn (NnN')=(0) => PnlN= (o) .
P est donc contenu dans un complément relatif de N , donc de N' , et par suite
P= (0) «

Réciproquement, si N et N' sont extensions essentielles de N n N' , soit
S un sous-module de M

SAN=(0) <> Sn@nN')=(0) <> sSnN'=(0),

d'ol le résultat,

THECREME 7. - Soit M un A-module, les propriétés suivantes sont équivalentes s

a. L'intersection de deux sous-modules compléments dans M est un sous-module

complément,

b. soient N et N' deux sous-modules de M ; pour tout sous-module P, on &

(11) NpN' => (N+P)p (N' +P) .

Considérons la condition (II!)
N c Pl
N p N!

cette derniére condition entrafne la condition (II) ; en effet, prenons

(11') => (N' +P,) p P,
P1=N+P,ona.
(N' + N+ P) p(N+P) ,
de méme on a
(N* + N+ P) p (N' + P)
d'ol
(N + P) p(N' + P) -

1° Nous allons donc établir que la propriété (a) entraine (I1I7),
Soient N, N' , P des sous-modules de M, tels que 1l'on ait s

NCP et NpN!



1608

et soit N » N 1'application de fermeture, d'aprés le lemme précédent
N=N'=NaNl', d'autre part POoN=NnN? = N' , et par suite P et P+ N!'

sont des sous-modules essentiels de P , d'ol la propriétée

20 Soit N un sous-module de M j; nous allons montrer qu'il existe un seul

sous-module complément N estension essentielle de N

Soient X, et X, deux sous-mocules compléments dans M , extensions essen-

tielles de N

NCX2

Np X, = (X1+X2)pX2

et par suite (lemme 3) X1 + X2 est extension essentielle de X‘2 , d'ol X1 = X2 .
Nous allons établir une caractérisation des A-modules M précédemment étudids,
caractérisation qui aura l'avantage de ne pas faire intervenir de facgon explicite

les sous-modules compléments .

Soient M wun A-module quelconque et X un sous-module complément dans M
non fermé 3 il exis'e x ¢ X tel que, pour tout ax # 0, dax nX # (0), alors
X *e x est un idéal 3 gauche essentiel dans A , soit a ¢ X ax, ax ¢ X et
a fortiori ax # 0, il existe donc b €4 avec bax # O tel que bax ¢ X , d'oy
ba € X' x avec ba 0.,

IEME 5, - Soit X un sous-module de M, 1l'ensemble des éléments x de M
tels que X °. x soit essentiel dans A est un sous-module X'o X ,

Cela résulte des relations suivantes s

X e x+y) 00X *ox)n X °. y)

o

X "sax=(X".x) "sa.

La premiére relation prouve que, si x et yeX', alors x +y e X! 5 montre
quw X °, x essentiel dans A => (X °, x) °. s essentiel dans A ; soit

a ¢ (X °, ax) = wdX .x
il existe Be A tel que Poa £ O avec

PlaeX e x => pre (X . ax) avec pat 0

Soit maintenant X un sous~module complément dans un A-module M non fermé »

alors X' est un sous-module contenant strictement X , Soit Y wn complément
relatif de X dans Mj; Y nX'# (0) si xe¥YnX!' , alors (X °o x) = Ann(x)
d'ou
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PROPOSITION 5. = Soient M un A-module et X un sous-module complément dans
M non fermé, soit Y wun complément relatif de X dans M, il existe un é1é-

ment X non nul de X' tel que Ann(x) soit un idéal 3 gauche essentiel dans
A,

Soit M un A-module ; on appelle sous-module singulier de M , l'ensemble
des éléments x € M, tels que Ann(x) soit essentiel dans A .

COROLLAIRE., = Soit M wun A-module tel que le sous-module singulier J (M) sdit
nul ; alors 1l'intersection de deux sous-modules compléments dans M est un sous-
module complément,

[EME 6. - Soit X un sous-module complément non fermé dans M, il existe

yEM, y#(0) avec Ay nX = (0) et un élément x # 0 e X +tel que Alx +y)
soit extension essentielle de A(x +y) nX ,

Il existe z#0, 2z ¢X tel que, pour tout az #0, haz nX # (0) , X +4z
est un sous-module de M contenant strictement X ; si X! est un complément
relatif de X , on a

X + Az) n X £ (0)
il existe x €X et ye X' tels que
=e«X+bz avec y£0 si x=0 => bzeX' et AbznX= (0) o,

Contrairement & 1'hypothese faite sur z , pour tout a(x +y) #0,

Aa(x + y) nX # (0) , et par suite A(x + y) est extension essentielle de
Ax +y)nX,

L)
THEOREME 8o -~ Soit M un A-module, les propriétés suivantes sont équivalentes s

a. il existe deux sous-modules compléments dans M dont l'intersection n'est
pas un sous-module complément, '

b. il existe deux éléments x et y non nuls de M tels que

(i) AX n Ay = (O)

(ii) AS/Ann(x) n Ann(y) est extension essentielle de Ann(x)/Ann(x) n Ann(y) .

(P) => (a). - Axniy=(0) => Am(x +y) = Am(x) n bnn(y) ; soit X un
sous-module complément dans M extension essentielle de Ay , Ax n X = (0) ,
et on a d'autre part

X (x+y)=X ", x = Ann(x)
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la relation (ii) s'écrit
As/ﬂ.nn(x +y) extension essentielle de X "o (x + y)/Amn(x + y) ,
et d'aprés la proposition 4 , X n'est pas un sous-module fermé,

() => (b)e = Soit X un sous-module complément non fermé, d'aprés le lemme
6, il existe x et y &éléments non nuls de M ayant les propriétés suivantes
vyeX, AxnX = (0) et par suite Ax n Ay = (0) 3 d'autre part A(x + y) est
extension essentielle de A(x +y) nX . On a les relations d'isomorphismes sui-

vantes
Alx + y) AS/Ann(x +7y)
Ax +y) nXNX *y (x +y) | &mn(x + y) = Ann(x + y) = Ann(x)/Ann(x) n &an(y).

Exemples,

Soient A un anneau et A un idéal & gauche essentiel dans A . Ie A-module

A, x A /A vérifie les conditions du théoréme précédent.

Soit le Z=-module injectif Q/Z . Solent x et y tels que Aix n Ay = (0) ,
Ax = g(p/Q)/z ot Ay = g(P'/q')/z et par suite

Amn(x) = 2q  Amn(y) = 2q*

', On vérifie

a. (g, q')#1.80it m le p. po co ms de p'q, et de pg
,(p'/a")

que m/qq' n'est pas un entier et appartient a E(p/q)n

be (a, q") = 1. Zgn Zq! =Zqq? , et par suite @q/&qq!)n@q‘/ggq')z (0)
ce qui contredit (ii), et par suite 1'intersection de deux sous-modules injectifs
de Q/Z est un sous-module injectif.

PROPOSITION 6. - Soit A un anneau, les conditions suivantes sont équivalentes s

a. A est semi-simple,

be Soit M un A-module quelconque : alors l'intersection de deux smous-modules
compléments dens M est un sous-module complément.

(&) => (b).=-Cbat trivial.

(b)) => (a). - Soit A wn idéal 3 gauche essentiel dans A, on a vu que le
module A  x AS/A contredisait 1'hypothése, d'odl A= A 5 et par suite A est
semi-simple,
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PROPOSITION 7., = Soient M un A-module et & la famille des sous-modules
ayant la propriété suivante ; pour tout i € I , l'intersection de deux

3 )ser ’
sous-modules compléments dans Xi est un sous-module complément ¢ alors & est

un ensemble inductif,

Clest une conséquence immédiate du théoréme 8.

5. Cas particulier des A-modules M dont le sous-module singulier est nul [3].

IEME 7¢ = Soit M un A-module, les propositions suivantes sont équivalentes

(i) Ann(x) est un idéal & gauche formé de A pour tout x # O,

(ii) le sous-module singulier de M est nul.

I1 est clair que (i) => (ii)e

(ii) => (i). - Soit b g inn(x) , bx # 0. Soit a # O appartenant & un
complément relatif de Ann(bx),

Aa n Ann(bx) = (0) => Aabx # (0) pour tout ca# O => Aab n Ann(x) = (0) .

IEME 8, = Soit X un sous-module de M, pour que X °¢ X sSoit essentiel dans
A il faut et il suffitque,pour tout ax# O ; hax n X # (0) .

I1 est évident que la condition est suffisante. Montrons qu'elle est nécessaire,
Soit b¢X *.ex => b ¢ Ann(x) qui est fermé, il existe ab# 0 tel que
Asb n Ann(x) = (0)
et on a
Aab nX °, x # (0) et par suite Ahalx nX # (0) .
Compte tenw de 1'étude générale précédente, on en déduit le résultat suivant.

FROPOSITION 8, = Pour que X sous-module de M soit un sous-module complément
dans M, il faut et il suffit qu'il vérifie la propriété s

x#X => X °, x est un iddal fermé de A .

Du lemme 2, on déduit le fait suivant : soit N un sous-module de M 1la ferme—
ture ¥ de N est 1l'ensemble des éléments x € M tels que N °¢ x sSoit essen=
tiel dans A . On a d'autre part le résultat suivants Soit X un sous-module come=
plément maximal dans M et x ¢ X , alors X *. X est wn sous-module fermé maxi
mal de A,
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Cas particulier. - On suppose que le A-module & gauche AS est tel que 1'idéal

4 gauche singulier est nul., On a les propriétés suivantes g

PROPOSITION 9, - Soient X wun idéal & gauche de A et X sa fermeture, on a

les relations suivantess:

ae XCT, X:f, ¥cY = EC-Y-,

Ce X.oa'—'-X « 8 ,

d. X.aeXa,
et par suite 1l'application de fermeture peut &tre définie & partir d'une locali-

sation [1].

Ies propriétés (a) et (b) sont vraies dans un A-module M tel que 1'inter-

section de deux sous-modules compléments dans M soit un sous-module complément.

ce X °. a estextension essentielle de X *, a , Soit z # 0,

zeX *va => zacX .Si za=(0) => zeX *.a,si zaf0,

Aza nX # (0) , par suite il existe be A avec bza # (0) , d'ot bz €X *. a
avec bz £ 0,

d., XYa N X + Ann(x))/Amn(x) , Xa ¥ (X + Ann(x))/Ann(x) .

X + Ann(x) est extension essentielle de X + Amn(x) . (théoréme 7). Ann(x)
est un fermé par suite X + Ann(x)/ann(x) est extension essentielle de
X + Ann(x)/Ann(x) o Finalement

X.aCX.acEa
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