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Séminaire DUBREIL~PISOT 14-01
(Algdébre et Théorie des nombres)
16e année, 1962/63, n° 14 25 février 1963

FAMILLES NORMAIES DE FRACTIONS RATIONNELLES
ET ENSEMBLES FERMES DE NOMBRES ALGﬁhRIQUES

par Charles PISOT

En 1944, R. SAIEM a démontré le résultat curieux suivant [7] @

Soit S 1l'ensemble des entiers-algébriques-réels--€ , vérifiant 6 > 1 et
dont tous les conjugués autres-que © ont un module strictement inférieur 2

1'unité. Alors S est un ensemble fermé.

Ce résultat s'obtient en démontrant la proposition suivante 3

Désignons par Q(z) le polyndme irrédnctible primitif ayant- 1/8- pour Z6ro, .
et soit A(z) wun polyn®me & coefficients entiers ratiomnels tel que

14(z)] < |Q(z)! pour |z| =1,
A étant premier & Q o Alors la famille des fractions rationnelles
£(2) = A(2)/Q(z)

pour lesquelles 6 est borné supérieurement est une famille normale dans Izl <1,
au sens de Paul MONTEL,

La démonstration de cette proposition utilise un résultat de KRONECKER [5] ¢

[ee)
La condition nécessaire et suffisante pour que la série 2 W 2" représente
n=0

le développement de Taylor d'une fraction rationnelle c'est que les déterminants

U.O U.l vse un

ul 112 cee un"l
n cse

uml ces uzn

soient nuls pour n assez grand.

En majorant convenablement ldnl » et en remarquant que les u de f(z) sont
entiers rationnels, donc aussi d, 5 on obtient le fait que
limd =0
N ’

done que f(z) est une fraction rationnellee
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Nous nous proposons ici de généraliser ces résultats en utilisant, en plus de

la majoration de !dnl s celle des diverses valeurs absolues pwadiques de dn .

Nous commencerons par établir une majoration de Idnl .

IEMME le = Soit ¢(z) une fonction méromorphe dans lz| <1 s ayant dans
|z] <1 auplus k pdles (k >0), = 0 n'étant pas un pdle, et supposons
que |¢(z)| soit borné au voisinage de |z| = 1 o La fonction ¢(z) posséde

alors un développement de Taylor autour de z = 0, soit

¢(z) = § w 2"
n=0

et on a la majoration suivante &

Quel que soit & > 0, il existe une constante C(e) indépendante de n telle
que
ldnl < 0(e) € -

En effet, soit

\p(z)=1+\plz+o..+q}kzk

le polynBme ayant pour zéresles pbdles de ¢(z) , alors
o)
o(z) ¥(z) = 2 v, 2
n=0
est holomorphe et borédus |z| <1 de mBme que

o(z) 4}2(2) = E Wy z"
n=0

par suite, les séries

sont convergentese.
D! autre part on a ¢

vn""'un""l’lun-l"'“""wkun,-k; wnzvn"'\plvn-l"'"""q’kvn-k
dtou

uo eeo uk-l Vk XX} V‘n uo XX uk-l 'V'k eoe Vn
i = s . . Ml *tt T2 V2pel ** Vnekel
n o s . -

'Vk es e V2k~1 W2k XX wn+k

%ot Yl Yk °tt Vop oot Vnekel Yk *** Vop
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La majoration de HADAMARD [4] d'un déterminant domne

n
ol < T sy,

J:O
ou
2 2 2 2 . s
s§= g% ¢ eon s gy 1% gy 1 gl eee 81 520, weey k-2
et

2 2 2 2 s s
Sj = lvj' + eoe + Ivj'l'k—ll + le'f'kl + ij-l-k-!-ll + oeo sl ]2 k.

. 2 2
La convergence des séries de terme général |vn|2 et Iwnl montre que s, tend
vers zéroe Etant donné e > 0, on peut donc trouver h= h(e) tel que Is jl <€
pour tout j > h « En posant

h
C(S):S-h Il S.
j=0 4

on obtient
la | <o) &,

Donnons maintenant quelques précisions sur le cas oi ¢(z) vérifie |o(z)] <1
pour |z]=1.

10 53 IuOI >1, ¢(z) a aumoins un pdle dans |z| <1 o En effet, dans le
cas contraire, ¢(z) serait holomorphe, et |¢(z)| serait meximm sur |z| =1,

ce qui est contraire &

I‘P(O)l = 'uol >1.

2° Si Iuol = 1, on voit de mlme que ¢(z) est ou bien constant, égal 3 ug s
ou bien a au moins un pdle dans |z} <1 .

Réciproquement, si Iuol =1 et si ¢(z) a k pdles danms |z| <1l , consi=
dérons 1'équation
o(z) Wz) = ruy Wz) = 0

o6 r est un nombre réel avec r >1 o Sur |z|=l,ona

lo(2) W) < |ruy Wa)| |
donc, d'aprés le théoréme de Ronché, 1'équation a, dans |z| <1 s le mBme nombre
de racines que ruy y(z) = 0, c'est-d-dire k . Lorsque r - 1 s on voit que
o(z) ¥(z) - u, Wz) = 0

a au plus k racines dans |z| <1 . Or, soit w, le coefficient d'indice
h>1, le plus petit tel que Uy £ 0 s alors on a h <k ; car le développement
de ¢(z) y(g) - U, Y(z) commence par u, o1 donc si h >k, 1'éguation aurait
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h zéros en z = 0 ce qui contredirait notre résultat précédente Par suite

1'un au moins des coefficients u; , ese , W n'est pas nul.

Etudions maintenant le cas ou ¢(z) est une fraction ratiomnelle P(z)/Q(z) ,
oci P et Q sont des polyn®mes & coefficients entiers rationnelse

Remarquons d'abord que si 1l'on pose
Q(0) = q
les nombres U, qn"'l sont des entiers rationnelse

En effet
ap(az) = q(qz)/Q(qz)

by

est une fraction rationnelle & coefficients entiers, pour laquelle le terme cons=
tant du dénominateur peut 8tre pris égal & 1 3 le développement de Taylor est

donc a coefficients entiers rationnelse.
(o]
Réeiproquement, supposons que 2 w z?  soit le développement de Taylor d'une
n=0
fraction rationnelle A(z)/6(z) , oh

2 2
A(z)=a0+alz+a2z + eee G(z):go-c-glz-;-gzz + oee

et supposons qu'il existe un entier rationnel q tel que qml W, soit entier
rationnele Alors gA(qz)/G(qz) a un développement 3 coefficients entiers ; d'aprés

un théoréme de FATOU [3] on peut donc prendre go= 1, g J  entier rationnel
pour j=>1 et aj qJ+1 entier rationnel pour j > 0 «

Désignons par 2_ la complétion du corps des rationnels pour la valeur absoe
. PP -1
lue p-adique définie par lp]p =p et |p !p =1 si p' est un nombre pre=
mier différemt de p o Soient Q la cldture algébrique de 2 et ﬁp le come
plété de Q_ o Dans Q_ nous posons
P P g
Az) =q M (1 =a, z)
j=1 ’
et nous supposons

I

[ocl|p > |<x2|p 2 eee ]ocmlp >13 lama-llp 2 eee 2 o P

ot 0<m< s « Posons
S ©
Q(z) =q N (1~a,z) et P(2)/2(z) = 2 2 .
h j=h+l J h n=0 uh’n
On a alors

u‘h,n= w o+ ﬁh,l U g ¥ e+ Bh,h Won
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1 evse 7z = ﬂ l - a, 2) .
¥ Bh,l 2 ¥ ﬁhvh j=1 ( J )
D! autre part la série %o u | z" converge pour |z| < lah-a-lln'l e Pour
=0 7 p p
-1
an a

18, (2)], = lal,

D*autre part, pour h<m, ona p<1l et pour h=m prenons p< 1, alors
lP(z)lp <1, donc
()4 (a) ] < lal5 pour [zl =p
Les inégalités de Cauchy [2] dans Qp montrent alors que
< .
Faisant tendre p vers Iah+1];>1 si h<m, vers 1 si h=m, on obtient

-l .
o ol p < lal 7" lapy2 53 n<m

et
-1
< i =
Ory 81 m<n, ona
uo’o ul,l LN 2 U.m’m um’n&l o0 um,n
=i P :

uo,n U’l,m-l see um’n_'_m um’mm_._l X um,zn
Par suite 3

el < a5 oy B ey 27 een fa 22

51 n<m, ona

~(n+1) n 2n
4l < 1alz™ oy 2 e a2
La considération du polygone de Newton du polyndme Q(z) = 2 a z9 montre que

j=0
m est le plus petit indice tel que

la | = max |q.]
qmp OSjss J'p

et que
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lag eee arl=log dgl, < lal] -
On a donc, dans tous les cas ¢
-(3n+1)
la |, < lal} -

Comme par ailleurs dn est un nombre rationnel dont le dénominateur est une puis=—

by

sance de q , 1'inégalité trouvée, appliquée & tous les nombres premiers p divi-
sant q montre que

q3n+l dn est un entier rationnel.

Ce résultat, obtenu ici par des méthodes p-adiques peut s'obtenir directement,

comme 1'a montré F. DRESS dans une démonstration non encore publiéee

Remarquons encore que si fuolp > lqu;l , la fraction rationnelle P(z)/Q(z)
8, dans Q , au moins un pdle effectif dans Izlp <1 « En effet pour Izlp:z P
-l
avec Iamlp <p<l, ona
m
A=), = lagl, & ot [RD| <1,

done

P < Sl
Si cette fraction n'avait pas de pble dans lzlp <1, les inégalités de Cauchy
[2] donneraient en particulier

gl < lagl=t 6.
En faisant tendre p vers 1 , on obtient une contradictions

Définitione = Nous désignons par § 1'ensemble des fractions rationnelles
p(z) = K(z)/Q(z) ,

telles que P et Q soient des polynbmes & coefficients entiers rationnels, que
lo(z)| €1 pour |z| =1 avec

Q(Z):q'i' qlz-i-c.-

ol q estun criier fixe, ol q; est premierd q, et que Q(z) a, dans |z| < 1
au plus k zéros, k>0, tous dans une couromne fixe 0 <& < |z| <1 « Nous

supposons de plus que, pour tout nombre premier p divisant effectivement q.y
on ait

?

P(0)| >
| B( )lp lqlp .

On a alors la proposition suivante
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e o )
THEOREME-ls - L'ensemble § est une famille normale dans |z] < 1 au sens de
Paul MONIELe

Démonstration. — A chaque fraction ¢(z) de & nous associons la fonction

b(z) produit des fonctions 16:22 pour tous les © tels que 1/6 soit un

Mle de ¢(z) dans |z <1 + Ily adonc k au plus de tels facteurs dans b(z)e
La fonction b(z) ¢(z) est holomorphe dans |z| <1 et, comme |b(z)| =1 sur
lz| =1, ona

|b(z) 9(z)l €1 dans |z| < 1.

Les fonctions b(z) ¢(z) constituent donc une famille normale dans |z <1,
clest=d~dire un ensemble compact pour la convergence uniforme dans tout compact

contenu dans |z{ <1 o

De tout sous-ensemble infini de fonctions b(z) ¢(z) on peut donc extraire une
suite partielle telle que, d'une part b(z) tende vers une fonction limite B(z)
du mBme type que les b(z) , et que d'autre part b(z) ¢(z) tende vers une fonce
tion limite que nous pouvons écrire B(z) ¥z) ; alors

|B(z) ®(z)| <1 pour |z| <1 .
Comme b(z) est holomorphe et £ O pour !zl <&, il en est de mBme pour B(z),
donc ®(z) est holomorphe damns |z| <& et y cst limite de ¢(z) « On a donc

¥z) = E n
n=

o Un z"
la série convergeant pour (z| <% et U est limite des u_ de mBme indice n e
Comme qm'l U est entier rationnel, on 3oit qu'il en est denméme de qm-l Un
et u finit par &tre égal a U, « De plus, comme B(z) ®(z) est holomorphe dans
|z] <1, #z) est méromorphe dans |z| <1 ety aauplus k pBles, aucun de

ces pdles n'est en z = 0,

Enfin |B(z)| = 1 pour |z| = 1, donc ®(z) est borné au voisinage de
|z] = 1 « Posant alors

UO LN 2 Un

D - LA R ]

n
Un soe U2n

le lemme 1 montre que, pour tout & > 0, on peut trouver C(e) , indépendant de
n, tel que

Ip,| < ce) .
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D'autre party comme u ~ finit par 8tre égal & U , le nombre q3n+1 D

un entier rationnels Or

est

o™ p | < o(e) aleq 3,

- 1
En choisissant & < q 3 , on voit que pour n assez grand |q3n+ Dn] <1, denc

D =0 et ®(z) est une fraction rationnelles

La condition (q , ql) = 1 montre que ]q_llp = 1 pour tout p divisant q e
Le polygone de Newton de Q(z) montre alors que Q(z) a, dans Qp s exactement
un zéro dans Izlp < 13 comme il est unique, il appartient & 2,3 soit /o ce

zéro, on aura

-1
lal, = lal]
Enfin lr(o)lp > |q|p s c'est-i~dire |¢(o)|p >1= |q1[p , montre que 1/a

o= lalzh est
compacte dans 2_, on peut extraire de la suite des ¢(z) convergeant vers

est effectivement un pdle de ¢(z) o Comme la circonférence lzi

¢(z) une su:rbe partielle telle que @ +tende vers une limite a* tolle que
l,cx*l‘ lql p » b cela dans chaque 2 pour lequel p @ivise q .

Pour |z|p=p avec ]q|p<p<l,ona
IQ(Z)IP=P et IP(Z)lpsl 3

donec

lw(z)|p<

La famille des fonctions (1 = az) ¢(z) est donc uniformément bornde par Iql

D*autre part, comme u, finit par 8tre égal a U s les coefficients de la ser:Le

n
Z

(1 =oaz) ap(z)-_—.uo+ Z (u - nl)

convergent au sens de Qp vers ceux de la série
[ee]

* n *
Uo*él (Vy=a” U ;) 2" = (L=a” z) o(z),

D aprés un 'bheoreme de DWORK [2], il y a convergence uniforme de (1 = az) ¢(z)
vers (1 =a* z) ¢(z) dans Qp dans tout disque

IZIPS pt < p

et on a

x) -1
(= 2) o(z)| < Jal,
Pour fz| = p' avec |q] <p'<1i,ona

1 - * = of -l
. el = el
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-1
|o(2)] < '™ -
Enfin
gl , = [B(O)/(O)] ;> 1,
on a alors aussi IUOIp > 1, car les valeurs absolues p-adiques sonb discreétes
sur le corps des rationnelse Cette inégalité montre que &(z) a effectivement
au moins un pdle dans Izlp <1, ce pdle ne peut &tre que l/OL’[< « Posons
* * * * * 2
®(z) = P (2)/Q(z) ot @ (z) =q+ G Z+ 0y Z + eee )

la condition qm'l Un entier montre que les coefficients de B et Q* sont
des nombres rationnels, n'ayant comme dénominateurs possibles que des puissances
de g « Le polygone de Newton de Q* montre que, puisque l/a* est le seul

* * -l *
zéro de dans |z|_ <1 et que |a = on a =1 et

Iq’glps 1 pour j >2 « Ceci ayant lieu pour tout p divisant q , il en résulte
que les nombres qj. sont entiers rationnels et que q’i est premier avec q e

Enfin, pour lzlp: P! avec ]qlp <p'<l, ona
o), <Pt
donc
[P, < o™ @ =1

les inégalités de Cauchy [2] montrent que le coefficient p. de 29 dans P
vérifie lp;.klp < P'—j s et par suite, pour p' tendant vers 1, l_p;]p Ll
Ceci ayant lieu pour tout p divisant q » on en conclut encore que les coefw
ficients de P¥(z) sont des entiers rationnelss

L'indgalité IUOlp > 1 montre que
P¥0)| > .
|2°(0)] ;> lal,,
Par suite &(z) € §F et le théoréme 1 est démontrée

Nous allons donner deux applications du théoréme le

1° Définitions = Nous désignons par S 1'ensemble suivant de nombres algé=
briques réels ¢ 6 € Sq si 1/6 est zéro d'un polyndme Q(z) = q + qQy Z + eee 3
coefficients entiers, tels que q # 0 est fize et que q; est premierad q,
nous supposons que © > 1 , que les autres zéros que 1/8 de Q(z) soient dans

lz] >1 et qu'il existe un polymdme & coefficients entiers P(z) vérifiant

|P(z)| < |Q(z)] sur |z] =1, B(1/8) £ 0 ,
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[KO)| 2 la et PO > fal .
pour tout nombre premier p divisant g .

L'ensemble S_ contient une infinité d'élémentse En effet, appartient a Sq

tout nombre algébrique © > 1, dont 1'équation irréductible est de degré s >3,
s=1

a pour termes de plus haut degré qzs +qy 2 + ees avec premier & q ,
et & 6 pour seul zéro dans |z| >1 ; ct de plus dont la norme N(®) wvérifie
nEe)[ 1, [¥E)[,>1 .

Pour le voir, il suffit de prendre pour polyndme P(z) le polynBme irréductible
dont 6 est zéro, et pour Q(z) le polyndme réciproque

Q(z) = z° P(1/z)
On a:

THEOREME 2. - L'ensemble Sq est fermée

. A}
Démonstration. = A chaque nombre 6 € Sq s hous associons la fraction ration-
nelle

o(z) = P(2)/Q(z)

Alors |o(z)| €1 pour |z| =1 et Q(z) a dans |z| <1 » exactement un

LY

zéro, & savoir z = 1/8 « Ce zéro n'est pas zéro de P(z) , par suite ¢(z) a
exactement un pdle dans |21 <1l et ce pdle n'est pas en z = 0 o

Or
| = (ROl 2 1
l'existence du pble z = 1/6 entraine que si lugl =1, ona u # 0.

Considérons alors une suite de fonctions ¢(z) correspondant & des nombres ©
- *
tendant vers une limite © ; pour tous ces nombres © on aura donc

le] < 1/6

Les fonctions ¢(z) correspondantes forment donc, d'aprés le théordme 1, une
famille normele § o On peut en extraire une suite partielle tendant vers une
fonction limite

o(z) = P*(z)/Q%(z) .
On peut supposer Q*(O) = q 3} comme UO et U1 sont limites respectivement de

uy et u; , on en déduit que

|F*(0)| > [@%(0)] = |q] ,
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et que z) a effectivement un pdle dens |z| <1, ce pdle étant 1/ o* , donc
PX1/8) £ 0 « Enfin

| F*(2)| < |Q¥(z)] , done 6% e Sq

et le théoréme 2 est démontré.

Remarque. -~ Pour q= 1 , les nombres premiers p n'existent pas, 1'ensemble
S, colincide avec 1l'ensemble S défini au début j en effet 6 est alors entier
algébrique, donc |N(®)| > 1, et si le degré s de © dépasse 2 , nous obte-
nohs la caractérisailion déjd indiquées Pour s =1 ou s = 2 on peut montrer
que P(z) = 1 est un polyndme qui convient. Le théoréme 2 contient donc le théo=

réme de R. SALEM [7].

I1 serait intéressant 4'étudier comment les propriétés diverses des nombres de

S, peuvent éventuellement se généraliser aux nombres de S g

2° Définition. - Nous désignons par € 1'ensemble des nombres a de Qp s algé-

briques sur le corps 2 des rationnels, pour lesquels il existe un exposant
entier h >1 tel que ph a soit entier algébrique sur les rationnels, que
1*équation irréductible dans 2 ayant o pour zéro ait toutes ses racines dans
lzl <1, et dans Q_ ait toutes ses racines autres que a dans lzlp <1,
tandis que |a1p> 1o,

Alors on a ¢

Ld S
THEOREME 3 (CHABAUTY [1])e = L'ensemble € est fermé dans 9_ e

— P

Démonstratione = Soit Q(z) le polymdme irréductible dans 2 ayant l/a pour

zéro dans Qp o Le polygonec de Newton montre que Q(z) = ph ¥ QT+ oees b g
est premier & p « Posons

H(z) = z° Q(1/z)

s étant le degré de Q ; comme les zéros de Q(z) sont dans {zl > 1, ceux de
P{z) sont dans |z| <1 , donec

o(z) = P(z)/Q(z)
est une fraction irréductiblee
Le produit des zéros de P(z) montre que |P(0)/Q(0)| <1, donc la puissance

de p, qui peut diviser P(0) , est strictement inférieure & h , c'est-a~dire
| 2(0) Ip > |Q(0) I'p o Ainsi ¢(z) appartient & une famille § avec q = ph .
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e théoréme 1 montre que si o tend vers une limite o dans @_, le dénomina~
teur de la fraction limite a les mmes propriétés que le polyn®me Q(z) , donc

et » et le théoréme 3 est démontré.

Signelons aussi une généralisation de ce résultat, cas particulier du théoréme 1

[el.
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