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Séminaire DUBREIL~PISOT 501
(Algébre et Théorie des nombres) )
lée année, 1962/63, n° 5 3 décembre 1962

ANNEAUX DE GORENSTEIN

par Hyman BLSS

Les anneaux de Gorenstein ([6]) ont été rencontrés, en géométrie algébrique par
Ro APERY, D. GORENSTEIN [5], et P. SLMUEL [8]. Ces anneaux peuvent &tre caractéri-
8és soit par des propriétés classiques des anneaux réguliers, soit par des proprié-

tés ho-ologiquess

Je me propose d'énoncer, dans cette conférence, un théoréme général sur 1'équi~-
valence de ces conditions. Je donnerai la démonstration d'une partie de ce théo=
réme ©

On trouvera les détails dans [2].

Tous les enncaux considérés sont supposés commutatifs unitaires et noethériense

Tous les modules considérés sont des modules & gauche unitaires.

1. Définition des invariants ph(p , M)

Soient A wun anneau et M un A-module. D'aprés B. ECKMANN et Le SCHOPF (cfe
[3]), il existe un complexe acyclique
. d d
0 -4 -10m) -9 ... - ) B ) ...
ol Ih(M) est 1l'enveloppe injective de ker d, (pour h >0 ). Ce complexe, noté
I(M) , est appeld vme réoolution injective minimale de M + Il est unique & un

isomorphisme, (non canonique) sur 1'identité de M , pres.
On a évigenment, dim injy M <h si et seulement si Ih(M) =0

De plus, si T est une partie miltiplicative de A , il est connu que T (M)

est une résolution injective minimale qu T A-module T M .

Enfin, nous admettrons une propriété un peu moins triviale, dont on trouvera la
démonstration dans [2] ¢

IEME 1, - Soit C 1le complexe 3

0 -»SM -»Il(M) - eee

AY 0 ’ 2, re
ou SM=TI"(M)M , Siun élément x de l'anneau A vérifie les conditions Suie

.0

vantes



Sl
(1) =A £4
(1) xy =0 => y =0 pour tout élément y de A oude M

alors, Hom, (/- , C) est une résolution injective minimale du A/xA-module
MM .

D'aprés E. MATLIS et Po GABRIEL (cf. [4]), on sait que le théoréme de Krull-
0 PP
Schmidt reste valable pour les A-mcdules injectifs et que I (A/p) définit ume
bijection entre Spec(A) et les types de modules injectifs indécomposables (non
nulS)o
On peut done définir, pour chaque A-module M , chaque idéal P € Spec(d) et
chaque entier h >0 , un nombre cardinai ph(p , M) par la formule s
h h 0
"M Y o aNp, M) T (A%
0 peSpec (&) 0
ou p.h(p , M) T"(A/p) désigne la somme directe de ;.Lh(p , M) copies de I (&/p).

Lorsque M =A_ , on éerit ph(p) au lieu de ph(p » AS) c

2. Enoncé du théoréme.

4 A
THEOREME loccl. = Soit A un anreau local de dimension (de Krull) 4 et soit

p=rad A . Les conditions suivantes sont équivalentes :

1o dim inj, A < (':‘r:e_af_;_o_a dim inj, A=g) -

2° A est un anneau de Coher-Macaulay, et il existe un systéme de paramétres

qui engendre un idéal irrécusiible de 4 .

[P

3° Chaque sysieus de paramdtres engendre un idéal irréductible de 4 .

4° Ph(P) =0 pour h#d et ;ad(p) =1,

5¢ Il existe un entier h >d pour lequel ¢ ',Lh(p) =0 .

Si, de plus, ona A =B/ _c_a_x_z_ B est un anneau local régulier de dimension

d + 8, les condition~ précédertes sont équivalentes, en posant Q = Extg(A . B),

a4 la condition :

6°© QT A (respo Q est libre 3 resp. Q est monogine).

Remarqug_s_o

10 L'équivalence (2) <==> (3) est due & Ds Ge NORTHCOTT-D. REES [7].

2% Jo=Po SERRE m'a indiqué la condition (6) et son rapport avec le point de vue
de GROTHENDIECK, pour lequel Q joue un r6le de "différentiel". On peut remplacer

B par un anneau local quelconque qui satisfait aux conditions du théoréme pourvu
que dhg A <o
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30 L'4quivalence (1) <=2 (2) sera démontrée au paragraphe 3.

7z N\ , .
THEOREME 2, = Pour un anneau A , les conditions suivantes sont équivalentes

1 A satisfait aux conditions du théoréme local pour chaque idéal premier

(respe maximal) p de 4.

2° 8i a est un idéal de hauteur h , engendré par h éléments, alors o est

équidimensionel et chaque composante primaire de o est irréductible.

h _ A
> p(p) = éh,haut(p) (symbole de Kronecker) pour chaque p € Spec(4) et
chaque h >0,

4° Les foncteurs ET = Exti(o o &) de la catégorie des A-modules de type fini,

dans elle-méme, satisfont & E'o B =0 » pour tous les i et j satisfaisants

3 0gi<ije.

Définitione = On appelle annecau de Gorenstein tout anneau qui satisfait aux con-

ditions équivalentes du théoréme 2.

Exemples. = Si x appartient au radical d'un anneau A , et n'est pas diviseur
de zéro, alors A est un anneau de Gorenstein si et seulement si h/xA en est

Une

D'une maniere générale, on démontre que, si un anneau A est localement une

intersection compléte, alors A est un anneau de Gorensteine.

En particulier, cette derniére condition est vérifiée lorsque A est 1'anneau

des coordonnées d'une courbe affine tracde sur une surface non singuliére.

Cependant P. SAMUEL, He KODAIRA et R, APERY ont domné des exemples d'anneaux de
Gorenstein qui ne sont pas des intersections complétes ; en particulier, il en est
ainsi de l'ammeau 4 = k[[£4 ’ t7 5 tlo]] ot k est un corps.

3. Quelques propriétés des nombres cardinaux ph(p , M)

I1 résulte immédiatement des remarques faites au paragraphe 1, la proposition
suivante :

PROPOSITION 3.1, =~ Soit T une partie multiplicative d'un anneau A o Soit
peSpec(h) telque Tnp=¢; soit M un A-module. On a

h el -l
(T p, T W) =P, ).

H

PROPOSITION 3.2, - Soit p e Spec(4) , on a, en posant




S5ml4

k(p) =4 TP/:PAP ’
la double égalité :

. h . h .
ph(P s M) = d:Lmk(p) Extkp(k(p) , Mp) = d:unk(P) (Ext, (&/p , M))P .

Démonstration. = La proposition 3.1 permet de supposer que 4 = Ap , et il suf=-

fit de démontrer la premiére égalité.

Si I(M) est une résolution injective minimale de M , le cobord dans
HomA(k(p) , I(M)) s'annule.

Mais il est évident que :
h .
WP, M) = dimy oy Homy ((p) () .
La proposition est ainsi démontrée.

COROLIAIRE. - Si M est un /-module de type fini, ph(:p s M) < », quels que
soient pe€Spech et h>0.

De plus, on a p,o(p , M) >0 si et seulement si p € hss(M) .

PROPOSITION 3.30 - Soient q et p deux idéaux premiers de A& tels que @
q cp et tels qu'il n'existe aucun idéal premier m vérifiant qcmcp.,

Si M est un A-module de type fini, 1'inégalité

p.h(q , M) > D entraine ph+l(p , M) >0.

Démonstrations = D'aprés la proposition (3.1) nous pouvons supposer A =h_
Soit B =h/q et soit C =B/xB oi xep et x¢q . L'hypothdse entratne que
longueur C < w &

kE partir d'une suite exacte :
0+B3B-C=0
la suite
Ext’(B , M) % Ext®(B , M) » Ext™!(c , n)
est exactee

la condition p(q , M) >0 , signifie, d'aprés la proposition 3.2, que
h
Ext; (B , M)q £0 .
M étant de type fini, ExtE(B y M) est un module de type fini ; on a
x e rad A « D'aprés le lemme de Nakayama, on a :

h+l
Ext;" (G , M) £0 .
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Par récur.ence sur la longueur de C , enfin, on conclut
Exty* (8/p , M) #0

c'est-a~dire, en appliquant une seconde fois la proposition 3.2, que
h+l
B (p 5 M) >0

COROLLLIRE Lo - Soit M wun module de type fini, sur un anneau A , tel que
dim inj, M =r « Llors, si r >dim Supp(M) et si p'(p, M) >0, 1'idéal p

est maximale.

Démonstration, -~ Il suffit de remarquer que si ¢q est un élément minimal de

Supp(M) alors q € Lss(M) . En appliquant la proposition 3.3, ainsi que le corol-

by

laire de la proposition 3.2, on "grimpe" & Supp(M) «

COROLLLIRE 2, ~ Soit A wun anneau local et soit p=rad & . Si M est un
k-module de type fini, on a dim injp M <o siet seulement si._;h(p s M) =0

pour h assez grand,

IEMME 2 [M. LUSLLNDER-O, GOLDMLN [1]]. = Soit A un anneau local et soit N
un A-module de type fini, non nmul tel que dh, N =85 <wo Lilors, pour tout
Lmolule M , non nul, de type fini, on a Expz(N , M) £0 .

On démontre ce lemre en considérant une résolution projective minimale P de
N et en appliquant le lemme de Nakayama au dernier terme & gauche du complexe
HomA(P , M) .

COROLLAIRE 1o - Si A& est un anneau local et si M est un A-module, non nul,
de type fini tel que dim inj, M =2 < o« Llors r est égal & la profondeur de

A o (Pour la définition de la profondeur d'un anneau se rapporter a [4]e)

Démonstration, - Choisissons p tel que p (p, M) >0 o Il résulte du corole-

laire 1 de la proposition 3.3, que p est maximal. Donc P = rad A . Posons
k =h/p « D'aprés la proposition 3.2, ona Ext'(k , M) #0 . Soit a 1'idéal de
L engendré par une A-suite régulitre maximale et soit N =A/a , Alors dh, N=s

est la profondeur de 4 . De plus, il existe une suite exacte :
0-k->N.
D'aprés le lemme d'lhuslander-Goldman, on a Exti(N s M) =0 s Done s<r.

Puisque le foncteur Eth(. » M) est exact & droite et puisque la suite
0 -k » N est exacte. on a ExtX(N » M) #0 , donc r < s . Par suite s =r et

~

le corollaire est démuntré.
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COROLLLIRE 2, = Soit A un anneau local de dimension d , tel que
dim inj, & < . Alors dim inj, A =d et A est un anneau de Cohen-Macaulay.

Démonstration. = En appliquant les résultats précédents on a

d = dim Supp(A) < dim inj, A = profondeur de &£ < 4.
" En utilisant le lemme 1 (§ 1) on démontre la proposition suivante $
PROPOSITION 3e4o = Soit M wun A-module et soit p € Spec(h) « Si un élément
X € p n'est pas diviseur de zéro ni dans A , ni dans M , ona ¢

-l
W, M) = 0 ok, W), B>o0 .

COROLLLIREe =~ 81 M est un module de type fini sur un anneau local L , ona @
dim inj, M < @ si et seulement si dim 1nJA/XA M/aM < » (ob x est 1'élément

introduit dans 1'énoncé de la proposition 3.4).

IEMME 3. = Soit A& un anneau local d'hrtin. Soit p = rad(4) . On a

dim inj, & <
si et seulement si pp(FO =1 ; ou encore si et seulement si (0) est un idéal

irréductible de A .

Démonstration. = Posons 1=1 (&/p) « On a alors © (RY = p (p) I et, par
suite, long(I @A) =p (p) long(I) . Mais, d'aprés la qualité de Matlis-Gabriel,

long(A) = long(HomA(A » I)) = long(I) .
Done
0,. 0
long(I"(4)) = u (p) long ()
d'ol A = IO(A) si et seulement si po(p) =1,

L'équivalence (L) <= (2) du théoreme local, se démontre facilement & partir
des résultats précédents. On peut se poser des questions plus précises sur le com=
portement des nombres cardinaux o (p ’ M) . Sont-ils, par exemple, des polynfmes
en h, pour h assez grand ? L'ensemble des p € Spec(4) , pour lesquels 4
n'est pas un anneau de Gorenstein, est-il fermé dans Spec(A) 2 P

4+ Cas ob la dimension est égale 3 1 ,

Soit A un anneau dont la dimension (de Krull) est égale & L . Nous SUppo se=-
rons, pour simplifier les énoncés, que A est intdgre et nous désignerons par K
son corps des fractions. De plus, dans tout ce paragraphe, les A-modules consi-
dérés seront supposés de type fini.
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\
THéCREME 3o = Les conditions suivantes sont équivalentes

1© A est un anneau de Gorenstein

0
20 K/A est un A-module injectif (resp. K/A N || I (A/p) )
max

3° Thaque idéal principal est localement irréductible,

40 o = a"l)—l

pour chaque idéal a cK .

5081 0O#bca, ona:
long(a/b) = long(b-l/cb .

6° On a

M ¥ Homy (Homy (M , &) , &)

pour chaque A-module M ecans torsion.

7° Toute suite exacte de modules ¢ 0+ P E M- 0 .22 P est projectif et

M est sans torsion se sciide-

& Pour chague idéal maximal p , on a pfl/ﬂ Y4/p [resp. ﬁ'l est engendré

par deux éléments]

Soi* B la fermeture intégrale de A dans K . On suppose, & présent, que
=L
C:B #Oo

Exemple. - S1 A est anneau quotient d'un anneau régulier de dimension 2 , A
est alors, localement, une intersection complete. C'est donc un anneau de Gorenstein.

Dfaprés les conditions (4) et (5) du théoréme 3, on a :
long(A/c) = long(c'l/A) = long(BA) .
On retrouve, ainsi, le résultat original de P. SAMUEL, D. GORENSTEIN et R. APERY,

Je conclurai cette conférence par un théoréme de structure pour les modules sans

torsion,

’ Y
THEOREME 4. - Les conditions suivantes sont équivalentes @

1© Chaque anneau compris entre A et B est un anneau de Gorenstein

2° Chaque idéal de A& peut 8tre engendrée par deux éléments.

3° Chaque A-module sans torsion est somme directe de sous-modules de rang 1 &

Exemples.
1® Soit A wune extension intégrale finie de rang 2 sur un anneau de Dedekind.
(Par exemple, A ={a +20/=1; a,be Z} )



20 A = k[[t2 ’ t?n*l]] oh k est un corps.

Dans ces deux cas, l'amneau A satisfait aux conditions du théoréme 4.

[1]

(2]
(3]

[4]
(5]
[€]
(7]
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