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Sénineire DUBREIL-PISOT 16-01
(Algebre et Théorie des nombres)
15¢ année, 1961/62, n® 16 26 mars 1962

SUR IES ANNEAUX NON COMMUTATIFS
IV. 1ODULES ISOTYPIQUES.

par Guy RENAULT

1. Modules injectifs indécomposablese

DEFINITION 1, -~ Un A-module M est indécomposable si ses seuls facteurs di-

rects sont O et M.

PROPOSITION L. = Soit M wun L-module ; les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

as 0 est n=irréductible dans M ;

be L'enveloppe injective E(M) est indécomposable ;

c. E(M) ecst l'enveloppe injective de tout sous-module non mul de M.

(8) == (b). -Soit EQ) =M =M, ; posons X, =M nM et X, =Ml

E(M) est une extension essentielle de M ; par suite, Xl et X2 sont diffé=
rents de (0) et 1'on a X, nX, =0,

(b) = (c)» - Soit P sous-module de M ; E(P) est facteur direct de E(M)
et, par suite, E(P) =E(M) .

(c) = (a)e = Soient X, ct X, deux sous-modules de M tels que
X, nX, =0, E{M) non extension essentielle de X, .

Exemple. - Soit E un A-nodule injectif indécomposeble, alors E = E&/T) ou
J est un idéal irréductible. D'aprés la proposition 1, si J est un idéal irré-
ductible, alors E(A/J) est injectif et indécomposables

Réciproquement, soit x € E , 2lors E'= E(Ax) 3 soit J aonmulateur de X .
Ax VY A/T, E =E(A/T)
avec J irréductible.

PROPOSITION 2. = Soit E un -f-module injectif et indécomposable, alors
Hory (E ;, E) est un anmeau local.
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Soit u e HOI}lA(F E) , v est un autornorphisme de E & u est injectif,
En effet, dans ce cas u(E) est un A-nodule injectif et, par suite, est facteur
direct de E 0

Soient u , v e Homy(E ,E) , Keru#0, Kerv £0,
Ker(u + v) >Ker u nKer v #0 = Ker(u + v) # 0 .

PROPOSITION 3, =~ Soient (Xi)lei <n des sous-nodules irréductibles d'un A-nodule
M tels que O = Xl Ness N Xn et O n'étant intersection d'avcune sous-famille
des Xi o Alors

ae E(M/Xl) est un li-module injectif indécomposable ;
b. E(M) =EM/ZX) 2«00 ® E(M/X ) .

La propriété (a) résulte irmédiatenent de la proposition l. Soient Py 1'appli-
cation canonique M -+ M /X et ¢ = ((pl)l s ?

g; ¢ m> [cpl(m) cee tpn(r-:r)] .

® est une application injective de M dans E = E(M/X ) ® eee ® E(M/X ) « I1 nous
suffit d'établir que E est une extension essentielle de o(M) + Por hypothese,

il existe

ne N Xj avec mg’Xi s

JA
par suite,

D'aprés la proposition 1, on sait que E(M/X ) est 1'enveloppe injective de

o(M) n M/X e Soit x = (x , ees , X ) € E . Pour toute composante non nulle Xg
il existe a, € 4 tel que a; X; € (p(M) NN/, avec &; %5 # 0, et, par suite,
il existe se€ A telque sx #0 et avec sx € (M) « E eost une extension
essentielle de ¢(M) .

Avec des hypothéses analogues, si X = X; ness nX 4 alors

E(M/X) =EME) » eeu ® E(M/Xn) .
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Rerarque, = Si M est un A-nodule noethérien, O est intersection d'un nom-

bre fini de sous-nodules irréductibles.

PROPOSITION 4. - Soit A un anneauv noethérien & gaunche 3 tout A-nodule injec=-

tif M est sorme directe de sous-nodules injectifs indécomposables.

Soit C wun sous-nodule maximrl, somme directe de sous-nodules injectifs indée-
cornposabless hlors C =1i ; sinon, il cxiste x € P, x ¢C ; soit O(X) ammu~
leteur de x , LA noethérien, par suite, O(x) = X, 0 e ran s Ou les X,
sont des idéaux irréductibles de A , O(X) n'étent intersection d'aucune sous-
fanille des Xi .

E@A/0(X)) = E(Lx) =E(A/A)) o v e E(A/Xn)

le sous-module de M, C ® E(A/Xl) R ces B E(A/Xn) est somme directe de modules

injectifs indécomposables, ce qui contredit le caractére maximal de C .

2+ Le théoréme d'Azumaya.

THEOREME. - La décomposition d'un nodule M en sorme directe de sous-nodules
injectifs et indéconposables est unique & un autonorphisme prés de. M .

Soit

M= @y,

iel
une telle décomposition ; on va prouver que tout sous-module N injectif indé~
corposable est isomorphe & un Mi ’
M=Ne?P .
Soient f et f' 1les applicatiohs canoniques de M dans N et P« Ona
l=f+f", foft=Ff"of=0 .

I1 existe i, 5 eee yi €I tel que

S

N nM, R ees ® M, #O .
1 ls

1
LEMME. - Soit A un amneau des endomorphismes de M, £, f'e A tels que
f+f'=1.Alors, pour tout systéme d'indices fini il y eee is s 11 existe

des sous-modules Pl s eeoy PS tels que :



ae Pour tout k, f ou f' induise un isonorphisme de Mk - Pk.'

be M:PlgooogPSE(/.% Mi)o
iy

Soit fi; : M -M, la projection de Mo osur Mg paerallélement aux autres
1 1
fecteurs.

Ri, = 2, o £+ ki o f' ,

et, par suite,

211 o £ ou £il o f

induit un isomorphisme sur Mi « Supposons que Ril o £ induit cet isomorphisme
1

P =f(M )QM,
1 il i

et zil induit un isomorphisme de P; sur 'Mi

Ker zil-;f% M,
aa]

M=P o (5D M
=F ® % il)
ik ll

en itérant le procédé, on obtient le résultat.

par suite,

Appliquons le lemme & la situation précédentes. f' anmule N AM; ® o0 oM,
1 s
et, par suite, ne peut définir un isomorphisme de Mi R eeo B Mi sur
1 s
Pi B see ® Pi s on en conclut que, pour au moins un k , f est un isomor—
1 8
phisne, Mik - P s N étant un nodule injectif indécomposable, il s'en suit
Py

Montrons 1l'unicité de cette décomposition & un automorphisme prés de M o Soit

=N,

M= C%ﬁ Nj une autre décomposition de M en somme directe de sous-modules
jed
injectifs et indécomposables, d'aprés ce qui précéde, tout Nj est isomorphe &

un Mi s et réciproquenent tout Mi est isonorphe & un Nj .

Deux indices de I (resp. J ) seront dits équivalents s'ils définissent des
sous-nodules isomorphes. Les classas de I et de J se correspondent biunivo—
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quement, et on notera K , 1l'ensemble dc ces classes ; tout k € K définit une
classe [I(k) , J(k)] , tout revient & prouver que card I(k) = card[J (k)] .

o card[ I(k)] fini. - Sodent i e J(k) et £, la projection de 1 sur Nj H

en utilisant ce qui préeéde, il existe i, € I tel que £ soit un isonorphisme

de M, sur N, et on a
4 J1

(1) M = Mil 2 (3%1 Nj) .

Si j; est le seul élément de j(k) , ona
card[ I(k)] > card[J (k)]

d'ou 1l'égalité ; sinonm, on recormence l'opération. D'oh, finalement,
card[ I(k)] > card[J(k)]

et, par suite,
card[ I(k)]] = card[J(k) ] .

Bo card[I(k)] infini. - Soit fj la projection de 1. sur Nj , parallélement
aux autres facteurs.

M

_ 1 Se
5 = sup (Mi 0 2@ Nj)

J jeL

ou L parcourt les farilles finies ¢e J « Par suite, Mi N Ker fj = 0 pour un
nombre fini de j ; pour tout i , il existe un nonbre fini de j tel que fj
soit un isomorphisme de M, sur N, ; soit j(i) = {j} cet ensemble. Quand i
parcourt i(k) , les j(i) recouvrent j(k) « card[I(k)] infini, par suite,

card[ I(k)] > card[J(k)] .

3. Modules isotypiques.

DEFINITION 2. - On dit que X est un sous-module isotypique de 1 , si E(M/A)
est somme directe de sous-nodules injectifs indécomposables tous isomorphess

rTr

Remarque. -~ E(M/X) est isotypique au sens dc N. BOURBLKI.

Soit I wun sous-nodule isotypique "dont les composantes" sont isomorphes & =,
nodule injectif indécorposable. m est le type de I , on dit que I est

n=isotypique.
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PROPOSITION 5. = Ltintersection de dcux sous-modules n=isotypiques est un sous-
nodule m=isotypique.

X=X nX,, EM/X) ¢ E(M/X.l) ® E(M/Xz) et E(M/X) est facteur dircct de
E(M/Xl) ? E(M/Xz) ; le théoréne d'Azumaya entraine la propriétéa

Cette propriété pernet, dens une décomposition comie intersection de sous-nodules
isotypiques, de rassembler les sous-nodules de méne type. On obtient ainsi une

décomposition réduite, c'est-a-dire une décormposition comme intersection de sous-

modules isotypiques de types lous différents sans élément superflu.

PROPOSCTION 6. - Tout sous-module d'un module artinien ou noethérien admet une
décomposition réduite comme intersection de sous-modules isotypiquess Soient deux

décompositions de X

X:Iln-o.nlnzlinoc-ﬂl;l' ’

galors n =n' et les types des Ii sont les mBmes que ceux des I‘;. .

Ces propriétés sont les conséquences des théoremes précédents.

4, Applications aux anneaux commutatifse

THEOREME 2. - Soit A un anneau commtatif noethérien, il y a correspondance
biunivoque entre les idéaux primeires de A et les modules injectifs indécomposa=

blese P «E(A/P) si Q est un idéal irréductible P-primaire, alors
E(RAQ) Y E(R/P) .

Soit P un idéal premier de A j; alors P est irréductible et, par suite,
E(A/P) est un A-module injectif et indécomposable. Soient P; et P, deux idéaux
premniers tels que E(A/Pl) L\.’E(A/Pz) =E . On plonge A/Pl et A/P2 dans E ,
et on a A/Pl n IL/PZ # 0 3 c'est un sous-module qui o pour anmilateur P et By
par suite Pl =P, o

Soit Q un idéal irréductible P~primaire ; il existe n tel que P° cQ s
n étant le plus petit entier tel que P? g la propriétés Il existe b e Pn-l ’
bgQseit D it'mage de b dans LA . Soit O(—I;) 1'anmilateur de ";; il
est clair que O(b) o P », D'autre part, a € 0(b) « Llors ab € Q et, par suite,
a € F; d'ou finalenent

o(b) = P .
E(AAQ) NEML/P) .
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