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Séminaire DUBREIL-PISCT 14.01
(ilgdbre et Théorie des nonmbres)
15¢ annde, 1961/62, n° ‘14 12 mars 1962

SUR IES LNHELUX NON COMAUTLTIFS
IT. ANNEAUX HOETIERIENS ET .RTINIENS .. G.UCHE.

par Claude JOULLIN

On trouvera, dans les deux premiéres parties de cet exposé, les définitions et
des exenples d'anneaux, de modules et de dewml~groupes noethériens et artiniens.
La troisiéme partie est consacrée & 1'étude de la structure d'un anneau prenier,

unitaire, artinien & gauches

Cet exposé reprend, dans ses grandes lignes, un chapitre de 1'ouvrege [5]e

le lnneaux, nodules, et deniegroupes noethériense

DEFINITION lole = Un anneau & est dit noethérien 2 gauche (resps & droite,
bilatére), s til vérifie la condition de chaine ascendante (finie) pour les
idéaux & gauche (respe & droite, bilatéres).

Si 1'anneau 4 est nocthérien & gauche et & droite, il est dit noethérien.

La condition de chaine ascendante (finie) exprirne que toute suite strictement
croissante d'iddaux

Xl CX2 C eoe CXnC_ooo

est nlccssoirencnt finie.
Elle a été introduite par Ee. NOETHER en 1921 (cfe [7]) dans le cas comautatife

Cette condition de chaine ascendante, équivaut & la condition nexinale, ou
encore & la condition de base finiee

La condition maximale, signifie que tout enscrible d'idéaux de L posside un
élénent noxinal dens cct enserbles

La condition dc base finie, signifie que tout idéal dans . posside un nombre
fini de génératcurs.

Donnons quelques exemples d'anncaux noethériens & gauche, ou noethériense

by

1° Soit 1'anneau des polyndues & deux variables non permmtables X et Y, &
coefficients dans un corps commmtatif K , dont les ¢éléments permutent avee X
et Y, avec les rclations
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XY=0, T=0

(cfo He G.RILN ot S, EILENBERG [2]).

C'est un anneau noethérien & gauche, et non & droites Ce n'est pas un anneau

premiecrae

b

2° Si on considire 1?anncau des polyn®mes & une variable X ct & coefficients

dans lc corps K(Y) avec les relations
v £(Y) € K(Y) , X£(Y) = f(Yz) X ’

on obtient un anneau d'intégrité, donc premier, qui est noethérien 3 gauche et
non & droite (cfs Le LESIEUR et Ro CROISOT [6], exemple 1).

3° Dans le cas commtatif, on a un exenple important d'anneau noethérien s
c'est 1'anneau K[X1 o soe o Xn] des polyndmes &4 n variables perrutablese Le
théordme de la base finie a été démontré, en 1890, par De HILBERT [4]e

4° Dans le cas non commutatif, on a coime exerple inportant d! anneau nocthé-
rien, 1'algdbre enveloppante 4(L) d'une algdbre de Lie de dinension finie sur
un corps commutatif K o Cet anncau s'obticnt de la fagon suivante

On considére 1'anneau . des polyndnes & n variebles X, (i=1,2, e00,1)
non perrutables, & cocfficients dans un corps comnmtatif K « On inpose la rela=

tion

X. X, - X. X. - L. .(X)
i J 1 1sJ

AY

o Iﬁ j(X) est une forne lindaire donnde
2

1ok
2 a.,. X i< .
2 %13 K (1<)

4(L) est 1'anneau quotient obtenuo

Si les fornes Li,j(x) sont toutes nulles, &(L) est un anncau comautatif,
sinon 4i(L) est un anneau non commtatif nocthérien & gauche ot & droite ; la
néthode originale de Hilbert peut ®tre utilisée pour dénontrer que 4L(L) est

un anneau d'intégrité, noethérien & gauche et & droite.

5° Tout aenneau quotient d'un anneau noethérien a gauche, tout produit fini

d' enneaux noethériens & gauche, sont des anneaux nocthériens & gauche.
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Pour les modules, on a le définition suivantcs

DEFINITION 1e24 = Un i-nodule & gauche i est dit nocthériem, s'il vérifie
la condition de chalne ascendante pour les sous-liodulese

Un exenple assez géndral de ..-ilodule & gauche noethérien, est fourni par la
propriété suivante
' e 3 3 3 o
PROPRIETE 1e1s = Un i-module & gauche 11, uniteire, de type fini sur un an-

neau & nocthéricn & gauche, est ncethérien.

On raisonne par récurrence sur le nonbre p des générateurs (x1 y Xy y eve xp).
de M.

10 = 1 ¢ =Llors M= ix, 3 soit Mn un sous-nodule dc i « Considérons

1'idéal & gauche 3

In.-_-Mn‘.xlz{aeL; ax, € 4 } .

nmas I x,=1 o
n 1 n

Considérons une suite strictencent croissante de sous-modules Mn s ON a
M clM == I cI
n "l = 1 © ¢

La suite d'idéaux & gauche In est donc finie 3 il en est de :Bue de la suite

de sous-nodules Mn .

2° Supposons la propridté vraie pour p = 1l e = Soit M= ixg + sz + eee + Axp .

M~ étant un sous-module de M, on considire 1'idéal & geuche I » constitué

par les a, tels qu'il existe

8y 9 83 5 eee y @ € L avec a1x1+a2x2+...+anxneMn .

Si on considére une suite croissante de sous-iodules Mn s les idéaux & gauche
In forient unc suite croissante, donc stationnaire & partir d'un certain

I'ang m e

On a

k>n => Ik= Im .
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Supposons k >n, et soit x e M ,

x=a1x1+...+apxpeMk ’
d'ol
a; el = a, el = 3 b2,b3,...,bpef;
avec
y=a1x1+b2x2+...+bpxpeMm .

. c o
ma: M SM,doad

X-yeMkn(sz-l-.eo-l-pr)

et

M = 141:1"%”“"‘2* oov'l‘lLXp) V k>n .

Une suite strictenent croissante de sous-mwodules de M définit donc une suite
strictenent croissantec de sous-iodules de sz + aee + 1.xp 3 une telle suite est
finie, d'aprés 1'hypothése d'induction, la propriété en résultc pour p e

Pour un deui-groupe, on a la définition

DEFINITION le3+ = Un dei-groupe D est dit noethérien 3 gauche (resps &

droite, bilatire), s'il vérifie la condition de chafinc asccndante pour les

idéaux & gauche (respe & droite, bilathres).
Si le deni-groupe D est noethérien & gauchc et & droite, il emt dit noethériens

Exeiples ~ Dans 1'enseuble N des entiers naturels, on posc ab = nax(a , b) e

On obticnt un deini-groupe noethéricns

2« Lnneaux, nodules, et denie-groupes artiniense

L4
DEFINITION 2ele - Un anneau 4 est dit artinien & gauche (resr. 2 droite,

bilatire) s'il vérifie la condition de cheinc descendante pour les idéaux &

gauche (resp. & droite, bilatéres),
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Un anneau artinien & gauche et & droite est dit artinien.

L'expression d'anncau artinien a été donnéc en raison des travaux de Ee LRTIN
(cfe [1]) publids en 1927, La condition de chaine descendante exprime que toute
suite strictenent décroissante d'idéaux est néeessairenent finie. Elle équivaut
a la condition nininale g tout enseible d'idéecux possede un idéal minimal dans
cet ensenble. Elle équivaut égalonent & la condition s toute intersection infinie
d'idéaux est égale & une interscction finies

Exerpleo « L'anncau M =~ des natrices carrdes d'ordre n , sur un corps K,

est un auncau artinien j c'est égalcment un anneau noecthérien. En effct, Mn
est un espace vectoriel E & gauche sur K de dinension finic n2 o Un idéal

a4 gauche de Mn esty en particulicr, un souse~espace de E j et les sous-espaces
de E vdrifient les conditions de chalne ascendante et dechaine descendente. De plus,

M est un anreau premier,dans lequel le seul idéal bilatlire propre cst 1'idéal nule

Ceci résultc de la propriété suivante 3

n

Si > 1= 2
i afo, 3 x; , 75 tels que l-iflxiayi

l(cf. Be L. V.N DER W.ERDEN [8]).

En résuné, on a s
s 8
FROPRIETE 201s = L anncau #  des natrices carrées d'ordre n, sur un corps
quecleonque K , cst un coneau artinicn proiicr, unitaires
(4
DEFINITION 262« - Un .~module & gauche est dit artinien, s'il vérifie la con=
dition de cheine descendante, pour lcs sous-iodulese.

Un excuple de J-nodulc & gauche, artinicn, est fourni par la propriété sui-

vante
LR 4
FROPRIETE 262¢ = Un i~-nodule & gauche, unitaire, de typec fini, sur un anneaum

artinien & gauche cst artinicne

La dénonstration cst analogue & cclle dc la propriété lel dans le cas noethériene

(4
DEFINITION 2e3e = Un deii-groupe D cst dit artinien 3 gauche (resp. & droite,
bilatére) s'il vérifie la condition de chalne descendantc pour les idéaux 2

gauche (3 droite, bildtéreé)o

Un deni-groupe est dit artinien, s'il cst artinien & gauche ct & droites
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Exemples — Dans l'ensemble D des entiers naturels, completés par « , on

pose ¢
ab = min(a , b) s

on obtient un demi-groupe artinien avec élément unité, et non noethérien.

Le demi-groupe obtenu en posant
ab = maJC(a’ b)
est noethérien, mais n'est pas artinien.

3¢ Structure d'un anneau premier, unitaire, artinien a gauchees

On a donné dans la deuxidme partie (propriété 2.1), un exemple d'anneau premier,
unitaire, artinien : 1l'anneau I = des matrices carrées d'ordre n sur un corps
K (ou encore 1'anneau EK(E) des endomorphismes d'un espace vectoriel E de

dimension finie sur X ).

Nous allons montrer que réciproquement, tout anneau premier, unitaire, arti-

nien & gauche, peut &tre obtenu de cette fagone

, hY
THECREEe =~ Pour gu'un anneau A soit premier, unitaire, artinien 3 gauche,

il faut et il suffit gu'il soit isomorphe & 1!'anneau des endomorphismes d'un

espace vectoriel E de dimension finie n , sur un corps K.

On doit donc montrer que tout anneau premier, unitaire, artinien & gauche, est
isomorphe & 1'anneau EK(E) des endomorphismes d'un espace vectoriel E , de

dimension finie, sur un corps K .

Soit A un anneau premier, unitaire, artinien & gauchey, et soit M un idéal
minimal de A o Considéré comme A-module & gauche, M est un A-module simple.
D'aprés le lemme de Schur, 1'anneau EA(RD des endomorphismes de I est donc

un corps K .

V aeK et V x elM, posons a(x) = xa « il devient alors un espace vece

toriel & droite E , sur le corps K »

Si ae€ A, 1l'homothétie fa ¢ X -»ax est un endomorphisme de 1l'espace vecw
toriel E sur K o Nous allons montrer que 1'application a - fa est un isomor-

phisme de A sur EK(E) o C'est évidemment un homomorphismee
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1° a- fa est une surjection.

Démontrons dfabord le lerme de densité qui s'énonce

LEME de densités - Solent X; , X, , ceo , X des éléments de E , linéai-

rement indépendants sur K

4

et sodent y; , ceo y ¥, des éléments quelconques

.gg E o I1 existe a € & tel que

aXx. =Y.

i i:l,.?.,o..,n ®

La démonstration de ce lemme utilise la relation suivante 3

n
(1) | 0. (igl 0’ Xi) =x) Ko xy K+ vee v x K

dans laquelle O “, x; représente 1'annulateur de x; dans A et O .93
représente 1'annulateur de S S A dans E .

On établit cette relation (1) en raisonnant par récurrence sur n e

=1, =0na

c L °
car
ax; = 0 =5 8x, a= 0, V aek ’
d'olu
x; €0 (0% xl) o
On a

O.°(O°ox1)§x1K 3
Soit y €0 .° (0 % %)) »

axl-.:O => ay::O .
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Ceci permet la définition de 1'application a ¢ ax; -~ &y qui est un automore
phisme de M ; en effet, Ax; =M. V a€d, onadonc ax; a= ay, et, si
a est 1l'unité de 4,

Xpa=y yex, K .

La relation (1) est supposée vraie pour n = 1 .

On a

n
x, K+ K+ esa+x KE0 (N 0°e x,)

ve

en effet,

Inversement, montrons que

n
0. ( no-°. X.) Cx, K4+ see + x_ K )
=1 1 1 n

n
Soit ye 0.° (N 0° Xi) , alors
=1

axl::axzz..vozax =0 => ay::o .

n
n~-1
On considére I = N (0 % xi) 3 pour tous les a €I , c'est-i-dire vérifiant
i=1
aX; = 8%, = eee = 8X ) = 0 , on peut définir 1'application a aX, - & + «
est un automorphisme de M ; en effet, on a In x, = M, sinon, on aurait In X, = 0
= v € i 1 3 o = eee
et ax =0, a In s ce qui entrainerait x, €0 I =x K+ +x ;K

(d'aprés 1'hypothése d'induction)e Ceci est contraire 3 1 hypothése

"x Xy 9 wee 5 X linéairement indépendants sur K " On a donc V a € I

n ?

J

ax, 0= ay a(y-xnoc)=0

=> y-xna60.~’1n => yex; K+ oo v x K .

La relation (1) est ainsi démontrées
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Le lemme de densité en résulte 3 V 1 4, on peut choisir ay tel que

8; X; £ 0 a; X; = 0 ié ] .

De plus, comme Aai X, = M, on peut choisir, V 1, un élément bi tel que

b, a. X. = V.
i Iy

171
En posant
n
a= .2. bi al £}
i=1

on a alors y,; = ax; (i=1,2, eeo yn) e

D'oy le lemme de densitée

E est de dimension finie sur K « BEn effet, la relation (1) montre qu'a la

suite strictement croissante de sous-espaces, x; K+ X, K4 coe + X, K 4 corres—
8!

n

pond la suite strictement décroissante d'idéaux & gauche 1 0 ' X o
i=1

Une telle spuite est donc finie, et E est de dimension finie sur K «

E étant de dimension finie sur K , &l résulte du lemme de densité que tout

endomorphisme de E est une homothétie et, par conséquent, que

a - fa est une surjection .

2° a - fa est une bijection.

Soit ax=bx, V xe€E, alors (a=Db) M= 0; soit (a=-b) 4M= 0 et,

A étant premier, ceci entraine a= D .
a - fa est un isomorphisme de A sur EK(E) s et le théoréme est établie

COROLLAIRE ls ~ Si A4 est un anneau unitaire artinien 3 gauche, et si ® est

un idéal bilatére premier, @ est un idéal bilatére maximale

En effet, A/P est unitaire, premier, artinien & gauche, donc isomorphe &
l'enneau M , ot 1'idéal O est un idéal bilatére maximal de AP
COROLLAIRE 2+ =~ Tout anneau premier, unitaire, artinien & gauche, est artinien

et noethérien.

DEFINITION 3+le = Un anncau premier, unitaire, artinien & gauche est appeld
anneau simplee
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PROPRIETE 3.le - Tout onneau artinien unitaire est un anneau de Jacobson
(c'est-a-dire un ameeu dans lequel le radical R(8) de Baer et McCoy d'un idéal
bilatére est égal au radical de Jacobson cRJ(as) )e On a déja R(3) c aJ(a) (cfe
exposé n° 13 ¢ I. Radical). D'aprés le corollaire 1, tout idécl bilatére premier
est maximal j de plus, tout idéal bilatére maximel est primitif, & étent uni-
taires ®R(8) est donc une intersection d'iddaux bilatéres primitifs, et contient
done on(a) e Dol R@) = oaJ(a) B

On demontre une propriété plus forte que le corollaire 2 3

BN

Tout enneau unitaire artinien & gauche est noethérien & geuche (cfe Le LESIEUR
et Ro CROISOT [5])o Ce qui est faux pour les demi-groupes, comme le montre 1'exem—

ple du § 2.
La structure d'un anneau premier nocthérien & gauche n'est pas aussi simples

Le Wo GOLDIE [3] a montré qu'un onnesu premier nocthérien & droite et 3 gauche
posséde un annecu de quotients & droite et & gouche qui est un anneau Mn pre=
mier artinien, unitaire.

L. IESTIEUR et R. CROISOT ont montré qu'un anneau premier, noethérien & gauche,

posséde un anneau de quotients & gauche qui est un anneau Mn .
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