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(Algebre et Théorie des nombres) .
15¢ annde, 1961/62, n° 3 27 novembre et 4 décembre 1961

FQUIVALENCES DE FERMETURE
DANS UN DEi{I~CROUPE RESIDUTIF

L4
par Julien QUERRE

Les résultats que je me propose de présenter font partie d'un projet de thése dont
le point de départ est la notion d'équivelence de fermeturee. Ltéquivalence de fer—
meture peraft 8trcun outil assez intéressant pour 1'étude de certaines strmctures al-

gébriques ordonnéess

Pour justifier ce point de vue, j'envisage dans un premier exposé de donner les
principales propriétés des équivdlences de fermeture et quelques apnrlicationse Un
second exposé sera entidrement consacré & 1'étude des r-systémes d'idéaux de

Lorenzen~Priifer & 1'aide d!'équivalences de fermeture.

l. Demi-groupe résidutif.

G étant un demi-groupe, clest-d~dire un ensemble muni d'une opération interne
associative notée muliiplicativement, on dit qu'une relation dtordre. £ définie
sur G est compatible avec sa structure de demi-groupe si

agbhb = ax <bx ’
et

¥xa<xb, V a,b,xehC .

G mmi d'une telle structure d'ordre est dit demi-groupe ordonné.

Le demi~-groupe ordonné G est dit résidutif si, pour tout couple va s b drélé-

ments de G , les deux conditions suivantes sont réalisées

as Il existe un élément x € G tel que bx< a , et 1l'ensemble des x ayant
cette propriété admet un élément maximum noté a «* b et appeléd le résiducl a

droite de a par b ;

be Il existe un élément y €G tel que yb L a , et llenserble des y ayant
cette propriété admet un élément maximum noté a *e b et appelé le résiduel &
gouche de a par b e
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Un élément o € G sera dit équirédsiduel si a « Xx=a 'ex, V x€G, o0n

derira & $ X « En perticulier si tous les éléments de G sont équirésiduels, G

est commutatife

Ltensemble des perties d'un demi-groupe, ordonné par l'inclusion est un demie
groupe réeidutif pour le multiplication des partiese

2« Propridétés de 1ltopérateur résiduation dens un demi-groupe résidutife

G étant un demi-groupe résidutif, on obtient sans difficulté les propriétés
suivantes ¢

ae x<b s x a‘ex<b e x
ae a <b entrefne . et . .
X o b\<X0.€L X obSX e 4 ’
x(a o' ¥ <a a = xo
égalité si
[ ]
(&' %) xga e = OxX
ag<Xa e X a=0.e X
be . égalité si .
agax « X a=0 X
€l\<X.o (Xo. 8.) a::x'.ot
. . égalité si
al X (X ua) a:x.' a ’
(8. o. b) .- c = (a .0 C) o.b
o (2 +" D) « c=a." be
(8. .. b) .o C-"-"-a.o ¢cb [

4
3+ Equivalences fondamentalese

Trois types d!équivalences étudiés par I. MOLINARO [13] jouent un r8le essentiel
dans 1'étude des demi-groupes résidutifs.

4
Equivelences du type A « = Ax 4 droite et xA a4 gauche définies per ¢

i

asb(A)? si xXxe  a=x Db

a:—:’b(xﬂ) si x'ea=x'.b ‘o
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Ces équivalences ont les propridtés suivantes ¢ les classes sont convexes, Ax
et xﬁ sont régulisres pour 1'union (si elle existe), Ax por exemple est régu=
liére & droite, pour lo multiplications Quel que soit h 1t&lément

E:x'. (Xo. h)

est équivalent & h mod Ax s ¢t maximum dans la classe H contenant h e

1l

Pour que A‘C A_ 5 il fout et il suffit que tout rdésiduel & geuche de x soit

¥
résiduel & geuche de y et inversement.
[
Equivalences du type B o« = Bx a droite et x? & geuche, définies par 3

a=b (Bx) si a2« x=Dbe x

a=b (XB) si a®ex=b e x .

Les classes mod B, ou _B sont convexess. Si G est réticulé, B, et B sont
réguliéres per rapport & l'intersection ; Bx par exemple est riguliére & droite
pour la résiduation & gauche.

Quel que soit 1'élément h de G, h=x(h «" x) appartient & 1a classe H
contenant h , et, est Alément minimum de cette clesse. Pour que B, = By s 11 faut
et il suffit que tout multiple & droite de x soit miltiple & droite de y et in-
versemente

2
Iguivalences du type F o+ - Fx a droite et XF & gauche, définies par @

1

a

b (F)) si xa==xb

az=b (iF) si  ax = bx .

Les classes mod Fx ou x? sont convexes 3 FX et x? sont régulidres pour
ltunion sl elle existes Fx par pxemple est réguliére & droite pour la multipli-
cations Quael que soit h , 1'élément B = xh «° h apparticnt & la classe H con-
tenant h et est élément maximme Pour que Fx =F_, il faut et il suffit que
tout résiduel & droite par x goit résiduel & droite par y el inversement.

Pour interpréter les analogies remarquables existent entre ces trois types dtéqui-
valence, introduisons les applications dans G [6]
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a
a—?—x—»z:x'. (x o a) a2 T =x." (x% a)
Sm— ﬁh
a-&#-;a:x(a %) e—na=(a"ex x
Yy — . </ - e
O —n & = X2 e X O e O = 23X ¢ X .

Les applications Aoy Oy Yes LY sont des fermetures, clest=d-dire des

applications
croissante t a <a , ddempotente :+ & =7 , isotone : a < b ehtratne T LT .

Les applications px ’ xﬁ sont des antifermetures clest-d-dire des applications

décroissente a <L a , idempotente, isotone .

On vérifie sans difficulté que o et o sont les applications assocides aux
équivalences Ax et xA ctest-a-dire

as=b (Ax) <> onx(a) = a_(b)
de méme

a=b (Bx) <> px(a) =

I

°
Pamnd
z

a=b (F) <> y.(a) =y, (0) .
Remarquee = Liéquivalence d'Artin définiec dans un gerbier avec élément unité et
résidutif ([7], ps 240) est une équivalence du type A «

¢

4« Equivalences de fermeture.

Les résultets précédents suggerent d'introduire et d'étudier les équivalences
de fermeture et dtantifermeture les plus généraless

Soit donc G un ensemble muni de la relation dlordre & et ¢ une fermeture
au sens de MDORE done une applicetion a—i- & de G en tui-méme, croissante,
idempotente et isotones Un élément f sera dit fermé pour ¢ , s'il cofinaide avec
son image T

Convenons de noter Hcp 1'équivalence de fermeture définie par



Ces équivalences ont les propriétés immédiates suivantes j les classes sont
convexes, N est équivelent 3 h mod H et est 1'¢é1ément maximm de la classe
H contenent h o Enfin les équivalences H(P sont fortement régulisres supérieu-
rement (FRS): ([7], ps 178).

Bien entendu si E‘P est l'ensemble des fermés, ¢ estune swrjectim de G dans G'(P

et comme on peut identifier chaque classe ' modulo H(P 4 son élément maximum, E‘P

est isomorphe a G/H‘P sy ¢ étent l'application canonique de G sur G/H(p‘-

Par exemple en utilisant les régles de caleul de 2

G, ={x‘va, V.al, Ca={xs"2a, v a}

(o4
X X

_'Y = {a 0. X [ v 8.} 9 -C; Y = {8. .t X ’ v a} ‘.
X X

On congoit de mfme ha possibilité de définir une équivalence d!antifermeture

associée & l'application d'antifermeture Y et notée H, a—Ps7 -

¥

Les classes sont encore convexes, h est équivalent & h modulo H v et est

_ 1'élément minimum de la classe H contenent h .

On a

G, ={xa, V al et T ={ax, V a} .
By xP ‘

Donnons un exemple simple d'équivalence de fermeture n!sppartenant pas aux types
A et FoSi R est un annean commtetif et J 1'ensemble des idéaux, & tout
idéal I correspond un sur-idéal noté VI , appeld radical de I s et défini par
la propriété caractéristique suivante ¢ VI est 1l'intersection de tous les iddaux
premiers qui contiennent I .

Dans J 1tapplication I -2 vI est une application de fermeture. On peut done
introduire 1téquivalence I =J (H«p) <=> VI = VT . Les &léments fermés dans ¢
clest-d~dire les idéaux égaux & leurs radicaux, sont les iddaux semi-premiers.
Donc dans chaque classe mod H , il existe un idéal semi-premier et un seul, élé-
ment maximum de la classe et radical de tous les éléments de la classes

Si 1'ensemble des fermetures est ordomné par la relation p <o
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o(x) <o'(x) V x€G .
On a
o < 9t entraine HLP & H@,

Ltsquivalence H‘P est dite plus fine que 1l'équivalence H‘P' .

5. Opérations dens 1l'ensemble des ferméss

Soient G une algdbre mmni dtune ou plusieurs opérations isotones par rapoort
4 la relation dtordre £, ¢ une fermeture, HI‘P 1téquivalence de fermeture as-
socide et -ch 1ltensemble des fermése

A toute opération L définie dans G , associons une g-opération notée L

dans 'G(P définie par

E ._L- -E = E A E .
Retenons les résultats suivants dans le ces oi G est un treillis.

THEOREIE 5¢ls = La ¢-intersection coincide avec 1tintersection et la @=-union

est définie per a ub =38 u b « De plus Etp est un treillis pour les opérations

M et U.

L' interprétation donnée pr IESIEUR [10] du théoréme de Glivenko entre dans le

cadre des résultats précédents.

Soit Q wun treillis distributif complet vérifiant la loi de N=distributivité
générele,

UX)O "—'U Xﬂ) .
(aeAa y aeA(a b

OLLeJA %, est le plus petit majorant du sous-ensemble {xa el *

Un tel treillis s'appelle un treillis distributif pseudo complémenté (BIRKHCF
[3] pe 147« Si 1'on se donne en effet un élément quelconque a , il existe un é1é-
ment meximum a parmi les éléments x qui vérifient la relation a nx = 0
Cet &lément a* stappelle le pseudo complémenté de a « Les hypothises faites sur
Q permettent de le considérer comm un demi-groupe résidutif entier commtatif,
en prenant pour miltiplication 1'opération intersections Ltélément a*
le résiduel O 32 a & |

est alors



3-07

Considérons alors l: fermeture g et notons ¥ et A la ¢-union et la

p-intersection dans Q;O

avyb=aub et aab=anb .

?%b est 1l'ensemble des pseudo-complémentse Dtapres le théoréme 5.1 clest un

treillis distributif de Boole avec élément nul et universel et on seit que Q est

howomorphe & & clest le résultat énoncé per Glivenko.

Reprenons llexemple du paragravhe 4.
I1=7, (H@) <> VI=VJ .

Compte tenu des propriétés des radicaux [17] on montre que H  est réguliére pour
ltintersection, l'addition, le multiplicetions De plus les classes modulo H@ sont
idempotentess

Le théoreme 5.1 montre le résultat classique suivent : 1'ensemble des idéaux

semi-premiers est un treillis homomorphe au treillis des idéauxe

[}
6e Equivalences de fermeture régulidres [15]e

Tous les théoréemes qui vont &tre énoncés, admettent des théoremes "symétriques®
par échange convensble de " droite" et "3 gauche" et de "fermeture! et antiferme-
ture’.

’ \
THEOREME 6els = G étant groupoide, dont 1l!opératiom notde multiplicativement

est isotone, l'éguivalence de fermeture (H¢) est régulitre & droite pour 1'opé=

ration, si et sewlement si abgab pour V a . et beG.

La condition est nécesscires = En effet si (Hw) est réguliére & droite pour

1'opération,

a=a (H(p) entrafne ab=4ab (H‘P)

ab < &b .

La condition est suffisante. - En effet
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a = al (H(P) entratne a = a

puis

mais, selon la condition,
ab <ab £ ah
implique, d'aprés la convexité des classes,

—

ab =a@b=atb=ab (i) .

1

De méme
a'b < a'b = ab < a'b entrafne a'b = atb=eb=2a'b (H )

dlou finalement

ab = alb (H(P) .
Remerquess -
ae Si 1'opération est anti-~isotone la condition de régularité a droite est
ab \< Eb -

Si 1topération est isotone, la condition de régularité & droite est pour une
équivalence dlantifermeture

&

3‘5\<a

be La condition E'bg ab de régularité & droite de 1t'équivalence H‘P pour la
mltiplication a déja été rencontré indépendamment des équivalences H(p par de
nombreux auteurse Elle & été mise en évidence dans 1l'arithmétique des domaines
dtintégrité et des groupes ordonnéd par les travaux de PRUFER [14], KRULL [9] et,
LORENZEN [11], Plus récemment Ke Ge AUBERT [2] a adopté cette condition comme un
axiome de base d'une théorie des idéaux qui dépasse sensiblement le cadre arithmé-
tique jusqutici envisagé.
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N
THEOREME 6424 =~ G étant un groupofde résidutif a droite, l'équivalence de
fermeture {0 ) est régulidre & gauche pour la multiplication si et seulement si

1ltensemble G‘P des éléments fermés est permis & droite pour la résiduation.

Etablissons 1'équivalence des conditions

ab <ab
et
5._0" b E-G-(P .

Tout dtabord si (H est réguliére & gauche pour la multiplication, ¢ = ae b

est un élément fermés. En effet on a
bc<bec La
car
be =bla+"b) L7

et

o ff

=a d'ou c4\<'5.'b=c .

Mais d'aprés la croissance de ¢ ,

cge
dliou »
¢=0c .
Réciproquement
bgab o' agab.’ a .

dfol, d’apres les propriétés des résiduels,

-b-\<ab..a. £
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h Y

ce dernier étant fermé ; d'ol

a'ﬁ' S-BTE .

L)
THEOREIE 6e3. = G étent un groupoide résidutif et Hcp une équivalence de fer-
meture régulidre & droite pour la multiplication on a Hip SNA, W e'C?(P .

w e ?;(? et soit a = b(H(P) , on a dtaprés la régularité & droite pour la multipli-

cation
a(w+* b) =b(w." b) -

Mais

blwe b) LW .

~

Done la classe de b(we" b) coupe la section commengente de w , donc y est con~

tenue tout entiére
a(we" b) Sw entratne W bLWe a .

On montrersit de m8me que

a=b (H(p) entrafne a=b (A) V we -G(P .

Appliquons ces résultets aux équivalences fondamentales du type A et F o Si
G est réticuld A _, A, F. et _F sont régulicres pour l'union j A et
Fx sont réguliéres & droite pour la multiplication et XA et 5:F sont réguligres

& gauches

Enfin le théoréme 6.3 permet dtétablir ¢

cn N v
F C o F_& A B e G

c Ny (o Y .
A ¢ A . A& ..A R EG .
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7. Eg“uivalences de fermeture simplifizbles [16].

THEOREME 7.1, ~ G &tant un demi~groupe, résidutif & droite, 1'éguivalence de

fermeture H  est simplifiable & gauche pour la multiplication sl et seulement

asﬁfx(}lcp) V. a et xeG .
En effet
x2 = xb (H) entrafne xa=%=1 )

et dlaprés lthypothéss, on a

i

2 = ."x H) et bzu. x H)
2 ( @) ( o

dtol

o

a=D> (H )
¢
Réciproguemsri
¥.< xe implique a<xa e xS Xa e X
dfuh

xa < x( " ¥ <3 .
Donc, dtaprés l: convexité des clasmses,
modulo (H@) xa = x(xXa o xj(H@)
et comme HEP est simplfiable on a
a=x - X (H(p) D
" THEOREME 7.2. = G &bent un demi-groupe résidutif & droite la condition

a=7Xa .  x,quels que soient a et x appertenant & G est nécessaire et suf-
fisente pour que l*équivalence HﬂP soit & la fois régulidre et simplifiable a

gauche pour la multiplication:
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Si H‘P est simplifieble & gauche pour la multiplication, dtaprés le théoréme 1,
cela implique

as_}c'é--."xH .
((P)

Si de plus H  est vrégulidre 3 gauche pour la multiplication, ¥a " x est wn
élérent fermée (Théoréme 642) donc

a = ;C-é.‘ c. X ‘o
Réciproquement

a=%Xa . x entrafne xa =x(x .’ ¥ <%=

done Hcp est rémlidre & gauche pour la miltiplication (Théordme 6.1) et X& +° x
fermé dens 1'applicetion ¢ 3 enfin

5_—.'x
a = xa (Hq))

clest~a~dire que 1'équivalence (H(p) est simplifiable & geuche pour la mltiplica=-

tion d!apres le théoreme 7.l

COROLLAIRE 7,1« - Unc condition nécessaire et suffisante pour que 1'équivalence

de fermeture Ag soit régulicére pour la multiplication et simplifieble 3 gauche
pour la multipdication est qu'on ait

Ange.'x.VxeG .

COROLLAIRE 7.2+ - Une condition nécessaire et suffisante pour que 1!'équivalence
de fermeture Fy soit réguliére pour la multiplication et simplifisble & gauche
pour la multiplication est qulon ait

’ A
THEOREME 7.3¢ - Si 1'équivalence de fermeture H  est simplifiable & gauche pour

la multiplication, BZP est moing fine que toute éguivalence Fx .

Selon une formule classique de la résiduation

xa = x(xa " x)
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et a fortiori
xa = x(a o x) (Hy) .

Si H(p est simplifiable & gauche pour la multiplication on g

=xa .« x (H
a (‘P)

dtol
.5.- = Xa8 e X .
Dicu
P =9Yy
et
<
YS9
et dlaprés une remarque de 4.
C T
FX S d(p .

S« Demi-groune O-nomale

Liensemble quotient G/H(P peut-il &tre un groupe ? Ce probléme estyon va le voir,
1ié aux recherches de I, IMOLINARO sur 1'0-nomalités Cet auteur a en effet dévelop-
pé 1'étude de certains demi-groupes résidutifs ebéliens qulil a appelé demi-groupes
d~nomgux et caractérisés par llexistence d!'éléments particulierse. S!'il existe dans

un demi~groupe résiduti® sbélien G une équivalence Ae

Ae:.-AB:preG ’

telle que

G est dit U~nomal et 1'équivealence Ae est dite U-nomales. On montre qulelle est
unique et quelle contient toute équivalence du type A , de plus G/Ae est un
groupes

]

On peut étendre ces résultats au cas d'un demi-groupe résidutif quelconque en
adoptant un point de vue di.f‘férent, directement 1ié au problémé posé ( G/H‘P est
un groupe ?) s
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G étant un demi-groupe résidutif queloonque un élément © sera dit OU-nomal si
G/Ae est un groupe et si © est maximum dans sa classe modulo Aev. Un demi-graope
contenant un élément a~nomal sera dit o~-nomal.

Remarquons que ltextension proposée ici s!inscrit donc dans la ligne de ce que
Ge MAURY apoelle la "caractérisation A " de la condition "intégralement clos" d'une
steucture algébrique. Mais son intérét est double les résultats pourront stappliquer

3 des structures non commtatives et & des structures sans élément neutre [12].

G étent un demi-groupe résidutif quelconque, si les ensembles

{x."x, V xeG} et {x'ex, V xeC}

ont un élément maximum commmn, nous conviendrons de 1l'appeler élément bimaximum

de G » Cet élément quand il existe posséde des propriétés remarquables ; en par—
ticulier, il est équirésiduel c'est-a-dire

Ee X=g sx V X ’

ce qui va nous permettre d'obtenir le résultat fondamental suivant

/
THEORRME 8.ls = L1élément bimaximum s'il existe est G~nomale

Notons € cet élément bimaximime

Premier pointe.

AS:X = Ae .
On a
(et x e (e x) <& .
Mais
(€% %) *e (e x) =e*(e’sx) x> =€ ?
Done
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'
.

et &, résiduel & geuche de €% x , est fermé dans a_, , c'est-a-dire ¢lément

meximum dans sa classe modulo A et A . CA o Mais on sait que
€ eX g X €

A CA
e~ Teix

d¥ol 1'égalité.

Deuxiéme pointe = A est simplifiable pour la multiplicatione

€ dtant équirésiduel, on a

oo
fl
b=
1]
[
1l

ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour que A e soit régulier pour

la multiplicetion et simplifiable pour le multiplicatione

Troigidme pointe = La classe de & est clesse unité de G/A8 ‘o

e= e+ e entrafne e.' p=e€.'ep
dlou

p.zepspe(As) .

Quatriém pointe = Toute cilasse est inversiblee
et e=(etp) " (e2p)=cs plesp
ce qui entrafne
espetp) = (e p) p(A) .

Cinquiéme pointe = &£ est maximum dans ss classe modulo Aa"

En effet
€8%e = ¢

donc résiduel & geuche. do lui-mfme donc maximum dans sa classe modulo Ae .

Finalement G/Ae: est un groupe et € est &lément C-nomale
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Les conditions obtenues pour les éguivalences de fermeture simplifiables montre
que s'il existe en autres, une équivalence de fermoture simplifiable a gauche

pour la multiplication le demi-groupe est U~nomale

THEOREME 842. = Un demi-groupe est O~nomal si et seulement s'il existe un élé-

ment bimazdmime

Nous pouvens donc déja affirumer que si G/H(p est un groupe, G est U~nomal.
Meis il y a mieux, on peut en effet obtenir le résultet suivent @

THEORDME: 8e¢3e = Si H(p est régulidre pour la multiplication, telle gue Cy/H(P
€

soit un groupe, H_ = Ae ou est le bimeximum de G «

P
Ce résultat implique 1l'unicité de 1t'équivelence AX tel que G/AX soit wn

groupee On conwient de 1= noter & =4 g ctde 1leppeler écuivalence Qenomalee

On montre en particulier que Ag =0 si et seulement si

Ae =Ae..},l= Le."l 9 V “GG .

Retenons aussi qu'un demi~groupe résidutif G est O-nomal si, pour x e G,

il existe m €G et e € G tel que m’ < & entrafne x< e, V n entiers

~ S —————— ~N

4
Exemole de demi=groupe O-nomals = Etant donné un systéme d'axes rectangulaires

Ox et Oy , notons (x, y) 1le point dtabscisse x et dlordonnée y e Soit G

1ltensemble contenant les points

%5 (i,p i<=-1, i et p entiers
b =(=-1,k= 2 k entier
-l,k ’ 2 *

Introduisons dans G la rel-tion dtordre

=
IN
[N

(3-3P)\<(j)Q) <= )

et la multiplication



3=17

. = . - + i . *n - » ‘ M < < + n
e‘ip e’jq amin(i,a),?xn+q n entier positif fixé et A tel que Lp<@A+)

b

-, ’ o

G est alors un demi-groupe résidutif O~nomal dtélérent bimaximm

£ =a

On peut representer graphiquement la partition de 1!'équivalence @~nomale j pour
n=3, ona par exemple

® 9
p
Hv

9« Théorémes de décomposition dens un cerbier Gwnomale.

La théorie classique d!'Artin~Priifer déja générelisé par Me=L. DUBREIL-JACOTIN et
P. DUBREIL est susceptible de s'étendre, moyennent des définitions convenables,

aux gerbiers Oenomsux les plus générauxe.

Notons G wun demi-groupe O-nomal d!'élément bimaximum & « Un &1ément de G
sera dit quasi~entier s'il est inférieur & €. On notera G* 1!ensemble des
quasi-entiers.

Un élément p € G sera dit premier si

ab<p => soit a <p soit bgp .
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Un élérent q € G* sera dit primaire 3 gauche si

J es"a=q° ' qg=ce

\ab\<q, bniq, V. n entier => a g .

E désignera la classe unité de G/A8 “

Une classe P S E de G/Ae sera dite premidre si la relation A.B G P entraine
soit A SP, soit B S P . Toute classe premidre est dleilleurs maximale ([7],
pe 221, the 4)e

THEOREME 9ule - Toute clesse premidre P distincte de la classe wnité E a
pour élément maximum un élément premier p-o Tout élément premier p non équie
valent & & mod Ae est maximim dans sa classe P § P est alors une classe pre=

miere 3 De plus p est maximal mod A, clest-a—dire

p<x<eg ontrafne x=e (Ae;) .

Si G est demi-réticulé, G/A_ cot un groupe réticulds Si C'/Ag satisfait 2
la condition de chafne ascendante G est dit noethérien mod A8 et dans ces con-
ditions C-/Aa est alors commutatif et ses éléments sont représentsbles d'une ma-
nidre unique en produits finis de puissences d'éléments premiers ([7], pe 230).
Dlol la généralisation suivante du théoréme de décomposition d!Artin~Priifer

A\
THEOREME 9:R¢ =~ Si G est un gerbier d-nomal et si son sous-gerbier guasi entier

G* est noethérien modulo Ae tout éléient de G* non équivalent & & est dlune

seule facon, équivalent modulo A au produit d'un nombre fini de puissances d'élé-

ments premiers (é g) et a llintersection d'un nombre Fini d!éléments primaires
# &) s

Un demi~groupe G résidutif sera dit vérifier la condition & si les conditions

sulvantes sont vérifides
ae Il existe & € G équirdsiduel tel que € ¢ €= € o

be D/A_ est un demi-groupe avec élément unité E classe de & -

€
Un élément p € G sera dit complet stil est maximim dans sa classe tel que

P’ p=p°ep=s.
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THEOREME 9¢3e = G vérifiant la condition & A8 est 1téquivalence Gm~nomale
si tout ¢lément est décompossble modulo A en produit d'éléments completse

10. Demi~groupes U-nomaux particulierse

I, MOLINARO e introduit des demi-groupes résidutifs abéliens O-nomaux de plus
en plus perticuliers [13]. Le cas non commutetif permet des résultats analogues et

il est possible de donner des exemples de chaque type de demi-groupes

Une équivalence B (Xg) sera dite @-nomale & droite (& gauche) si 1'on s

szpr v peG(XB=X}J,B) .

Une équivalence Bx ou x? gsera dite @B-nomale si

B = B=B = BV}J,GG ‘.
X X px -~ X ‘

Une équivalence ¥_ (XF) sera dite Senomale & droite (& gauche) si 1lton a

=T v peG(XF=“XF) .

Une équivalence Fx ou iE sera dite S-nomale si 1l'on a

F=F =F = F V pec *
x x T Txp T px

THEOREME 10414 = Ltéouivalence Bx est @-nomale & droite si et seulement si
elle est régulisre a droite pour la résiduation et simplifisble a droite pour la

résiduation & droites

Ltéquivalence x? est B-nomale & gauche si et seulement si elle est régulidre

& droite pour la résidvuation et simplifiable & droite pour la résiduation & gauchee

L*é&quivalence Fx est S-nomale & droite si et seulement si elle est réguliere

pour la mulitiplication et simplifiable a gauche pour la multiplicatione

L!'équivalence x? est S=noiale & gauche si et seulement si elle est régulisre

pour la mulbtiplication et simplifiable & droite pour la multiplications

Dol dans le cas agbélien.
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COROLIAIRE, ~ Une équivelence du type A est O-nomale si et seulement si elle

est simplifiable pour la multiplicatione

Une dquivalence du type F est S-nomale si et seulement si elle est simplifia-

ble pour la multiplicatione

Une dquivalence du type B est ®G-nomale si et seulement si elle est simplifia~

ble & droite pour ls résiduatione

On établit dans chaque cas liunicité des équivalences introduitess Ces équivalen—
ces permettent donc de caractériser des demi-groupess Par exemple un demi-groupe

sera dit @-nomal si llune des équivalences du type B est @G=nomale.

Retenons le résultat suivant @

i b
THEOREME 10,2+ - Dans un demi-groupe S=nomal, 1'équivalence S-nomile ost églo & Méqri~

valence Cenomsle si et seulement si le demi-groupe est G-nomals

On peut maintenant imposer & ces demi-groupes nomeux des conditions de plus en
plus fortes. Ainsi un demi-groupe U~nomal sera dit O~nomalement fermé & droite

si 11équivalence O-nomale est régulidre & droite pour 1a résiduation & droite.

Un demi-groupe O-nomal sera dit U-anomalement fermé s*il ltest & droite et &
gauche. En particulier si un demi-groupe O-nomslement fermé est réticulé, 1'équi~

-4

valence O~nomale est réguliére par rapport & ltintersection.

Llle Gerbiers O~-nomaux dans quelques structures algébriquese

19 Groupes hoflomorphes & un demi~groupes = Considérons 1l'homomorphisme D N D

appliquant un demi~groupe D sur un autre demi-groupe ﬁ', et 1'équivalence d'homo-
morphisme R , définie dans D par

a=b (R st a=b dans D .

P. DUBREIL a caractérisé les équivalences (R) telque D=TG, G étant un

groupe, clest-d-dire les équivalences fournissant tous les groupes horomorphes a
D [5]s

Ces résultats sont obtenus & 1ltaide d'une résiduation "mixte" dtun complexe de
D par un élément de D . La nature mfme de la question suggdre une interprétation
de ces résultats dans le cadre de 1'0-nomalitée Cette interprétation est possible
gréce & un transfert des propriétés dans llensemble des parties du demi~-groupes
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Un complexe X d'un demi-groupe D sera dit minoré suivant le complexe Y s'il

existe un ae€D telque ax e Y pour tout x € X « On conviendra de noter BY'
ltensemble des complexes minorés suivant le complexe Y « En particulier toute
partie minorée d'un groupe préordonné est minorée suivent le sous-gemi-groupe des

entierse On notera sussi que
Xcvy.'a .

Un complexe K d'un demi-groupe D est dit réflectif si xy € K entrafne
yxe K pour tout x et ye D « Il est uniteire si ke X et xk et kyeX,
x et yeK-

’ S
THEOREME 1l.ls -~ L'ensemble B des parties, d'un demi-groupe D , minorées

suivant un demi~groupe réflectif X § D est un sous-demi-groupe résidutif de

l'ensemble des parties de D o

En particulier si K est unitaire By est U=-nomale

Résiduation et multiplicetion sont prises cu sens classique dens l'ensemble-des
perties de D o Soient X et Y e B avec oxe K et BpyeK pour V xeX
et V ye Y+ Comme K est un demi-groupe réflectif paxye K et XY e By o Si
zeX."Y ona yze€X pour V yeY et ayz e K donc pour yn y fixé tel
que ay =Y, yzeK et XY @ o Do mfme X' YeBy .

Si K est uniteire, soit meD telque m & X « I1 existe x! et x appar—

tenant & X tel que mx = x! et donec
omx = ox! € K

dtou, K é&tont réflectif, mxa e K ; enfin comme xa € K , avec K unitaire,
mekK et

K est donc élément bimeximum et B, est un demi-groupe Ud=nomal.

Soient U un sous~demi~groupe normal et unitaire d'un demi-groupe D , d 1%é~
quivalence d~nomzle dans By et R = (RU = U(R 1téquivalence principale attachée
a U,
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o Y
THEOREME lls2e =~ Les engsembles-quotients (BU/G. __@_*E D/tR sont isomorphese

as Toute classe modulo R appertient & gy a= b (R) entratne e¥aza"b

avee a¥a el et U." aF

@

a="U. a*b‘Or si

*
nel." a a ’
*

a amelU

ety comme U est unitaire, m €U , done,
Ue' a*bcl et a*bel

pour V b appartenant & A classe de o , qui est donc minorée suivant U

be Toute classe modulo R est fermée dens 1l'application de fermeture associée a
d-e Si

xeU® (U."A) AeD/R
et
yeU.®A
on a
Ay c U
et 81 aed,

ay et xyeU

yelU. a et U.L*x .

Mais U étant fort
U a=T."x%x et x€A
done

ASU® (U."A) S4



3-23

dtou 1'égalitée

ce Tout élément de @ maximum dans sa classe modulo d , est une classe
modulo R « Soit X € (BU tel que

X=U"% (U.*X)
et a et beX . Si

zelU."X ,
ez et bz €U et comme U est fort

U a=Ue"D
dtolh

a=b (R .

Done X est contenu dans une classe X modulo R-s

Soit maintenant xe€X et ye€X ona

Or si
zelUsas" X ’
xz €U
ce qui implique yz € U donc
yeU‘ s (U.° X) -

Finaglement
X=X et D/R:@U ’

ensemble des fermds c'est-a-dire des résiducls de U

En particulier un complexe normal est le résiduel d'un sous-demi-groupe normal’

et unitaire.
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2° Ordres répuliers moximauxe -~ ASANO [1] a étudié les anneaux et les demi-
groupes qui sont des ordres maximaux. MAURY g montré [12] 1tintér&t qutil y a 3
introduire les demi-groupes G~nomaux dans la théorie d'Asanocs Les rdésultets génée
raux, obtenus pour les gerbiers U~nomoux, permettent de compléter quelques points
de 1t'étude de MAURY.

Soient O un demi-groupe, M le demi-groupe des éléments de © simplifiables
des deux cotése Un demi-groupe S est dit demi-groupe quotient & gauche de ©

selon M si

0cs, MgM

sesS

& vV aeMm, 3 «tes tel que aa“l-;?a"lazl

& V. xeS,3 aeM telque axe O s

Un sous—ensemble O de S est appelé un ordre de S si
O forme un sous-demi-groupe avec élément unités

S est un demi-groupe quotient de O par s*nho 3 s* dééignan‘b 1'ensemble de
tous les éléments de S ayant un inverses

Un élément de S ayant un inverse sera dit réguliere

Soit © un ordre de S , un sous—ensemble A de S est appeld un O-ensemble
4 .gauche (& droite) si l'ona ©OA S A (L9S L) . '

Un O-ensemble & gauche (& droite) A est appelé un O~iddel & gauche (& droite)
de S 4 si A contient un élément régulier de S et stil existe un élément régu~
lier A tel que

Un ordre O de S est dit maximal si pour tout O-idéal bilatére A on a
O=AL, A=4A". A )

Un ordre © de S est dit régulier, quand pour chaque élément x de S , il
existe des éléments réguliers a et P de O telsque xXWEO et PX SO,
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THéORﬁI«iE 1le3+ = Les O-ensembles & gauche forment un demi-groupe résidutif a

gauchee

Les O-ensembles bilatéres forment un demi-groupe résidutife

Ltensemble des O-idéaux bilatéres d'un ordre régulier O de S est un gerbier

résidutife

On a aussi la carszctérisation suivante d'un ordre régulier maximal &

THEOREIE 1le4e = Pour gque O , ordre régulier, soit ordre maximal, il faub et il
suffit qu'il soit élément bimaximum du gerbier résidutif des O-idéaux bilateres.

Ce gerbier est alors O-intégrelement fermé, clest-d-dire que O est élément

neutre et

ACeA=2.4A=0

pour tout O-idéal bilatére A « On retrouve un résultat d'ASANO & savoir que ¢

Ltéquivaience U~-nomale est réguliére pour 1l'intersection, puisque cela est vrai
pour un demi-groupe G-nomalement fermé donc a fortiori pour un demi-groupe O~inté=

gralement fermée

Soient O un ordre meximal régulier, G le gerbier des O-idéaux bilatéres, c*

celui des O-idéaux bilatéres entiers et R 1t'auivalence -nomalee

Conformément & 9, un élément P de G* sera dit premier si
AB & P entrafne soit AS P scit BSP -

Les théorémes 9.1 et 9.2 peuvent sténoncer ici @

THEOREVE 11450 = Tout O=idéal premier P , d'un ordre maximal régulier O non
équivalent & @ modulo R est maexinum dans sa classe P et cette classe est premidre
dans G/R « Toute classe premidre T de G/R différente de O classe de O a
pour élément maximum un O-idéal premier P ¥ O®) + De plus P est maximal
mod R c¢lest-a~dire

PcX SO entratne X=0 (R) °
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e N\
THEOREME 1l.6s = Si ¢* est noethérien mod R s Tout ©-idéal bilatére entier,

non équivalent & O est d'une seule facon équivelent mod R au produit d'un nome-

bre fini de puissences de O~iddaux premiers (& O (R)) .

3° Demi-groupe intégralement clos abéliens = Soient D un demi~groupe abélien

avec unité, D' wun demi-groupe contenant D « Appelons idéal fractionnaire de D

dans D' , tout sous-ensemble non vide A' de D' tel qutil existe
peD entrafnant pAt €D .

On montre sans difficulté que l'ensemble (Q) des idéaux fractionnaires d'un
demi~groupe D est un sous-demi-groupe résidutif de l'ensemble des parties de D!

Convenons qu'un élément x € D! sera dit entier sur D s'il existe A €D tel

que FreD v p entier naturels D est dit intésralement clos si tout élément

de D! entier sur D appartient a D .

THEOREME 1l47e = Un demi-groupe D 2bélien avec unité est intégralement clos

dans un demi-groupe D! si et seulement si, l'ensemble des idéaux fractionnaires

de D dans D! est U~nomal, d!élément bimaximum D .

Notons (Q) 1'ensemble des idéaux fractionnaires et soit x un entier gur D H

considérons
"
X=(X,X2,X)oco) )

Il existe A tel que 7\xP €D donc AXSD et Xe Q) 3 come xXEX et que
(@ est O-nomsl d'élément bimeximum D, x€ D .

Réciproquement si D est inbégralement clos D e (O} tel que, D = D? . Soit M
un idéal fractionnaire idempotent et m e M = e done i et, plus généralement,
toute puissence de m appertient & M. Il résulte que m est entier et meD ‘
donc M S D . Elément idempotent maximum dens () s D est élément bimaxdmum et
Q est O~nomals

4° Anneau compldtement entier fermé dans un anneau de fractions & droite ou a
gauches = Si A58 estun homomorphisme d!anneaux avec élément unité et B un
systéme multiplicativement steble de A , on sait que (B s #) est dit anneau de
fractions & gauche de A pour S si
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as Ker ¢ est formé d'annulateurs & droite de S o Clest-a-dire si
pa) =0 3 s eS8

tel que sa =0,

be L'image per ¢ de V s e S est inversible dens B (& gauche et & droite).

c_oV b € B est de 1la forme
b:[cp(s)]-l ¢(a) aeh, seS .

Notons pour simplifier
p(a) = at
et
(B 3 (P) - AS .

Supposons que C = A = S soit multiplicativement permis

ceC, 0eC V sed) o

Soit Cg 1'ensemble des éléments de AS représentables par une fraction de la
forme (c! , s') ot ceC et s eS e Puisque, C est mltiplicativement per—
mis, toute autre fraction représentant un tel élément a aussi son numérateur itin-

ge dtun é1léront de C o

Appelons idéal fractionnaire de A dans AS tout sous—ensemble non vide « de

AS qui

1° est un A-module bilatére

X 5 X € Q X ~%€a

Xea AelhA = ’;}c‘ea

»e

20

=

a
nin
e

3 5es tel que
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Un idéal fractionnaire sera dit régulier s'il contient au moins un é1lémeng nlap-

pertenant pas &8 C, on montre ssns difficulté que : Llensemble & des idéaux frac-

S
tionnaires réguliers est un demi-groupe résidude.

Convenons de dire que 1'anneau A est complétement entier fermé dens AS llen~-

semble & des idéaux fractionnaires réguliers est Oenomals

Comme A est un élément de G et que A=A s A, A estle seul élément bime-

ximim possible. En particulier on a encore commc dens le cas commubatif ¢

Stil existe n €% tel que na> SA V n entier
V ¢ €% entrafne « QA 2

G eost completement entier fermée (Propriété dtun demi-groupe Oenomal), mais la

2
réciproque est fausses

La généralisation du théordme d'ArtinePriifer pour les demi~groupes G=nomamx

sténoncera ici

Si l'anneau A est complétement entier fermé dans son anneau de fractions &

i A
droite S

noethérien modulo 1!'équivalence G~nomale, tout idéal entier répulier non équi-

et si llensemble des idéaux entiers réguliers de A dans AS est

valent & A est d'une seule fagon modulo 1'équivalence G=nomsle, équivalent au

produit d'un nombre fini de puissances d!'idéaux premiers réguliers &‘ A).

Ces résultats permettent d!'étendre & un anneau non commtatif, la théorie de la
S-normalité [8].

On dira que 1l'anneau A est S-normal si tout idéel entier ‘régulier est congru
(modulo 618 e = A) 3 un produit d'idéaux entiers réguliers pj

& vérifie la condition & (en posant e =4 ), or si ae G tel que
peSA (AW « €A et (A a=Tl 2] (as)
mais AM est un idéal entier régulier
Ap =Tl H @)
diol

a=1[] ] il q:!L'l (ae)
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donc tout élément de T est décomposeble modulo I‘.S en produit dtéléments com-

plets, & est donc un demi-groupe O-nomal donc @

Si A est S-normal, © cst U-nomal.

50 Ensembles majeurs d'un groupe ordonné [4] (chape VI, exemples 30 & 37, pe

28+31) 2 ~ Le cadre normel de cet exemple est celui des r-systémes d'idéauxs Fais-
sons ici une étude directes Soit G wun groupc ordonné ; pour toute partie A de
G, on note m(A) 1lensemble des minorants et M(A) 1'ensemble des mojorants. Pour
toute partie minorée non vide A de G M(m(A)) est notée <(A) -

On montre que 1'application A -¥+ (A) est une application de fermeture dans
1l'ensenble (BG des parties minoréese

Tout ensemble M(B) , o B est une partie majorée et non vide de G , est ap~
pelé un ensemble majeur dens G , donc, si A est minorée, (L) est le plus petit
ensemble majeur contenant A . On pourra montrer que (BG est résidné et que 1lten~

semble IM{G) des ensembles majeurs est l'ensemble des fermés dans ¢ « On a aussi
{4 +B) = (&) +B) ,

clest-a~dire
(A + B c{A + B) .

I1 en résulte la régularité pour 1l'addition de 1'équivalence
A=B (x(P) <=> (L&) =(B) .
G = (0) , ensemble des éléments positifs, est élément neutre pour la g-addition
@ ,B) »{&+B ¢
”SQP est 1t'équivalence O-nomale, clest-aedire ¥(G) est un groupe pour la ¢-ad—
dition si et seu® - at si
' ou encore

X+ACA:==>X€G+ -8
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On sait que M(G) est un groupe ordonné si et seulement si G est archimédien
(les seuls éléments x € G, tels que l'enzemble des nx , n entier >0 , soit
minoré, sont les éléments positifs de G ) dlol une caractérisetion des groupes

archimédienso

THEOREIE 11,8, = Un groupe ordomné G est erchimédien si et seulement si l'en=-

semble de ses parties minorées est un demi-groupe Uenomale
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