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Séminaire DUBREIL~PISOT ‘ 2404
(Algdbre et Théoric des nombres) )
i4e anndey, 1%60/64, n° 24 40 mai 1%

SUR LL THEORIE GENSRALE DES DEMI-ANNEAUX, I.
par Antonio ALMEIDA COSTA

DEFINITION. IDEAUX. IDBAL MNICLEATRE. DBMI-ANNEAUX REGULIERS.
IDEAUX REGULIERS., p-SYSTEMES EI IDEAUX DEMI~PREMIERS, RIDICIL DE BAER.

1. Définition.
On introduit dans un cnscmble € = {a 9 Dy Cy eece s. b s X7V ooo} une struc=-

ture de demi-anneau, si 1'on donnc deux opérations binéeires

1° Unc gomme associative (+) 3

29 Un produit associatif (s) « En outre les distributivités gauche et droite sont
valables

a(lb+c)=ab+ac; (b+c)a=ha+ca .

Le demi-anncau sera désigné par © o On peut dire d'unc autrc fagon que
6= (C/+.) ost un systime algébrique qui est un demi-groupc additif ot un demi=-
groupe multiplicatif dans lequel les distributivités sont valablcse

EXIMPLES o

1° L'cnsemble des nombres naturclse

2° L'cnscmbloe des nombres oardinaux inféricurs ou égals & un nombre cardinal
infini a o

3° L'cnscmble des idéaux & droite d*un anncau associatife

4° L'ensemble des cndomorphismes d'un demi=-groupc multiplicatif commutatife

59 Les cnscmbles finis dont voici les tabloaux ¢
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© 6 D'unc fagon généralc, si g ost un groupc multiplicatif, on définit.une struc-
ture de Cemi=avcav. en introduisant une sommc comme cclle=ci ¢ a +b="b , pour

a ot b arbitraires. Lo produit cst le mme que dans lo groupece

Uno partic diun “emi-anneau est dite un sous-demi-anncau, si clle cst un demi-

anncau

EXEMPLES .
4° Les nombres pairs dans 1'onsemble des nombres naturclse

2° Le sous=cncemble dos idéaux bilatéres dans 1'ensemble des idéaux 3 droite d'un
anncau. acgocietif .

"

o’ dans l'cnsemble des cardinaux

IHA

3% Le sous=cnsembie des nombres cardinaux

Lay, o ot e« éuant supposés infinis.

4° Lo sous~demi=anncau cngendré par

{al 9 cen g A 3 sesp bl s coc 9 bt 5 cee 3 C1 9 eeo § Cv s .oo} 2

1z

qui ost 1l'enscmble des éléments de 6 de la forme

Z N A n b . ) b . ‘
al L cne oco j aso Ck con Ok 9

2 D Iy qQ i 2

ol 1a somme est finie st le nombre de facteours de chaque terme cst aussi finie
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2e Idéauxo

Un idéal 3 droitc de 6 cst un sous-cnscmble sctisfaisnt aux conditions guiventes @

1981 ay,bevr, alors a+ber;

20si aer ot se6 , alors aser.s Un idéal & gauchc ost défini de fagon

correspondante. Un idéal (ou idéal bilatérc) est idéal & droitc ot 2 gauche.

EXEMPLES .
1° Los nombres pairs dans le demi~anncau des nombres naturclsae

20 Les sous=idéaux d'un idéal [*O d'un anncau associatif forment un idéal du

demi=anncau des idéaux du méme anncaue

3° Les sous-idéaux 3 droite d'un idéal & droite RO d'un anncau associatif fore

ment un iddal & droite du demi-anncau des idéaux & droitc de l'anncaue

4° L'consemble des iddaux d'un anneau associatif forme un idéal & gauche du

demi=anncau des idéaux 2 gauche dec 1l'anncaue

50 L'idéal videe

6° L'iddal & droite engendré par a est l'cnscmble (a)d ={ 2 (na + ar)} , ot
la somme ost supposéc finie, n cst un nombre naturel ob r € 6 o Si la somme est

commuteative, il suffit d'éerire (a) g=fna+ ar} e

70 L1iddal ongendré par a ost l'ensemble (a) ={ 2 (na + ar + sa + paq)} , ou

n ct r ont .la signification ci-dessus ct s, p, q € 551 la sommc ost com=

mutative, on a simplement (a) = {na + ar + sa + 2 paq} e

Opérations sur les idéauxe = La somme d'unc famille {ra}a el d'idéaux a droite

est 1'ensemble d'éléments de la forme 2 Iy , oh la somme est finie et r; e, o
’ i
Cette somme est commutative j; donc, en varticulier, on a

(rl > rz) = (rz H rl.) .
La somme est aussi associative, car on a

(("1 ) Tz) ’ 1”3) = ("'1 ) (’72 ) ”3)) .
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D'une fagon générale, si C s et €, sont deux ensembles d'éléments du demi=-
anneau © , le symbole (‘Zt (,El représcente 1'enscmble des éléments de la forme

2 ¢, ¢, » Ol lo somme est finies Les relations suivantes ont licu @
(v, » t,) Ty (v, Ty Ty r3) 5 1:3(1:’1 )y Ty) = (r3 T, s Ty 7,) .

¢ Donc & 1'enscmble des idéaux & droitc d'un demi-anneau est un demi-anneau dont

la somme cst commutative. On exclut 1'idéal vide.

3 Idéal nucléaires

Les symboles 53d s Se s 3 rcprésenteront, respectivemont, l'intersection de
tous les idéaux & droite non vides de © 4 de tous les idéaux & gauche non vides
ot de tous les idéaux, égelement non vides. Si 3 est 1'idéal vide, 3y et Se
seront vides aussi. La réciproquc n'est pas valable, en général. Pourtant, on a lc

théoréme suivant @

THEOREME 1. - 8i 3,4 (ou Se) n'cst pas vido, alors 3; =13 o Prenons t €6
arbitrairce On a 3, = 34 9 car 3, n'ost pas videe Désignons par 3} 1'cnsemble

des éléments contenus dans 34 de Polle sorte quo, si s € 3('1 s alors ts € Sd .
Cct cnscmble cst un idéal a droite mon vide de © contenu dans 3 q° On aura

Sé =34 s done tSS‘d =34
cette dernierc égalité ost un idéal de © , on voit que 3 S Sd o Comme d'autre part

3,S%,0na I=3

+ I1 cn résulte GSd = 34 » Comme lc promier membre de

d o

L'idéal 3 regoit le nom d'idéal nucléoirc [7] o Un idéal « . cst oussi un demi-

anneau. Par rapport & son idéal nucléaire 3I(a) , on peut dire @

THEORIME 2, ~ L'idéel mcléeire S(a) ost égal 2 I, si a# & .So01it «f
un idéal non vide de 6 o Llors a'n & est un iddal non vide de a4 ct on a. -

N(@na)y=an(Nat) =an3I =3 s
d'ol:

I(x) €3 .



24-05

- . 37 . g 0 —_— C =
D'aillcurs si & ost un idéal non vide de o , on peut cerire aaa = a o Le
promicr membre de cctte inclusion cst un idéal non vide de 6 o Linsi Na 23,

c'ost=a-dirc, 3(a) 2 3 o Donc
S(q) =3 .

EXEMPLES, .

1° Dans le demimanneau des nombres naturels, on a I = & . Et, si on considére
1'iddal (k) , engendré par un nombre naturel k , il en est de méme de 3((k)) = .

o
2° Dans le deuxiéme cxemple du n® 4, 5 , on voit que 3,8, 3;=3 ={0, L},
(3.

o ] rd I d
3 Ondit que 6 a un élément zéro (et on le désigne par o ) s'il existe un &lé-

ment o tel que
ato=0+a=a, a0 =0a=0 .

Dans un tel casy on a

i
(%3
i
W
.

3={0}
Le demi~anneau des idéaux d'un annecau associatif a un élément zéro. Le demi=-cnncau
< .. .
des nombres cardinaux = o ( o infini) a aussi un zéro : clest le nombre cardi=-

nal vide,

4+ Demi-anneaux régulierse = © est dit régulicr, si pour tout = € 6, il existe

x €6 tel que axa=a «Ona [4] s

THEOREME 1+ = I1 faut et il suffit, pour que 6 soit régulicr, que = ot e

étant respogtivement des idéaux & droite ot & gauche arbitrairecsy on ait la relation

Te=T%T Ne ,

La condition cst néccssaire ¢ Si 6 est régulier, pronons aerne s Llorsy cn
supposant axa = a , comme ax € v 4 a € T y on voit que axa € ve o I1 cn résulte
T ne S ve o L'inclusion réciproquc cst triviales
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s

La condition cst suffisentc ¢ Si rte=r ne, soit ae€ 6 .0na
(a)dnG':(a)d:(a)dG:aS, Gn(a)c=6a .
L'élémont a aopparticnt &8 a6 ot 6a o Llors

2 .
a€abnba=aS a, donc a=axa, pour un certain x €6 .

La caractérisation des demi-cnneaux réguliors peut Stre faitc moyennant une conw

dition plus faiblos iinsi s

THEOREME 2. - Pour que © soit régulicr, il faut ot il suffit que, pour ehaque

Xeegonait

g n (@, =)y (x, -

Nous avons déja vu que la condition cst ndeessairc. Pour voir qu'clleo ost suffi=

santc, nous allons rcconnaftre l'inclusion suiventc ¢

tne&re .
Si on prend
XETNE ’
on a
x)g n (=), = (x)y (%), € ve .
Llors
X € Te .

50 Idéaux régulicrs.

Nous commengrra par une remarquees Si ml et ﬂ% sont deux demi-groupes additifs



R4=07

contenus dans 6 , le symbole ?Rl + I, représente 1'censemble des éléments de la

forme 2 (mg.i) + mél)) s Ol la sorme est finic ot mil) €« m(zl)e M, o Si
ml et M, sont deux idéaux & droitc, on voit que T T, = (r& s rz) o Ccla
poséy on dit que 1'iddal non vide a ost régulicr, lorsque lcs conditions v 2 e,

¢ 2 a ontratnent « + re = T n e, ou, plus simplement, entralnent

tneSSa+ e o

On a le critére suivant de régularité [8]

THIORIME g+ = L'idéal « # ® est régulier, si et seulement si, pour chaque
x€e6 y,ona a+ (X)d (x)e =a + (X)d n (x)e o La condition est nécessaire : On

a en effet, en supposant >a régulier
« +(x)gn (@), (@, @) nle, (x))Sa+(x, (X, (%))
= x+a® vax) +x)gor (1) Wy =er () B, Sa+ (0@, .

La condition est suffigante ¢ Prenons v 2 ¢, e2a ,Si xerne, nous

montrons qu'on a aussi x € a + re , En effet
xe (x); n (x)eSa-t- (x)dn (x)e=oc+ (x)d (x)e Sa+re

REMARQUES 4
1° L'idéal © est toujours réguliers
2% Si a est régulier, % 2 a est aussi réguliers

3° Si on sait que a est régulier et que ve 2 @, on peut affirmer que

Te =T Ne o

A 1'égard des relations entre demi-anneaux réguliers et idéaux réguliers, nous

donnerons 1'énoncé suivant @

THEORIME 2, = Si on a & = 3

réguliery, que 1'idéal nucléaire I soit réguliers La condition est nécessaire $

=3 # ©, il faut et il suffit, pour que 6 spit

Si © est régulier, onvoit S+ re=S+rne = I ne s ce qui montre que S

est réguliers
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La condition est suffisante. Puisqu'on a 3 =3, Sy, I = SGLS T 5 quels que
solent v et e 4 il s'en sult 3 = 32 S re , doncy conformément & la remarque

3% re=rne .

COROLLAIRE, = En supposant 3 = Sd = Se £ o s il faut et il suffit, pour que 5
soit régulier, que tout idéal « # @ soit régulier.

6+ Mlpuissance.

Un éléneut a € 6 est dit nilpotent ou nilélément, s'il existe une puissance
a9 tel que 2% € 3 , Cette définition permet de refairela théorie du radical clas=

siquey celle du radical de Kdthe ainsi que celle du radical de Levitzki. On doit

cependant remarquer que pour les deux derniéres théories on devra supposer que ©

a uhe somme commutativee.

Nous reprendrons seulement quelques points de la théorie de Levitzki [5]e Un
idéal 2 droite (ou & gauche ou bilatére) est dit localement nilpotent, si un nome=

bre fini quelcpnque d'éléments de 1'idéal engendre un sous-demi=anneau nilpotent

(ctest-a-dire & le produit d'un nombre déterminé d'éléments du sous-demi=anneau

appartient toujours & S ). On a ce

LEMME. ~ En supposant que T s Ty s eesy T estoun systéme minimal d'éléments

ul engendrent un demi=-anneau non nilpotent, aucun des r. ne peut appartenir a
p 3 ] P Pp

S o En effet, si r, , par exsmple, oppartiont & & , lo myoberc

Ty ese s T engendre un sous-demi=-anneau non nilpotent, cary s'il y avait un =«
pour,lequel tout produit r]ri s avec O éléments, ot avec tous les iy choisis
dans 2 5 eeo 5 m appartiendrait & 3, le sous-demi~anneau engendré par les &lé=
ments Ty s Ty s eeo s T serait tel cu'un produit de o éléments appartiendrait

& 3 . Maintenant on peut démontrer la proposition qui va suivrcs

THﬁOREME e = Dans un demi=anneau commutatif pour la somme, la somme dec deux

idéaux & droite localement nilpotents, T et Ty s est un idéal 3 droite locale=

i
ment nilpotent ¥, Supposons que le théordme n'est pas vrale Alors il y aura dans

T un cnscmble fini d'éléments Ty 9 ees s T qui engendrent un sous-demi=-anneau
61 jouissant de la propriété suivante ¢ un cntier N , arbitrairement grand, étant

donné, il y a toujours un produit r‘ri ¢, (ij =142, eeey N), en choi=
j .

sissant convenablement les ij parmi les nombres 4 5 2 y ees 9 m o Si on pose
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r = rﬁi) + réz) s Ol ril) € T, s rﬁ?) € Ty (k=15 2y eea y m) 5 On vOit

k 1 2
que le sous-demi=annecau 62 , ongendré par los élémont rﬁl), ri n'est pas nil-
potent, car on a 61 < 62 o En supposant que {t1 s oee tq} est un ensemble pris

dans les ré}), (i =4, 2); avec la propriété d'8tre minimal, parmi ceux qui en=
gendrent des sous-demi=anneaux non nilpotents on désignera par S& le sous-demi~
anncau cngendré par les by s (=152 eee sy q) oDansles b, onne peut
pas avoir sculcment des éléments rki ou des éléments Ty ,>§ar les uns et les
autres cngendrent des sous-demi-anncaux nilpotentse On aura q = 2 o Les éléments

tz s eee 3 tq engendrent un sous-demi-anncau nilpotont 2, 3 on supposera

Zg €% , 0n a vu dans le lemme quo 'plé 3 5 d'autre part, t, est nilpotent, cc

qui permct d'écrirc ti €3, a>41 .Les éléments

(o<6<a;

S .
tl.nt 9 1022’3,."’0.;.;
nombre de facteurs dans 1< P =t ’

sont en nombre fini ct scront désignés avce Vo9 eee g Voo Comme tl s en particu-

licr, appartient 2 un des idéaux ¥, ou 7%, , tous les éléments K

(J=1 392, eeess), fxppartienn:nt 4 un tel idéale Lo sous=demi-anncau engen=
dré par les vj cst nilpotente D'autre part nous allons montrer que le mlme sous=
demi=anncau cst non nilpotente Dc cotte contradiction on conclut le théorémec. Si

fin enticr N' arbitrairement grand est donné, il est possible de trouver un produit
avec facteurs v, cn nombre supérieur &2 N' qui n'appartient pas a 3 + Prenons

N >N'(a+ p) + B ot posons P=t, et 4 3 ,Dans P, il ne peut pasy

N N
avoir plus de P facteurs consécutifs tous différents de tl 3 alors P aura la
6 6

forme suivante ¢ P = o, (ti& ...)(tl2 ess) see 3 O les élémonts de chaque paren=
thése sont nécessaircment des éléments v3 e Lo nombre X de tels vj satisfait
3 la relation

Xa +X(B-a) +(B=)ZN>W(a+p)+p ,
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d'olu résulte

X(o +# B) +p> W(a+p) +p ’
soit
X >m .

La démonstration précédente est due & LEVITZKI. La théorie du radical se pour=

suit des lors comme pour les anneauXe

7+ Idéaux premiers et m-systémess

Lo définition d'un idéal premier est donnée comme dans la théorie des anneauxe

I1 en est de mBme pour les m-systémes [6]e M est dit un m-systeme d'éléments
de 6 , siy en prenant a 4 be 6 , il oxiste x € 6 tel que axbe M o Nous ne
développerons pas les relations entrc idéaux premiers et m-systémes, car nous le

ferons pour les idéaux semi=-premiers et p—gzstémes, en employant des raisonne-

ments analogues [4]e

8, Iddaux semi-premierse

On dit que % ost gemi-premier, si pour chaque idéal a tel que a2 Cx s On

a a S = , Nous démontrerons les deux propositions qui vont suivre.

THEORRME i+ = En supposant % somi=premicry il faut et il suffit, pour que

a€ %, quon ait 6 S x , On voit tout de suite que la condition est nécessaire

Réciproquement, supposons % semi=-promier et en outrc 645 G x o Alors, on aura
(a)3 € 65 ’

done
() =(a)® (a)S65Sx
. 2 ¢ c
soit (a)*Sx, (a) Sz, acx,

THEOREME 2+ = Pour que % soit un idéal semi-premier, il faut et il suffit que

& PR ’ . . . .
aba € % cntralnc a € % o La condition cst nécessairc ¢ Si % cst demi-promicr,
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dc aSa S % on tire 6a65.5a6 S % 5, donec 6aS & x o Le théoréme antéricur donne

a € X o

s . . 2 .
La condition cst suffisante ¢ Si aSa & % cntralne a € %, alors o S x cntrai-
ne oS % e En effct, 1'hypothése o E %, en prennant a € a, ad x s donnerait

aba = (ab) a & cx2 € x o Alors, on aurait a € ¥ « I1 y a une contradiction.

REMARQUEs = De la définition d'un idéal semi=-premier résulte aussi la caractéri=
sation suivante $ Pour que % so0it semi-premicr, il faut ot il suffit que = soit

1'cnsemble réunion de tous les idéaux b, pour lesquels bg Sz,

Oe p-systémes .

Un p-systémc d'éléments est un cnsemble P avec la propriété que voicl ¢ Si
ceP, il oxistc x €6 tecl quc oxc€ P o L'cnsemble vide cst aussi un p-systémc.
Cotte définition ot lec théoréme 2 du numéro préeédent donnent immédiatement $ Pour
que 1'idéal % soit scmi=-premicrs 1l faut et il suffit que 1'cnsemble complémen=

tairc de % 4, en © , que nous désignerons par C(%) , soit un pesystémes

D'une toute autre importance pour les raisonnements ultéricurs sont les deux pro=-

positions que nous démontrcrons dans ce numéroe

THEOREME Lo = Si Py est un p-systeme ot ay un idéal qudl n'a aucun élément

dans F, , alors tout idéal maximal 1) , parmi les idéaux qui conticnnent % et

n'ont aucun élément dans Py est semi-premicre Les idéaux qui contienncnt % et

n'ont aucun élément dans P0 forment un systémec inductife Si, permi eux, 1 est
maximal, supposons F < 7y et ak 7 o Nous allons arriver & unc contradictions Si
ad 9, alors yc(a, 9) ot ce dernicr iddael aura des éléments dans Fy o En sup~
posant

::)_(ai-o»yi)ePo s

avec a; €A, y, €7, et en supposant de plus pxp € PO s on voit que

po:‘:Z_‘(a-i'l'yi)‘XO‘jz(aj +yj)=§:(aiX+yi X)'?(a:’ +xj)
‘?—(a X)Z(a +y)+>—(y r)z(a +7y;)
j
-l(za xa)+z(za Xy)+z(zy xa)+z(zy )
j
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se compose de termes appartenant & 17 sauf éventuellement 2 ( Z.ai xaj) e Ce
i3
dernier terme appartient & a? €9 o De cctte sorte pxp € Py » DpXp € Y contrdirancnt

au fait que Q)ebq ont unc interscction vide.

En vue des applications, nous donnerons maintenant la notion d'idéal semiwpromier
p ) i

minimal appartenant & un idéal « o =z scra un tel idéaly sl ona x 2 a et s'il

n'existe pas un idéal demi=premier x, pour leguel on ait x D % 2 a e L'exis=

tence de tels idéaux demi-premiers cst assurée par ce

THEORRME 2. = Pour que % soit un idéal somi-premier minimal appartcnant & «,

il faubt et il suffit que = soit un cnsemble d'éléments de 6 , dont le complémenw=

tairc est un pe=systéme C(%) , maximal parmi les p=systémes qui n'ont aucun élée

ment dans A o

La condition cst nécessaircy Soit % wun idéal semi=premier minimal appartchnant
& o o Lo complémentaire C(x) ost un p-systémes I1 ne pout y avoir un p=systéme
P tel que P> C(%) ot qui n'ait aucun élément dans o o Si le contraire était
vraiy en prensnt 3 2 a sans élément dans P 4 on aurait P S C(y) ot
C(9) o 0(%) , ce qui donnerait « €1 c % , soit unc contradictions

La condition cst sulfisante ¢ Soit % wun cnscmble tel que C(%) cst p-systéme
maximal sens élémont dans « , et considérons un idéal masdmal 2 a qui n'a
aucun élément dans C(x) o On aura C(x) S C(Y) o Mais 9 est demi=-promier, ot
C(9) cst un p-systémes Alors C&)=C(Y) ot == 17 o Ainsi 1'cnscmble % ost un
idéal somi=premicr qui contient o o I1 ne peut pas y avoir ﬁh tel que
9279, 2 4, avee 9 scmi=premier, & cause de la propriété de maximmm de

¢(9) = (=) »

Cela poséy soit @ un idéal quelconques Il y a toujours des idéaux semi=premiers
contenant & , par exemple ©2 « , Les complémentaires de ces iddaux semi=premicrs
sont des pesystémes qui nlont aucun élément dans @ o Si %2 a cst un idéal se=-
mi-premior et P 2 ¢(x) un p-systéme, maximal parmi les p-systémcs cul ntont
aucun élément dans o , on aura C(Pl) = = Sz, 0ot %, scra glors un idéal semi=
premicr minimel appartenant 3 <« pour lcquel %= 2 % 2 % o L'oxistence d'idéaux
semi=promiers minimaux aprartenant & « , dont nous avions déja parlé, sc trouve

ainsi justifide.
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REIMARQUEs = En fait, comme l'intcrsection d'idéaux semi=-premiers cst encore un

idéal semi=-premicr, on pourra dire ¢ Il y a un seul idéal scmi-premicr minimal

appartenant 2 a , ou encore ¢ Il n'y a qufun p-systémc maximal, parmi les

p-systémes qui nfont aucun élément dans 1'idéal donné,

i0. Relation cntre m-systémes ot p-sgstemose

Un m-systémc cst un p-systéme. La réciproque n'est pas vraies Pourtant on a @

THIOREME 4o = Pour qu'un cnscmble P soit un p-systémc, il faut et il suffit que

P soit réunion de m=systémese

La condition cst nécossaire ¢ Nous partons de P , supposé p-systéme, et prenons
Yy € P » Pour un certain 8y € 6, ona Yo So Vo=, € P ; puis pour un certein
'sl € 6 4 on aussi V8, Yy =V, € P, ¢t on pout poursuivrof La suite
{yo s Vg 9 ¥y s oo} est un m-systéme, car : ¥, sy Vg = Vg5 Yy 8,V F Va5
Yo S0 Yo 53 Yy = Y2 3 Vp 8y Ve = y3 3 vy Siy.z S5 ¥y = y3 s cbce On construit de la
sorte, on partant d'un élément arbitraire diun p-systéme, un m-systéme qui cst con-

teru dans celui~lds P est réunion dec m-systémese

La condition cst suffisantc ¢ On reconnait, de fagon triviale, que la réunion de

m-systémes ogb p-systémcoe

Soit maintenant 1°'cnsemble ﬂl=<{MaJdEA de tous les mesystemes contenus dans un
certain cnscmble B & 6 . Pour la relation d'inclusion, il s'agit d'un cnsemble
inductife Donc, il y a des m=systémes maximaux contenus dans B » On peut dire,
méme, que tout m=-systéme, comme M, s est contenu dans un m-systéme maximal. Si,
en particulicr, B ost un p-systéme, on peut éerire B=UM, = UM , (6e&C),

ol les MY sont des m-systémes maximaux qui conticnnent les Ma o I1 en résulte @

THZOREME 2. = Pour que l'cnscmble =& 6 soit idéel semi-premicr. il faut et il

suffit que =z soit l'intersection de tous les idéaux premicrs qui le contiennente.

La condition est ndccssaire ¢ Si % ost idéal semi-preomier, C(%) cst p-systéme.
Ona C(z) =U ML, ol les MY sont tous les m-systémes meximaux contenus dans
C(%) -« On a aussi ==10N C(M4) 3 et comme C(ME) ost un onsomble d'éléments dont le
complémentaire est un m~systéme maximal, parmi les m-systémes qui n'ont aucun &lé=
ment dans % , il s'en suit que C(Mé) = p¢ est un idécl promicr minimal appartenat

4 % o0cne x= pS s o0 pi parcourt tous les idéaux promiers minimaux dans les
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conditions indiquéess On peut dire aussi quc pé parcourt tous les idéaux premiers
contenant x , car chacun de ccs idéaux conticnt un idéal premicr minimal apparte-

nant & % o

La condition est suffisante ¢ Si =% ost 1l'intersecction dec tous les idéaux premiers

qui conticnnent % , il s'agit d'un idéal semi-promier.

14+ Idéaux fortement irréductibles, idéaux réguliers et idéaux semi=premiers.

On sait qu'un idéal premier est demi=premier ; alors on peut se demander un critére
pour qu'un idéal semi~premier soit premier. On dit que un idéal ¥ est fortement

irréductible, si l'inclusion a nbS b entrafne aS H ou bS b . La proposi=~

tion suivante est valables

THEOREME L = Pour qu'un idéal gomi=premior soit premicry il faut ot il suffit

qu'il soit fortencnt irréductiblee La condition est nécessaire ¢ Si % cst demi-

promicr ot premicry, de @ Nnb S % on déduit ob -z 4 donc a Sx ou b Sx .

“

La condition cst suffisante ¢ Si =x cst soﬁﬁvpromier ot fortement irréductible,
alors de ab & % on déduit (cnb)zgabgs, donec anb&zx,dow aSzx ou

bSx ,

THE?OR]?EME 26 = Un id8al régulicr cst semi-promicre Cela cst conséquence du lemme

sulvant ¢
LEMMEe = Si @ ost un idéal régulior, 1'inclusion rve S« cntralne v ne Sa,

Eneffet, ona rtne S(tya) n(a,e)=a+ (v, ).a, e) =1,

. 3 I ] £ 3 2 .
On rovient meintcnent au théorémce Si b cst régulier, de o &5 on conclut

ana=a$¥%H, cc quil carcctérisc Y comme scmi-premiere

2
THIOREME 3. =~ En supposant S = 3,
anncau scni=premiere Un demi=anncau est dit semi-premicry si son idéal nucléaire

=3 #® , un domi-onncou régulicr est un domi-

cst semi=premiere En supposant € régulicr et I = ‘.’Sd = SG # 9, on sait que S

est un idéal régulicre Alors le théoréme 2 montrc quc © ost scmi=premicre

12+ Los radicaux supérieur et inféricur dc Bacr.

La théorie des radicaux de BAER [2] peut &tre développée dans le cas des demi=

anneauxe



R4=i5

On désigne par idéal radical un nilidéal semi-premiere Si ona 3= &, il n'y
a pas dlautre idéal radical que S lui-mémes Si 3 # ©, il peut arriver que S

g0it semi-premier ; alors 3 est un nilidéal radical non vides Mais, en supposant

S # & non semiwpremier, 1'existence d'idéal rcdicsl non vide oot sosurde per la pro=

vosition suivante, s'il stesit d'un deoni-aancau connubebif povr la somme 3

THEORIME L+ = Dans le cas commutatif pour la somme, si PO est un p-systeme et
% &st un nilidéal sans élément contenu dans Py » alors tout le nilidéal maximal
oy 5 parmi les nilidéaux qui contiennent % et n'ont aucun élément dans Pb s est

un idéal radicale La démonstration peut se faire par un procédé analogue & celui

dont on a fait usage dans le n® 9, théorsme i.

COROLLAIRE. = Dans un demi=-anneau commutatif pour la somme, il y a toujours des

idéaux radicaux maximaux qui contiennent un nikidéal % £ .

En affet (toujours en supposant la somme commutative)y il y a un seul idéal radi=-
cal maximal contenant un nilidéal donné, lequel est d'ailleurs indépendant du nili=

déal en questions I1 s'agit de l'ensemble réunion de tous les nilidéauxe On écrira

my = Be et on désignera BS par radical supérieur de Baer.

L'intersection de tous les idéaux radicaux qui contiennent 9y a un sense I1
stagit d'un idéal Bi(cco) s qui est le saul idéal semi=-premier minimal appartenant
3 @« » L'idéal Bi(z) =B, s'appelle radical inféricur de Baer

Supposons Bi =3 , Alors, si on a b°S3 onaaussi bSS . I est la rdunion
de tous les idéaux nilpotents, ce qui entralne 1'¢égalité R =3, ol R signifie
lc radical classique de © + Réciproquement, si R = 3, alors S contient tous les
idéaux b tels que 9 ¢ s clest=a-dire 3 est semi-premier, ce qui entralne

Bi =3 o On peut donc direc : Dans un demi=anncau, pour qulon ait Bi =3, il faut

et i1 suffit qu'on ait R =13 , Les idéaux I, R, B, sont simultanément vides

ou non videss

13+ Une théorie du radical Bi °

Le radical Bi(a) s pour le cas a:#[Q s peut &tre obtenu de la facon suivantes On

désigne par radical d'un idéal b 1'ensemble 'B(b) de tous les élémonts x € ©

tels que tout pesystéme qui contiont x contient ausi des éléments de a o On a ¢
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THEORIME ke = Le radical B(b) est un idéal, précisément 1'idéal semi-premier

minimal appartenant & b o De la définition ci-dessus de B(b) , on conclut que

x € B(b) si et seulement si x n'apparttent & aucun p-systéme n'ayant pas d'élé-
ment dans b . S1 F, est un tel p-systeéme, comme tout P, est contenu dans le
seul p-systéme maximal Py qui n'a aucun élément dens b , il roviont au méme
dtécrire

x e B(b) ou x%PO .

Aors B(b) = C(PO) , et le théoréme est démontré,
Puisque tout m-systéme est un p~systéme, on en conclut que tout w=systéme qui
contient x € B(b) a des &léments dans b o Réciproquement, si tout m=-systéme qui

contient x a des éléments dans b , il en est de méme pour tout p-systéme, puis-

qu'un p-systéme est réunion de m-sytémese Alnsi, on pourra dire aussi ¢

THEORMME 24 - Le radical B(b) est 1'ensemble de tous.les éléments x € 6 pour

lesquels tout m=systéme qui contient x a des éléments dans b s

REMARQUES o

19 B(b) est encore l'intersection de tous les idézux premiers minimaux appar-

tenant & b o

20 si ona b= &, la définition de B(b) montre que B(b) =B(d) = ¢ .

14+ Idéaux complétement premiers et complétement semi=premierse

On dit que q est complétement premier, si la condition ab € q impligue

ae€eq ou beq.eOndit que y est complétement demi-premiery si la condition

2 s o
a €1 implique a €1y .

THEORRME 1. = Pour qulun idéal semi-premier 7 soit complétement semi-premier,

il faut ct il suffit que la condition ab € 3 cntralnc ba € § 4 [4]e La condition

est nécessaire ¢ SI 1 est complétement scemi-premier, en supposent ab € 9, on a

aussi baba € 1 , ctest-a-dire (ba.)2 €1 o Alors, ba €7 ,

La condition est suffisante ¢ Si 1) est goemi~premier ¢t si la condition du
théoréme est valable, prenons & e 0« On aura £eab S 17, donc aSa S 1 + Comme

7 est semi-premier, il cn résultc a € 1)
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REMARQUES o
1° Pour les idéaux complétcment premicrs, on a le méme théoréme que ci-dessuse

20 Tout idéal compldtement premicr cst premier ok tout idéal completement semi=

premicr ost seni=premicre
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