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Séminaire DURREIL~PISOT 21-01
(Algébre et Théorie des nombres)
l4e annde, 1960/61, n° 21 24 avril 1961

POINTS RATIONNELS SUR LES COURBES

par Georges POITOU

L'étude des points rationnels sur un corps k d'une variété abélienne A défi-
nie sur k met en évidence le groupe de Chitelet Hl(k s A) , dont les éléments
stinterpretent comme les classes d'espaces homogénes principaux pour A , définie
sur k , 1'élément O du groupe correspondant aux espaces quil ont un point ration-

nel sur k .

Supposons que k soit un corps de nombres algébriques, et considérons le sous-
groupe H de Hl(k 5 &) formé des classes d'espaces qui ont un point rationnel
sur chaque complété de k o Un point essentiel est le non-trivielité de H ; 1'erem-
ple d'un espace de classe non nulle dans H est fourni par la courbe

3x> + 4y + 522 =0 Qd'apres SELMER.

Le probléme abordé, meis non résolu ici, est de calculer le groupe Ak/ﬁAk s OU
Ak est le groupe des points de A rctionnels sur k , et m un entiers Ce groupe
se plonge dans le groupe S = Hl(k ’ Am) s et méme dans le sous—groupe M(l) de S,
formé des éléments qui se projettent dans H par la projection ncturelle de S
dans Hl(k s 4) . Ce groupe M(l est fini, et peut 8tre calculé. Si 1l'on désigne
par M'"’ 1la partie de S qui se projette dans B s on définit une suite
décroissante de groupes finis contenant Ak/hﬁk s et 1'on peut espérer calculer

ces groupes au moyen de certaines formes bilinéaires antisymétricues.

Ces groupes colncident & partir d'un certain rang avec leur intersection, dont

.L}.i.
k
ordres des éléments de H sont bornés, a fortiori si H est un groupe fini comme

on pourrait affirmer 1'égalité avec /hAk si 1'on savait, por exemple, que les

le bruit en court.

Ce texte suit de prés les idées de C.SSELS ([1], [2]) en empruntant cuelques
notions et des résultats fondamentaux & TATE et & LaNG ([6], [7]) .

1. Suite exacte fondamentzle.

Soient k un corps de caractéristique O , k sa cl8ture algébriques Soient A
une variété ahéliemne définie sur k , Ak le groupe des points de A rationnels
gur k , m un entier au moins égal 3 2 , Am le noyau de la multiplication par

m sur A .
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Le groupe de Chatelet Hl(k , A) est le premier groupe de cohomologie, pour le
complexe des cochalnes de type fini du groupe de Galois de X/k opérant sur A .
En notant encore avec l'indice m le noyau de la multip'icetion par m dans ce

groupe, on a d'arrés [6], p. 665, la suite exacte
(1) 0 - & fma. 2 wlx,n) Boml(x,a) — 0 .
¥k ? Tm S
Comparons la multiplication par m , par n , et par nm « La suite exacte
0= 4 — 4 S+ A — 0
m m n
implique d'eprés [6], proposition 3, p. 554, une suite exacto de cohomologie, qui

est compatible avee (1) en ce sens que le diagramme suivant o ses lignes et ses

colonnes exactes, ot est commutatif, comme on le vérifie sans peine @

LY. W W/ S — b /oh,

\ v ¥

‘ 1 1
(2) — Hl(x, A ) X SH(k, A ) LI -l

53
-

hd
~

1,0 1y m o LY
B (k , A)m_._____,H (k , A)nﬁ_.‘_.._.._,H (k , A)n

Une consécuence des propriétds de ce diagramme scra utiliisée plus loin 3 Soit
B un élément de Hl(k s A ) tel que mB eppartienne a 1'image de Ak/hAk H
1'image gB de B dans H'(k, A)nm domme O dans Hl(k s A)n , donc définit
un élément bien déterminé de Hl(k s A)m qui sera noté im;3. On vérifie

aussitdt s

PROPOSITION 1, = =" est un homomorphisme dans Hl(k ’ A)m de la partie de
Hl(k ’ Anm) dont l'image par m est contenuc dans hCAP/hAb) 3 =% est nul

2+ Accouplcmentse

Soit B la variété dusle de A , et [b, al = em(a , b) la forme bilinéaire
de Weil sur Bm X Am , 2 valcurs dans les racines de l'unité (donc dans k).
D'aprés LANG [5], p. 173, on a
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(3) b, al] = tD(mb , a) D(ma , b)“l

avec les notations suivantes : D est un diviscur de Poincaré convenable sur A xB;
a, b scont des O-cycles de degré O sur A , B respcctivement, tcls que

S(a) = a ’ S(b) = b s S désignant le somme (dans le gro=pc de la variété) des

points du cyclo ;3 D( , ) ost le symbole défini par LANG [5], pe 169

Soit alors a € Hl(k A ) sy BE i*]‘(k B ) 3 représentons—-les par des cocycles
(ao) N (b ) provenant d’uno extcension galon,su,nne finic K/ic contenant les
racines de l‘um.te d'ordre m ; nn sait ([4]) que Co v [b s 2 ] définit un
2=cocycle (cG 'c) du groupe de Galois G de K/k oplre n'b sur K s dont la

clagsse dans H“(G s K ) est indépendante des rcpréscntants choisis pour o et B 3
cette classe induit dans lc groupe de Brauecr Br{k) un élément qui scra désigné
rar B ud . _ _
Introduisons des eycles o, bo tels que o(ao) = a(i (bo) =bg,y ot
ct D(mcx , b ) sont
cohomologucs d'aprés 1'anticommutativité du cup--prodult conslderons quc l'ac-
couplement de Lang D(y , 3) ontre O=cyclcs dc degré O tols que S(py) =0

impliquec eussi pour lcs classcs dc cohlomologie galoisicnne un cup-produit qui

portons dens (3) 3 les cocyles définis par D(ma b )"

scra noté ®( , ) ; alors on a
(4) Bua =0me, b) 1-'(D(mb y @)

a ot b étant des cochalnes reprisentant o ct B au moyen de la sonme S dans

los O=cycles de degré O sur A ot B  respectivement.

Comparons avee l'accouplement de Tate [7]e Soit v un point do B = Ho(k s B)
représenté par le cycle » 3 O désignant lc cobord, la forme dec Tatc pout &tre

définic per
(5) T(a, v) = 0% , 0)

D'aprés (L), hv peut 8trc représcnté par lo cocycle (bc) avee bo = =y ’
ot mw =v ; si 1'on représ:nte lc point v par lec cycle m, on pout considérer

que hv est roprédsenté par Ow de sortcaque l'on a

hv vua = O(ma , Sm) t@(mém y Q) .
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En modifiant ceci du cobord de ®(ma , w) puis du cobord do 1.’(YJ((mm - ), a)

on égale hvua &
O(mda , w) b0 (méw , a)
puis a
o(m& , m) t@((n - 1) , da)
oty en remarquant que
O(mda , ) = @téa , o)° = 0(8a , mm)
ot d'eprés la réciprocité de LANG [5], théordme 9, pe 169, il vient
wua=0( , 0 «mno 0 , mo) =®(6a; D) =Tkga, v)

puisque le coeycle qui représente o représente aussi & .

PROPOSITION 2, = L'accouplement (4) est compatible avec cclul de Tate, en cc sens
que hv ua =T(gx, v) «

Examinons les rcletions avec le tableau (2). Donnons des élémonts Q€ Hl'(k ’ Am)
ot P e 1l (x s an) ; représcntons B par le cocycle (bo) , donc nf per lo
cocycle (nmb o) , ot o ainsi que xa par le cocycle (a o) « Los cup=produits
nfua et Puxx sont représontés par los cocycles de valours rospectives

o a
Om(at ’ nbo) ’ emn(a,u ’ bc)

meis ces doux expressions sont égeles d'aprés LANG [5], proposition 5, ps 190 ; d'ol
la regle

(6) npua = B uxa .

3, Dualité locales

Soit k wun corps p-adiquos Son groupe do Brauor s'idontific au groupc des
rctionnols modulo 1 par une application canonique 1 ¢ Br(k) — Q/% ; ccci
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pormet de déduire des accouplements préeédents des propriétés de dualité au sens
do POITRIJAGIN, En effct, TATE [7] a &tabli quo la forme T met on dualité les
groupos A /uh ot nlex , k)« Désignons par M 1'imago do Ay /wh  dans

LY

Hl(k , Am) =5, M ot S &tant reletifs 2 la veriété duale. Le propostion 2

implique alors ¢

PROPOSITION 34 = La forme (4) sur § x 8 est nulle sur ﬁxM; si a €8 ot
B ua =0 pour tout ﬁeﬁ,alors a€eM,

Avortisscment. = Soit désormais k wun corps de nombres clgébriquesy et k= son
complété pour la valour absolue rclative 2 1'idéal premier (ordinairc ou 1'infini)

P 3 on notcra jP 1t'injection dec k dans kp , ainsi que los applications cano=-

3
niques qui s'ecn déduiscnt.

4. Divisibilité localc ct globale.

Faisons 1l'hypothése B CB .

Soit y un élémont d'ordro n do B_ o Soit o un élémont do Bk , 4) ,
représenté par un cocycle (ao) o S'il eoxiste P dans Hl(k s A) tel que mp=a,
il oxiste un cocycle (b o) tel que mbU =a_, ct inversemonte On dit alors que
o ost divisible par m sur k o Supposons qu'il cn soit cinsi localcment, c'ost-

a-dire quo, pour tout p , jp(a) soit divisiblo par m sur kp .

, o
w3 A a 1 ~1a - ! = » - t P | P t
Fixons dans 4 des bl tcls que mb! =8 ; ly » B @ By = b J
définit un 2~ cocycle & valcur dans lc groupc E_ dos racines n-idmes de 1l'unitéd
dens k , donc aussi un élément do Br(k) qui nc dépend que de Yy ot que nous

notcrons b(Y) .

.LEMME. - Pour que o sgoitdivisible par m sur k , il faut ot i1 suffit que
b(y) =0 pour tout y e B e

PREUVE, = D'aprés lo théordme 90 do Hilbort, H (B ) — H°(E) ost uno injoctions
done b(y) =0 ontrafne [y, bd' =Dbt «b'9=qd /A d° avoc des 4 _€ E_ o+ Soit
, ot o T ot O T o} n
V  une basc du groupe abélicn fini Bm o Commc lea forme de Weoil cst non-dégénéréo,
il existo un c_ €A tol que d = [y co_] pour y €V , donc pour tout
Y €B .« Posons b =Dl =c . L'hypothése Y € B, entraine

a1 o
[Y’bo-c"bo'br]"o
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pour tout y € Bm , done (bo) cst un cocycle ot a ost divisible par m sur k o
Ce lomme étant &tobli, romarquons cquc lo nullité d'un Slément de Br(k) résulte

do sa mullité locale, d'cprds un théordme de HiSSE ([3], ps 72) 5 donc @

PROPOSITION 4. = Sous 1l'hypothésc que les points de Bm sont retionnels sur k ,
la divisibilité par m d'un élément a de H (k s A) dons cc groupc équiveut 2

le divisibilité por m , pour chaque p , dc j (¢) dans H (k s A) o

COROLLAIRE, = S1 H ost le sous=-groupec de H Lix s A) formd des o tels quo
Jp(@) =0 pour tout p , H ost contonu dans mAt(k 4 A) (sous 1'hypothdso
B CB )

50 Finituge_.

PROPOSITION 54 = S1 o € H'(k , &) , on e j,(@) =0 si p vérifio los con-
ditions suivantes, qui nc comportent qu!un nombrc fini d'excceptionse

1° p nc divise pas m e

2° La réduction dc A modulo p est non-dégénéréo.

30 K 4tant une oxtension finic de k ol o sc décomposc, p n'est pas ra=-
mifié dans K o

PREUVE ¢ = Théoréme 1, coxolleire 1, de (61, pe 6764

COROLLATEE 1. - Si P e H(k, 4 ), 3,(8) < nlhy fwh, ) evoe un nombre £ind
P

d'exceptionse

COROLLAIRE 2. = S1 pe H (k y A ) et mg(p) e H, do sortc que I (B) est
défink (au scns de la proposition 1, cn remplagent k par k ), on a fn(p) =0

avec un nombre fini d'coxceptionse

6, Dualité globalce

Donnons aquelques définitions ct notations rclatives 2 la variété A ; los notions

correspondantcs rclatives 2 la variété duale B = £ scront affoctdos du signo R
s=Hk, A ), M=h( /)
-yt i
SP—H(I{P,Am), Mp-h(A AnA )
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JS = produit direct rcstreint des groupcs S_  relativement cux sous=groupos

M , clost-a~dire groupe des "veetcurs" (s.) dont la p composcnte appartient

2 S_, ot presque toujours {ctest-d~dire avec un nombre fini d!oxecptions) 2
MP o |
Py = image neturcllo de S dans Jg (cfo cors 1 de la proposition 5)

cnscmble fini convenable de diviscurs premicrs

E =
Tg= T s « T, Pi=Pgnly .
PEE PEE

Adoptons aussi les notations suiventes [3] ¢

U_ = groupe des unités peadiques

d
L o

= imege naturelle de k dcns Jk
= Pk n ii
= groupc dos ideéles de k

= 7 k& x 11 U
peE P o P
W T KM T v,
pee P pég P

Tr!

o
W K

Définition d'un accouplement globale = Soit & = (Sp) un veetcur de JS ’

§ = (gp) un vecteur de J§ « Posons

(7) Co(s s 5) = ;:ip(sp U sp)

ol iP : Br(kp) — Q/2 est 1'apolication canonique notée dens [3], pe 99

Pp
Pour cette forme bilindeire sur J, % JS s i1 y a orthogonalité ontre P, et

S S
Pq 5 puisque le somme des invarionts d*un cocycle globel ost mulle ([3], ps 100).

Pour montrer que P, est exactement 1'orthogonal de PS , suivons CASSELS [2],
proposition 20,

LEME (a)e = Sous 1'hypothésc 4 ch , S s'idontific cu groupe des 2-classos
de cohomologic symétriques du groupc Km opérent trivialcmont sur k*,, par lo
correspondcnce suivonte ¢ a € S cst représonté par le cocycle (a2 ) 3 pour tout

X € Em s [x ao_] cst de la forme G(X)O"L avee O(x) e T, ot 6(x +y)/6(x) &(y)

donne le R~cocycle symétriquce
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LEME (b). = Pour presque tout p, si & €S, pour quc a EMP s il faut ct il
suffit que o soit associé & un R=cocycle de le forme précédente, cvee

vp[e(X)n) =0 .

PREWVE do (e)s = [x, a ] aéfinit d'oprés A c 4 un cocyclo 3 valours dans
k¥ , qui cst un cobord d'aprés le théoreme 90, ctc. Pour tout groupe H , od Km
a * *
opérc trivialement, notons W(H) = stym(ﬁm , H) 3 on a done S =W(k) , Sp = W(k p) .

PREUVE do (b).

1°8i ae MP est roprésenté par (ao) avee a = b -b, mbe Ay 1'ox~

) P
tonsion k (b)/k  ost non romifide d'aprés [6], proposition 9, p. 673, sous lecs
conditions' 1° ot 2° do lc proposition 5. Comme 6(x)" € k¥ ct. 6(x) € k_(b) (car
B(X)G—I' =1 chaque fois quo o = 0, clost-a=dirc b%=1b ), v [6(x)™ ] ost un

multiple de m qu'on peut annuler p'r un eutre choix de 6(x) .

2° Inverscment, soit K 1lc corps obtenu cn adjoignont 2 k  tous les . 8(x) H
lc condition vp[e(x)m] = 0 impliquc quo P cst non-remifié dons K/k $ mcis A
cst décomposé por K , done go aussi ot d'aprés [6], corollairc 1 du théordmo 1,

pe 676, ga cst d'ordre 1 sur kP , donc « eMP .

CORBLLAIRE du lemmes = Si E contient lcs p qui divisent m ot qui dégéndrent
1o rfduction do 4 Ji = w(:ri) ct Pg = w(P?'{) s puisque MP = w(Up) si p&E .

LIME de CHEVALLEY ([3], pe. 411)¢ = I1 oxistc un cnsemblc fini E! de diviscurs

promicrs, tel que, si E > E! , Ji’n n Pi ~ (Pi)n .

(OROLLATRE, ~ La rostriction do Jg ou produit I 5, est biunivoque sur Py 3
B _
cor si J (s)eM pour pE ot j{s)=0 pour peE , alors B(x)" ey
Po\m *m P m E,m PE P
pour p€E ot 6(x) €k  pour p €E, donc 6(x) € J>" n P done
o(x)" e (Pi)m s ce qui cntrainc s =0 si los racines m-ilmes de 1'unité sont
~ "

dens k , cc qui est unc conséquence des hypothéscs Am c Ak s Am c Ak quec nous
assumons désormais.

Fin dc la démonstrotion. = Soit s = (Sp) un élément do J, orthogonal & Py j

choisissons un cnsemble fini E qui contiocnne les diviscurs &.1'infini, lcs divie-

scurs de m , les diviscurs qui dégénércnt la réduction de A , los diviscurs do
l'ensomble E' du lemmo de Chevelley, ot les p tels que Sp ¢ Mp .
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L)
Co induit une forme bilindairc sur lc produit de m s par ﬂSp H P}é se
E E
plonge dons le dual de T ép , tout ¢n ennulent P}é’ 3 pour prouver quo c'en cst
E
cxactement 1'annulatour, il suffit de compter, ot dc montror quo

' B By _ A
(8) Card(Pé) Card(Fg) = Cardg 5,
ctost-a~dire

[Card "(PE)]z 7 Goxd (k] *)
ou cncorc

2 n
[Pi : (Pi)n] =g[k¥3 :-k;] pour n #0 mod p 3

ce qui résultc des calculs de Chevalley (loco citeto)s

i

PROPOSITION 64 w Par la forme Cy sur JS x Jg Pg cst 1'orthogonal do Tg »

Autrcement dit, J SADS s'identific au ducl do 5.

Ceci est obtenu sous les hypothéscs Am c Ak ’ Em c Kk 3 pour s'en libérer, 11
suffirait de le faire pour 1'égalité (8).

7+ Groupes intcrmédiciress.

Définissons M(r) =Sng tu ™1 4) , Cos groupos do S décroisscnt 3 partir de
M(l) qui est fini ([6], pe 681.-s2), et conticnnent tous M = A /mA

On peut définir sur M(r) x M(r)

M(r)

une forme bilindairc Cr de la fagon suivente ¢

S5i a € s d'aprés le corollairc dec lo proposition 4, @ = n" A avee
Aenl(, & r4p) s ot mghe H , donc z;‘)‘(x) ost déi‘ini ot égal & g(p) pour un
1 * LIPS - ! 3 ¥ -~ & Fal )
cortain p, € H (kP s Am) ; d'eutre port, si a e M\*/ jp(a) ha.p avec apE Akp.o

D'aprés la proposition 2, on a

i?) 2:. T( 2?;}\) Zi(,} &Upp)

ces sommes étant finies d'aprés le corolleire 2 de la proposibion 5 ct la proposi-
tion 3. On pout noter 1'cxvression (9) ¢ F(& , A) &
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Jo dis quo, si dei**’ , F(& , A) nec dépend pas vraiment de A, mois sculemab
de m* A =a o I1 suffit de prouver que F(& , A) =0 si mr A =0 , Dons co ces
A provient (cu scns du tebleau (2)) d'un élément 6 de H (1«: , r) , de tolle sorte
que g0 = g\ o De plus, de M( implique & = m ™l 8 avee gee H pour tout p,
il extste &_ tel que jp(e) = h(’wp) , donc aussi j (oz) = h(c. ) 3 si 1'on choisit

cet 8P pour éerire (9), on trouve
® L)
F@,N =xi T4 ,j @@ =3x1(; Buj e6)==x1i 6ub)
(@, » (P,Jpg P(Jp 3, pjp(
P P P
ce qui cst nul comme sommc des invoricnts d'un cocyele globel.
]
Ainsi (9) définit unc forme bilindaire Cr(& , a) sur ﬁ(r) x M(r) R

M(r+1)'Jors a“mr)\, avee gA € H , done
5, er=0, Zm)\.-—O,donc C(&,a) =0 .

Supposons mcintenont a €

Réciproquemcnt, supposons que o € M( r) et que C (& , @) =0 pour tout

& e M( r) o Utilisons la régle (6) avee n=m" =L, On trouve, avee los notetions
précédentes
c.@, a)-—Zi (j 6 uKp)
D P
done 1'hypothésc ot la proposition 6 entrcinent 1'existence de p € Hl(lf A )

o’
tel que g(xp) j g(p) 3 meis elors, quitte 3 remplacor A par A= W, on

trouve JP g)\ O,donc gh €l ot aeﬁrl

PROPOSITION 7. = Sous 1'hypothéso A& .C A , £ c 4, » lo forme bilinéairc c.
m
étant définic por (9) sur ﬁ(r) X M(r s le sous=groupe des o € M(r) tcls que
Cr(& »@ =0 pour tout o e filr cofncide avee M\FYL/ |

Pour se libérer des hvpothéses de rotionclitd, il suffirait de le f:rire pour
lo proposition 6.

84 Cag des jacobicnnese

Si A ost unc jacobionno, cllc s'identific & A ([5], th. 3, p. 156) do sorto
que si a cst lc point de £ associé a un point a de A , on a 1'idontité

klO) & ; el=1
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d'gprés [5], proposition 7, p. 191. Il ¢n résudte le lemme suivent

LEME, - Si o ot B cppertioment & E (k, 4) , Tup=Pua.

En offet, représontons @ ot [ par des cocyclos (2 o) s (b c) s lo terme
N o) - N
de gouche cst ropréscnté par [e 5 ? bz] s cohomologuc & (= 7 ? b 0] L d'apres
. g .
1'antisymétrio du cup-produit ; mais ceci, d'aprés (10), égale fﬁa ’ a,c] qui

roprésente lo terme de droites

e s N r
Tn utilisent la regle (6) ave¢ n =m 4 on trouve

a - .l ‘5‘\' i
Cr(a A ) glP(JP U%HP)

ovoc des notations du paragrepho 7 et m' A= a. Comme g(xp,p) = g(jp A ,ona
Hhg = jp A= )"P avee g(?\.P) =0
de sorte que

A L)
C(d, a)=2xi[j Au(i A=
Dans le cas ob A est une jacobicmne, calculons Cr(a' , @) cn romorquent que
X U\ =0 d'aprés la proposition 3 ct que (ij=- Xp) U (jP A - )? =0 d'eprds
1c régle (6) cppliquée av multipliceteur m o Il on résulte que 2Cr &, a) cst la

somme des inveriants du cocycle global A U A, donc cst nul ; per suitec, lecs

formes Cr sont antisymétriques, au moins si m cost impair.
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