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Séminaire DUBREIL-PISOT 17-01
(Algdbre et Théorie des nombres) '
14e année, 1960/61, n° 17 10 avril 1961

COEUR D'UN MODUIE, II.

par Robert CROISOT

Cet exposé constitue la suite de celui que L. IESIEUR a fait, sous le méme titre,
3 co Séminaire au début de l'année scolaire (Cf. L. IESIEUR [7]). La plupart des
résultats contenus dans les deux exposés ont été résumés dans une note aux Comptes
Rendus de 1'Académie des Sciences (Cf. L. IESIEUR et R. CROISOT [9]), note qui se~-

ra développée dans un mémoire en cours de publication.

Mon but est de préciser les propriétés du coeur d'un module satisfaisant seule-
ment & la condition (1) rappelée plus loin, et notamment celles d'une famille de
sous-modules du coeur, les sous-modules que nous appellerons sous-modules fermés.,

Jtutiliserai ces propriétés pour préciser, dans le cas du coeur, la structure de
1'ensemble ordonné des sous-modules compléments, probléme examiné par A. W. GOIDIE
dans le cas d'un module quelconque satisfaisant 3 (1) (Cf. [4)), et je donnerai une

application aux anneaux dont 1'idéal singulier est nul,

Dans tout ce qui suit, on considére un anneau A unitaire, mais non nécessaire-

by

ment commutatif, et un A-module & gauche M unitaire. Le module M est supposé

vérifier la condition suivante s
(1) Toute somme directe de sous-modules de M est finie.
C'est ce que A. W, GOLDIE appelle un module de dimension finie,

Le condition (1) est en particulier vérifiée pour les modules irréductibles (ceux
dans lesquels le sous-module nul est Na-irréductible) que A. W. GOIDIE appelle
modules mniformes,

1. L'ensemble ordonné des sous-modulcs compléments de M ,

La condition (1) entrafne que chaque sous-module de M contient un sous-module
irréductible, et ells est équivalente & la condition suivante

(") L‘enveloppeAinjective E de M est somme directe d'un nombre fini d'injec-
tifs indécomposables.

On a plus précisément s
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PROPRIETE lel, = Le nombre maximum de composants d'une somme directe de sous=mo=-

dules de M est égal au nombre de composapts d'une représentation de l'enveloppe

injective E de M comme somme directe d'injectifs indécomposables.,

C'est ce nombre n que A. W. BOIPIE appelle dimension de M, et qu'il note
dim M .

On a, pour tout sous-module N de M, dim N dim M ; la relation dim M= 1
équivaut au fait que M soit ir:éductible, et la condition dim N = dim M pour
un sous-module N de M signifie que N a une intersection non nulle avec tout
sous-module non nul de M, c'est-a-dire que M est extension essenticlle de N .
On voit facilement que, pour deux sous~-modules Nl et N2 de M dont 1l'inder-

section est nulle, on a

DEFINITION 1.1, = Soit N un sous-module de M, et soit K un sous-module de
M pomr lequel K nN=0, K étant meximal pour cette propriété. K sera appe=
1é un sous-module complément relatif de N , et on appellera sous-module complément

un sous-module K , pour lequel il existe un sous-module N dont XK soit complé-
ment relatif,

Pour tout N , le théoréme de Zorn affirme 1'existence d'au moins un complément
relatif,

Les sous-modules compléments de M ne sont pas autre chose que les aous-modules
qui n'ont pas d'extension essentielle propre dans M . En effet, si K est complé-
ment relatif de N, et si P est extension essentielle de K dans M, on a
PnN=20, d'ax K=P.Réiproquement, soit K un sous-module e M sans ex=-
tension essentielle propre dens M . Soit N wun sous-module de M complément
relatif de K . Si K n'était pes complément relatif de N , i1 existerait Po K
avee P nN=0; mais P serait extension essentielle de X ear O £U CP et
UnK=0 entrafneraient K n (U + N) = 0 (car 1n somme K + U + N serait di-
recte) cpntrairement au fait que N est complément relatif de K .

PROPRIETE 1.2. ~ Soient M un module de dimension n s N un sous-module de M
et X un complément relatif d¢ N . Ona dim N + dim K= n , et il existe un

sous-module complément P tel que Po> N et dim P=dim N ,

En effet, M est extension essentielle de N + K , car si on a, pour un sSous-
module Q de M, (N+K) nQ=0, onen déduit Nn(K+Q) =0, d'oa { ck,
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par meximalité de K, et Q = 0 . Par suite, dim N + dim K = din(N + K) =n .
Soit alors P un complément relatif de K qui contienne N (théoréme de Zorn)
Ona dimP+dimK=n=din N + dim K, d'ch dim P=dim N ,
DEFINITION 1.2, - On appelle sous-module fondamental de M wun sous-module irré=-
ductible qui est en méme temps un sous-module complément.
Il en existe d'aprés la propriété 1.2.

On peut rattacher la condition (1) & une condition de chafne portent sur les
sous=modules compléments. On démontre en effet la propriété suivante

PROFRIETE 1.3. - Pour un A-module M unitaire, la condition (1) équivaut & la

condition de chafne ascendante sur les sous-modules compléments.

M étant de dimension finie, on a plus précisément la propriété suivante s

PROPRIETE 1.4, Si n sst la dimension de M, une chafne de sous=modules complé=

ments a au plus n termes.

I1 suffit d'établir que, pour deux compléments K et K' , les relations
dim K = dim K' et K> K' entrafnent X = K' ,

En effet, K est extension essentielle de K' , et KXK' est sans extension es=-

sentielle propre dans M, d'ou K = K' ,

En particulier, il existe des sous-modules compléments maximaux, et on voit
qu'ils sont de dimension n - 1 et que ce sont des sous-modules Nn=irréductibles

minimeux 3 il existe aussi des sous-modules compléments minimaux, notamment les
sous-modules fondamentaux,

~ THEOREME 1.1. - Soit n 1la dimension de M . Tout sous-module complément K est
intersection d'un nombre fini de compléments maximaux. Chaque représentation de K

comne telle intersection sans éidment superflu a un nombre de termes égal &
n - dim K ,

Soit N un sous-module dont K soit complément relatif, La dimension £ de N
est n - dim K , Par suite, N contient une somme directe de £ sous-modules ire
réductibles Up s Upy eee, U

Posons

V.=K+ 2 U, pour i=1,2 L.

o

’ se e ’
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Soit W, un complément relatif de Ui qui contienne Vi . Ona dim wi =ne=1

et, par suite, W; est un complément meximal.

On a donc

W,on (U1 + Uy + een + UE) = (w1 n Ul) + (U2 + eee + UB) =Ty + oee + U ,

d'aprés la modularité du treillis des sous-modules de M, puis
(w2 n wI) n (U1 + Uy + een + Uz)

= W2 n (U2 + eeo + U/?,) = (W2 n U2) + (U3 + eee + UE)=IJB+QOO+U£.

et ainsi de suite, d'oh finalement

W, N eeen wi) n (U1 4 eee * UE) =0 .

2
11 en résulte

car N est extension essentielle de U1 + see + UE .

Mais K CUWp Nne.. W, d'o K=W n.on ¥, d'aprés la moximalité de K

pour la propriété de Kn N=0,

De plus, si K est écrit comme intersection finie de compléments maximaux sans
é1lément superflu, ceux-ci étant  n-irréductibles, une propriété classique des
treillis modulaires montre que le nombre de termes d'une telle représentation est

fixe, donc égal 3 £ =n - dim K .

Une question se pose alors d'une fagon naturelle, celle de la réciproque du théo=
reme 1.1 : une intersection finie de compléments maximaux est-clle nécessairement
un complément ? Cette question a été posée par A. W. GOIDIE. En fait, la réponse
est négative dans le cas général comme le montre 1l'exemple d'un Z-module Z x Z/(2)
(od Z est 1'anneau des entiers et 2/(2) le corps des classes résiduelles d'en~
tiers modulo 2 ) qui est de dimension 2 et dans lequel les sous~modules engendrés
par les €léments (1, 0) et (1, 1) sont compléments relatifs du sous-module
0 = Z/(2) sans que leur intersection soit un Sous~module complément,

Nous verrons plus loin (§ 3) que, si 1'on se limite au coeur C(M) du module M ,
la réciproque du théoréme 1.1 est valable. Elle 1l'est par suite dans les modules qui
coIncident avec leur coeur.
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Une outre qusstion, posée por A. W. GOLDIE, est de savoir si tous les compléments
minimaux sont des sous-modules fondamentaux. Ce probléme reste ouvert. Plus géné=-
relement, les chafnes moximoles de sous-modules compléments de M ont-elles pour

longueur la dimension de M ?
2. Le coeur de M,

Reppelons d'obord la définition et les propriétés de l'anneau associé & M 3 on
considére l'enveloppe injective E de M qui est somme directe de n sous-moduls
injectifs indécomposables, Soit p le nombre de types distinets de ces sous-

modules, soit {I} } 1'ensemble de ces types, et soit k, (i=1, 2,.., p)
1£i<p
le nombre de sous-modules de type Hi . On représente par B l'anneau des endo-

morphismes de E , par J 1'idéal de B constitué par les endomorphismes B tels
que Ker B soit essentiel dans E (1)c C'est 1l'anneau quotient ®/J , que 1l'on
notera S , qu'on appelle anneau associé & M . le théoréme suivant résume les

propriétés de S (2) 0

THEOREME 2.1 o - Liapneau S est semi-simple. Pour qu'il soit simple, il faut

et il suffit que p= 1, c'est-d-dire que M soit isotypique. Pour que S soit

un corps K , il faut et il suffit que n =1, c'est-d-dire que M soit irréduc-

tible. Dans le cas général, S est le produit de p anneaux simples, chacun

d'eux étent isomorphe & l'anneau IV&{ (Ki) des metrices carrées d'ordre ki a
i

coefficicnts dans K > K désigne le corps associé & une composante irréduc—
tible de E de type i

DEFINITION 2.1, - On appelle coeur du module injectif E , et 1'on désigne por
C(E) 1le sous-module intersection de ceux des noyaux Ker B des endomorphismes

de E qui sont essentiels dans E
) C(E) = ﬂ Ker B .
peg

I1 existe une relation intéressante entre C(E) , 1'ensemble C*(E) des éléments
non uls x de E tels que l'onnulateur 0 °, x de x dans A soit maxinel
et l'epsemble C'(E) des éléments non nuls x de E tels que AX soit un modue
le irréductible. Cette relation permet de préciser quels sont les é1léments de CE),

(1 0 . ' .
) On montre que J n'est autre que le radical de Jacobson de B .

2
(") Sans aucune hypothése sur M S est un anneau régulier au sens réguli
. a a ¢gulier
de Von NEUMANN (Cf. P. GABRIEL [2]): i i
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PROPRIETE 2.1, = Ona C (E) =C(E) nC'(E) .

En effet, on a C*(E) CC(E) .Soit x#0 tel que O ', x soit maximal, et
soit B un endomorphisme de E tel que Ker § soit essentiel dans E . Si on
avait x ¢ Ker B, c'est=d-dirc xB# 0, il existerait aeh telque ax# 0
et axe€ Ker B, soit axp=0, d'ar 0 ‘. xcO ° xp, ce qui contredit la
maxinclité de O %o x &

D'autre port, on a C*(E) gC'(E) « Soit x e C*(E) . 81 Ax n'était pas irré-
ductible, il existerait a , b€ A avec ax# 0, bx #0 et Aaxn Abx =0,
L'homomotphisme de Aax ® abx dans Aax défini par rax + r’bx - rax pourrait
étre pfolongé 4 un endomorphisme B de E ., On aurait alors axf=ax # 0 et
bxB=0, d'od xB#O0 et O °.x cO ', xB ce qui contredit la maximalité de
0 ex,

Finalement, on a C(E) n C'(E) < C (E) . Soit x €eC(E) nC'(E) . Si 0 ° x
n'éteit pas meximal, il existerait y £ 0 avec 0 °, xc 0 *, y, d'ol ae€ A avec
ax £ 0 et ay=0 . Mis E(Ax) est indécomposable et facteur direct dans E j
E peut donec s'éerire E = E(4x) o F . L'homomorphisme de Ax @ F dans E défini
par rx + £ »ry peut &tre prolongé & un endomorphisme fp de E , On a alors
Fc Ker B et axe Ker p ; donc Ker p est essentiel dans E , et xe€ Ker B ,

ce qui entrafne xp = 0, c'est-d-dire y = 0, d'ol une contradiction.

Soit E = E,0E) ® cce@ B wne représentation de E comme somme directe d'ine

jectifs indécomposables. On peut derire tout x € E sous le forme

X=X1+X2+... +Xn

avee x; e B (i=1,2,...,n)

THEOREME 2,2, - Pour que x € C(E) , il famt et il suffit que 1'on ait, pour tout
i, %=0 ou x; € c*@E®) .

La condition est évidemment suffisante. Montrons qu'elle est nécessaire, Supposons
x € C(E) et X # 0 . Puisqu'on a x; € C'(E) , il suffit d'établir X, € CE) .
Supposons, por exemple, i =1 . Si on avait Xq #£C(E) , il existerait 7 avec
X, B# 0 et Ker B essentiel. Soit 1'endomorphisme de Axy @Ez @ eee @En dans
E défini par aXy + €5 + .0 0 SaX, B Prolongeons-le & un endomorphisme p!
de E , Ker B! est essentiel, car il coupe E, ( Ker G étant essentiel coupe
Axll),Ea, eoe s B o Onadone xp'=0, d'ot x, p' =0, Mois on a
X, p=x Bt ce qui contredit 1l'hypothése faite,
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COROLLAIRE, - Pour que C(B) soit non nul, il feut et il suffit que C (E) soit

non vide,

Pour que C(E) solt essentiel dens E , il faut et il suffit que, pour tout i,

il existe x; € Ei avec x; € C &) .

Pour que C(E) =E , il faut et il suffit que, pour tout i et pour tout

*
. e )
x; € B, tel quo x, £ 0, on ait x, €0 E)

Par exemple, si A est noethérien & gauche, on a C(E) # 0 . Si le sous-module
singulier J(M) de M (3) est nul, ona C(E) =E .

Désignons par 9 €S la classe modulo , de ¢ € 8, et posons, pour tout
xeCE), x¢p=xp.L'élément x¢ aoppartient & C(E) et ne dépend que de ¢

On démontre le théoréme suivent

THECREME 2,3, - C(E) est un S-module & droite semi-simple ; si A4 est commu~-
tatif, ece S-module est monogéne. Si M est isotypique, C(E) est un espace vec~
toriel sur K ; s1 A est commutatif, cet espace est de dimension finie, de

dimension 1 si M est en particulier irréductible,

Par contre, or peut donner des exemples o M est irréductible sur wn anneau
non commutetif et o C(E) est de dimension supérieure 3 1 et méme de dimension
infinie,

Le coeur de M se définit & partir du coeur de E .

DEFINITION 2,2, - On appelle cosur du module M, et 1'on désigne par C(M) 1le
sous-mnodule C(E) n M,

Le théoréme suivant étend au cas général le théoréme 3.3 de L. IESIEUR [7] énoncé
~dans le cas o M est isotypique.

THEOREME 2,4, - I étant wn sous-module de M, pour que l'enveloppe injective
E(M/I) soit somme directe d'un nombre fini d'injectifs indécomposables qui soient

tous de 1'un des types I (i=1,2, .., p), il faut et il suffit que 1'on
ait

I=MnKer f N ese N Ker pq

oh les f (i=1,2, ..., q) sontdes endomorphismes de E ,

. (3) J(M? est l'énsemble des x M tels que O °, x soit un idéal & gauche de
A , essentiel dans A (Cf. R, E, JOHNSON et E, T, WONG [6])., -



17-08

On en déduit immédiatement

THEOREME 2.5, - C(M) est l'intersection de tous les sous-modules N de M
essentiels dens M et tels que l'enveloppe dnjective de M/N soit somme directe
d'un nombre fini d'injectifs indécomposables qui soient tous de 1'un des types
Hi (i=1,2, cev, P )

Ce théoreme est naturellement valable aussi quand on remplace M par E ,

3, Les sousemodules fermés de C(M) . Application au probléme du paragraphe 1.

Définissons et étudiens d'abord les sous-modules fermés de C(E) , E étant

toujours 1l!onvoloppe injective de M .

Pour tout sous-ensemble hon vide X de C(E) , désignons par 0 .* X l'cnsemble
des ¢léments de S qui annulent X ; pour tout sous-ensemble non vide T de S,
désignons par O *, T 1'ensemble des éléments de C(E) annulés par tout élément
de T . Les applications X -0 .°X et T -0 °, T définissent une correspon=
dance de Galois (4)., Ies sous-ensembles fermés du A-module C(E)  sont des souse

modules que nous appelons sous~modules fermés, et les sous-ensembles fermés de S
sont des idéaux & droite de S que nous appelons idéaux & droite fermés.

Démontrons le théoréme fondamental suivant

THEOREME 3.1. - Les idéaux & droite fermés sont tous les idéaux & drdite de S
contenant S, =0 .° C(E) . Ils forment un treillis modulaire complémenté de lon-
gueur finie inféricure ou égale & n et il en est de méme de l'ensemble des sous=
modules fermés de C(E) , les deux treillis étant duaux l'un de l'autre, Pour que
ces treillis soient de longueur n , il faut et il suffit que S, =0, c'ost-d-
dire que C(E) scit essentiel dans E ,

Soit I wun idédal & droite de S contenant SO « Bn posant F=0"°, I, il faut
éteblir I=0,°F , L'anneau S étant S semi-simple, I est la somme de S,
et d'un nombre fini d'idéaux & droite principaux El Sy eee Bn S o Etablissons

la propriété par récurrence sur n .
1° n=1,d'ox I=5,+ [313’8 .
0."F se compose des é1léments vy de S tels que XEI =0, x€ C(E) entraf-

ne xy=0, ce qui se traduit par

- xg =0, x € C(E) entrafne xy=0 ..

(* ©f. P. DUBREIL [1], p. 119.
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L'application xB, — xy est donc un homomorphisme de C(E);ES1 sur C(E) Y que
1l'on peut étendre & un endomorphisme ¢ de E . On a alors, pour t_o_u’c xe CE) ,
x(y - ]31 %) = 0 et, par suite, =x(y - él 8) = 0 ce qui implique Y = ﬁl 6 S,
et YelI,

29 n=p+ 1, en supposant la propriété établie pour n = p .

0 o' F se compose des éléments Y de S tels que xf=0, %, =0, ...,
xB =0, x €C(E) entrafne xy = 0, Soit F' le sous-module
P
¥ B cee +B_S
O.(So+ﬁ18+ +f3p)
de C(E) . L'application Xﬁp—d » XY est un homomorphisme de F'ﬁp+1 sur Fty,
On peut 1'étendre & un endomorphisme & de E , On a alors, pour tout x € F! ,
x(y = ;3p+1 &) =0 et, per slz_ite, x(Y = [32+1 ) =0 ce qui implique, d'zj,pres 1'hy-
pothése de récurrence, Y - ﬁp+1 T e Sy + ﬁl S + 4.. + Bp S et, par conséquent
YerI.

Les propriétés du treillis des idéawux & droite d'un anncau semi-simple entrafnent
alors que les idéaux & droite fermés de S constituent un treillis moduleire com-
plémenté de longueur inférieure ou égale 3 n . les propriétés de correspondances
de Galois montrent que les sous-modules fermés de C(E) constituent un treillis
dual du précédent. '

Si C(E) est essentiel dans E , on a Sy=0, cer C(E)BP=0 dimplique que
Ker p est essentiel dans E , d'od B= 0 . Les treillis précédents sont alors de
longueur n . Si C(E) n'est pas essenticl dans & s 11 existe au moins une compo=
sante irréductible E. de E qui n'a pas d'é1ément non nul dans C(E) ; 1'endo=
morphisme B de E qui conserve chaque élément de E:.L y €t qui annule toutes les
autres composantes irréductibles de E , a un noyau non essentiel et il annule
C(E) ; on a donc S, # 0 . Les treillis précédents sont alors de longueur inférieum

by

re & n (5).

On peut définir de manidre anslogue les sous-modules fermés de C(M) « Ce sont
d'eilleurs les traces sur C(M) des sous~modules fermés de CE) . On les étudie
come les sous-modules fermés de C(E) . En remerquant que C(M) est essentiel
dans C(E) et que So=0.°C(E) est aussi égal & 0 .°.C(M) , on aboutit au
théoréme suivant g

THECREME 3.2. - L'ensemble des sous-modules fermés de C(M) forme un treillis
isomorphe au treillis des sous-modules fermds de CE) .

—'(5) D'une meniére générale, cette longueur est dgnle A la dimension de CE) .
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Pour tout sous-module X de C(M) , on designera par X 1le sous-module fermé
0° (0."X) de C(M) , et on 1l'appellera fermeture de X .

THEOREME 3.3, - Ona X =C(M) nE(X) oi E(X) désigne une extension @ssen=
tielle maximale quelconque de X dans E . les é1éments x _c}_e_ c (M) apgartenant
3 X sont caractérisés par la propriété suivante :

x'e ix avec x'#0 = Ax'nX £0

En effet, soit X un sous-module non nul de C(M) . On peut écrire E sous la
forme E=EX)® F . Soient x e C(M) nE(X) et un endomorphisme f de E tel
que Xp = 0. Ker [ contenant X coupe toutes les composantes de E(X) « Soit
B! un endomorphisme de E dérini par uf* = up pour ue E(X) et upt =0
pour u€ F, Ker ' est essentiel dans E , d'od xp' z O puisque x € C(M) .
Par suite xp= 0 puisque x e E(X), et x € X ., Au contraire, soit x € C(l)
avec X £E(X) . Ona x=x, +f avec xleE(X) , £ €F et ££0.,S0it B
un endomorphisme de E défini par up=0 pour up EX), u =u pour ue’F,
On a alors xB=f#0 et Ker P X , par suite, x ¢ X . '

Pour démontrer la 2e partie du théoréme, on remarque d'abord qu'un élément x € X
vérifie évidemment la propriété indiquée. On établit ensuite le lemme suivant s
E étant sous la forme E —.:E1 D oo @En , pour tout x non nul de C(E) , il
existe ae€ A tel que ax ait une composante non nulle dont 1l'indiee peut &tre
choisi & l'avance parmi ceux des composantes non nulles de x et tel que a.xeG*(E).
Ceci posé, on considére un élément x ¢ X , et qui s'éerit donc sous la forme
x=%x +f avec x, €E(X), £E€F et f#0; onchoisit alors ae A tol qu

* : ,
ax € C (E) et af #0 ; en posant x' = ax , on voit aisément que 1'on a

Du théoréme 3.3 résultent les propriétés suivantes s

PROPRIETE 3.1, - X est extension essentielle maximum de X dans O(M) .

PROPRIETE 3.2. - Les sous-modules fuxmés de C(M) sont carectérisés par la
propridté '

x¢X = 3 x'e Ax avec x'#£0 et AX'nX=0 ,

On en déduit alors le théoréme suivant qui précise 1'étude du paragraphe 1 dans
le cas ou le module dtudié est C(M)
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THEOREME 3.4, - Les sous-modules fermés de C(M) coincident avec les sous-modules

compléments. Les sous-modules compléments forment donc un treillis modulaire complé-

menté dont la longueur est égale 3 la dimension de C(M) . En perticulier, une ine

tersection de compléments est toujours un complément et les compléments minimaux

coincident avec les sous-modules fondarcntaux,

Signalons enccve les résultats suivants.

PROFRIETE 3.3, « Les sous-modules fermés de C(M) sont les sous-modules N tels
que ll'enveloppe injective de C(M)/N soit somme ditecte d'un nombre fini d'injec-

tifs indéccmposables oul soient tous e 1l'un des types Hi o

PROPRIETE 3.4, ~ Pour tcut sous-module X de C(M) , ’a hauteur de la fermeture
X de X dans le treillis des sous-modules fermés de C(M) est égale & la dimen=
sion du sous-module X .

PROFRIETE 3.5, - Pour tout x e C(M) , pour que la fermeture Ax du sous-~module
Ax solt de hauteur k dans le treillis des sous-modules fermés de C(M) , il faut
et il suffit que llannulateur 0 °. x de x dans A soit intersection sans

élément superflu de k annulateurs maximaux dféléments de E .

Naturellement, tous ces résultats sont applicables quand on remplace M par E ,

4, Un cas particulier.

Supposons que lanneamu A (toujoums unitaire) soit tel que son idéal singulier
(2 gauche) J(i) soit nul, c'est-a-dire que » pour tout élément a non nul de A,
1'idéal & gauche O ". a , annulateur & gauche de a dans A , ne soit pas essen—
tiel dans A .

Prenons comme module M 1'anneau A lui-méme considéré comme A-module 3 gauche,
La condition (1) s’derit ici : '

«

(1) Toute somme directe d° idéaux & gauche de A est finie.

Exemple de tels anneaux ; les anneaux noethériens & gauche dont le radical est nul ;
plus généralement, les anneawx sans nml iddal bilatdre non nul qui vérifient la
condition (1£) et la condition suivante :

(22!) Les annulateurs & gauche des éléments de A satisfont 3 la condition
maximale,

On a alors, E désignant toujours l'enveloppe injective dm A-module & gauche,
A, CE)=E et C(4) =4 (6). Les résultats du paragraphe précédent sont .

(6) On voit que, pour un anneau 4 , les conditions J(h) =0, C(E) =E ,
C(A) = A sont en fzit équivalentes.
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A

applicables & 1'étude des iddaux & gauche fermés de 4 .

D'autre pert, 1'idéal J de l'anneau ® d'endomorphismes de E est nul. Il en
résulte que tout endomorphisme de A peut &tre étendu d'une fagon unique & wn
endomorphisme de E ; or, les endomorphismes de A correspondent biunivoquement
aux é1léments de A . L'anneau A peut donc &tre considéré comme un sous-anneau
de l'anneau B = B/ = S des endomorphismes de¢ E , qui cst semi=~simple. De plus,
1'anneau S considéré comne A-module 3 gauche peut &tre identifié & E 3 en effet,
3 chaque ékément x de E , on peut feire correspondre 1l'endomorphisme & de E
prolongeant 1l'homomorphisme a »ax de A dans E et l'application de x € E
sur £ €S est injective et surjective, et elle est compatible avee la structure

de A~module & gauche d¢ E et S . On a donc le résultat suivant,

THEOREME 4.1, = L'enveloppe injcctive E du A-modulc & gauche A est un anneau

semi-simple S , Les idéaux & gauche fermés de A sont les traces sur A des

sous=modules fermés de E , c'est-a-dire des idéaux & gauche de S .

S contenent A , les annulateurs 4 gauche des sous-ensembles de A sont des
idéaux & gauche fermés. Il en résulte que l'ensemble ordonné des idéaux 3 gauche
annulateurs et l'ensemble ordonné des idéaux & droite annulateurs sont de longueur

finie., En particulier, les conditions suivantes sont vérifides s

(21) les annulateurs i gmuche des sous-ensembles de A vérifient la condition
maximale,

(Rr) Les annulateurs A droite des sous—ensembles de 4 vérifient la condition

maximale,

Signalons encore les propriétés suivantes. Soient E 1'ensemble des Sléments x
de 4 tels que la formeture de Ax dans C(i) = 4 soit 4 3 D' 1'ensemble des
é1lémehts de A non diviseurs de zéro & droite ; G' 1'ensembl: des ¢léments non
diviseurs de zéro & gcuche.

PROPRIETE 4,1, = Ona E=D'c G' .

FROFRIETE 4.2, - Pour tout x € 4 » 1o hauteur de la fermeture Aix do hx dans

le treillis des idéaux & gauche fermés de A et celle de 1l'annulateur & gouche

0 *wx de x (qui est aussi un idéal & gouche fermé) ont pour somme la longueur
n du traillis.

Un cas particulier important d'anneaux ayant les propriétés préeédentes est cons-
titué per les. anneaux premiers satisfaisaht aux conditions (1£) et (2¢) et, plus
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généralement, par les anncaux semi-premiers satisfaisant & ces conditions.

La plupart des résultats précédents étaient connus pour ces anneaux (cf., pour
les anneaux premiers, L. IESIEUR et R, CROISOT [8] et, pour les anneaux semimpre=
miers, A. W. GOIDTE [3]) ().

On a remarqué ci-dessus que les annulateurs 3 gaudhe des sous-ensembles de A
sont des idéaux 3 gauche fermés particuliers. Dans le cas des anneaux premiers
satisfaisant & (12) et (2¢), il peut y avoir d'autres idéaux & gauche fermés (Cf.
un exemple donné dans L, IESIEUR et R. CROISOT [8]). Mais, si un anneau premier
vépifie (12), (R2) ainsi que les conditions symétriques (Ir), (2r), les annula-
teurs & gauche sont les seuls idéaux & gauche fermés (Cf. 4., W. GOIDIR [3]). Il
serait intéressant de voir s'il en est de méme dans un anneau qui vérifie (12)

(1r) et dont 1'idéal singulier & gauche et 1'idéal singulier & droite sont nuls.
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(") On pourra aussi trouver des renseignements sur les anneaux 3 1dewl singulier
nul dans P, GABRIEL [2] et R. E, JOHNSON [5],




