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Séminaire DUBRE IL-PISOT 16=01
(Algébre et Théorie des nombres)
14e année, 1960/ 61‘, n° 16 13 mars 196%1

SOUS=GROUFES D'UN DEMI-GROUHE ,
DEMI~GROUFE DES ENDOMORPHISMES D'UN GROUFE

par Paul DUBREIL

1le Introduction.

Dés 1941, A, H, CLIFFORD [3] a étudié les demi-groupes qui sont réunions ds
groupes et les a caractérisés comme demi-groupes admettant des inverses relatifs s

pour tout élément a d'un tel demi-groupe D , il existe un élément e , appelé
élément unité relatif de a , et un élément a' , inverse relatif de a par rap-

port & e , vérifiant
ea = ae = a P
a‘;a = aa' = € c
Feu aprés, en 1943, Stefan SCHWARZ [8] & étudié les sous-groupes d'un demi-

by

groupe fini, Ies principales propriétés (existence mise & part) s'étendent faci-

lement au cas d'un demi-groupe quelconque. La considération des radicaux des
sous-groupes (maximaux) d'un demi-groupe nous permettra d'obtenir des résultats
plus complets.

Certains demi~groupes sont particulidrement riches en Sous=groupes ; parmi
ceux qui ne sont pas nécessairement finis se trouvent le demi~groupe des appli-
cations d'un ensemble en lui-méme et le demi-groupe des endomorphismes d'un grougs,
ou des endomorphismes permis d'un groupe admettant un domaine d'opérateurs. Dans
chacun de ces deux cas, la loi interne du demi-groupe est, naturellement, la com=
position © des applications ou des endomorphismes s

2o g)x) = £lg)] .

Comme il est “ien connu, 1l'ensemble des endomorphismes d'un groupe abélien
(additif), muni en outre de la loi -+ définie par

(£ +g)x) =£(x) + glx)

est un anneau. le cas d'un groupe quelconque G a été traité, en 1933, par

Ho FITTING, [4]. L'anneau d'endomcrphismes du cas commutatif devient un domaine
("Bereich") dans lequel deux éléments ne sont pas toujours addibles ; on peut
cependant introduire et étudier des idéaux, en un sens convenablement élargi
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(voir par exemple [2], § 8, n° 11, exercices 19 et 20, p. 138=139, oi les domai=
nes de Fitting prennent le nom plus heureux d’annéloides). FITTING met d'abord

en évidence certains endomorphismes remarquables ¢ les endomorphismes centraux
(ctest-a~dire donnant une image contenue dans le centre du groupe) et les endo=
morphismes normaux (c’est-a-dire permutabies avec tout automorphisme intérieur).
Puis, en supposant que le treillis des sous-groupes invariants et permis du
groupe considéré G vérifie les deux conditions de chafnes ascendante et descen-
dante, FITTING développe une théorie qui s’inspire des systémes hyper-complexes,
donc s'orients vers les décompositions directes de lfannéloide des endomeorphismes

en some d'idéaux et vers les représentations matricielles,
P

Il m'a semblé intéressant d'adopter la ligne de CLIFFCRD et de SCHWARZ pour

étudier, en tant que demi-groupe multiplicatif, l'ensemble H (*) des endomor~-

phismes d*un groupe G . Les résultaits concersmtdonc les sous-groupes et d'abord,
bien sfir, les idempotents de ce demi-groupe M . Les idempotents sont associés
bijectivement & certains endomorphismes mis en évidence par R. BAER [1] s les
endomorphi§§§§ de décomposition (“splitting endomorphisms%, voir aussi [10]) et

cela, aussi b'~n dans le cas plus général ci G est une boucle ("loop"). les
décompositions auxquelles ces endomorphismes conduisent, sont plus générales que
les décompositions directes, mais coincident avec elles si G est abélien,

Nous étudierons succecsivemrent o

- les sous—groupes d'un demi-groupe quelconque et leurs radicaux ;

- la classification des endomorphismes 3

- les sous-groupes maximaux du demi~groupe F|  des endomorphismes d'un groupe
G .

2. Sous~grounss d"un demi~groupe D ; radicaux et fuseauxe

St AR Ao A

Le demi-groupe D est noté multiplicativement. Si D contient wn sous-groupe
T, 1'élément-unité e de % est un idempotent de D e = e ; et inversement,

sl e est, dans D, un idempotent, {e} est un sous-groupe, d'ordre 1 ., L'exis-

tence d'éléments idempotents est donc une condition nécessaire et suffisante pour
1'existence de SOUS-groupes,

*
( )ADans ce texte, les majuscules grecques A , H , M . P,...(alpha, &ta,
my, r8, ...) ne doivent pas étre confondues avec les capitales latines analogues.
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Soit & la famille des sous-groupes L , <eo de D ayant pour élément-

unité 1l'idempotent e ., Le sous-demi~-groupe F‘e = z\épz , borne supérieure de <I>e
e

dans le treillis complet des sous-demi=groupes de D , est visiblement un sous-

groupe, et c'est, par construction, le plus grand sous-groupe de D admettant

e comme élément neutre.

De plus, 1"e est maximal dans la famille de tous les sous-groupes de D ,
puisque, si un sous-groupe contient T , 1'é1ément idempotent e est nécessai-

rement son élément=unité.

Supposons que deux sous-groupes X' , X" de D , ayant respectivement pour

élément-unité l'idempotent e' et l'idempotent e" , aient une intersection non

vide, et soit x € ' n I . Les égalités
ex = x , x'x = e! (x'e ") R

xe"

1]

X, x¥ = e¥ (x" e ") ,

entrainent

e'e" = e'xx" = xx" = e"
= x'xe" = x'x = e

done X' et IM ont mfme lément unité ¢ e!' =o' =e .

Mais alors, X' et I sont tous deux contenus dans le plus grand sous-groupe

I', ayant e come élément-unité et les inverses x' , x" de x dans I' , I

coincident.

’ Ff ’ s0 0

associés bijectivement aux idempotents e , £, oso de D, sont deux 3 deux

Ce qui précede entraine aussitdt que les sous-groupes maximaux r

diSj Oints ° .

A chacun de ces sous-groupes [ , associons son radical R(I‘e) = Pe , (ensem~
ble des éléments de D dont une puissance appartient a T ). Nous avons
I, € R et il est imédiat que ces radicawxx P, , B, ... sont, eux sussi,

deux & deux disjoints.

Désignons par E 1'ensemble des idempotents du demi~groupe D et par
A=D- UP =D~ p
ecE eckE
le complémentaire de la réunion (ou somme) des radicaux des 80US~groupes maxie-
maux. La structure de D peut &tre représentée par le schéma suivant s
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Chaque radical Pe ost semi-premier (c'est-a-dire %" e P entrafne xef) )e

Ia réunion de ces radicaux ayant la méme propriété, son complémentaire A est

semi-stable (c'est-a-dire & € A entrafne : V nel, e A ) : autrement
dit, A contient, avec un élément a , tout le sous-demi-groupe cyclique (a)
engendré par cet élément.

Or, d'aprés un théoréme connu [7], si uva demi~groupe a est fini, il contient

un idempotent unique et un sous-groupe maximal unique, lui-méme cyclique
n m+he1 n
G e = {a 9 ann o & }=(a )

m+h m

(avec & "=a , m+h ninimm, m<n<m+h-1 et n=1 mdh ). Ie

radical R(Ce) est évidemment ici le demi-groupe cyclique (a) lui-méme,

Pour un élément a de l'ensemble A , los circonstances précédentes sont exclues
par définition. Tout é1lément de A engendre donc nécessairement un sous-demie-
groupe cyclique infini, contenu dans A , Par suite s

Liensemble A est ~ide ou infini, et certainement vide si D est un demi-groue
périodique (en particulicr un demi-groupe fini).

On peut affiner la décomposition
D= 2 Pe + A
ecE

du demi-groupe D en utilisant la relation d'déquivalence & définie de la
fagon suivante [ 9] 3

a = b(s) s'il existe deux entiers positifs m, n tels que a" = b

Nous donnerons aux classes modulo § le nom de fuseaux. Un fugeau contient tout

sous-groupe cyclique qu'il rencontre, est & la fois semi=stable et semi-premier
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et est wn complexe minimal pour ces deux propriétés. Le radical % d'un sous-
groupe maximal I ost saturé modulo $ (autrement dit, réunion de fuseaux).

S'il n'est pas vide, l'ensemble A est lui-méme réunion de fuseaux.

Cas abélien, - Si le demi-groupe D est abélien, les fuseaux, les radicaux

Pe s ees des sous-groupes meximeux [ ; see 6% 1l'ensemble E des idempotents

‘sont des sous-demi-groupes de D ; de plus, on a les propriéiés multiplicatives

simples 3
r x T T P X P < P .
€1 ey 0%’ ©1 o2 ey
Exemples,

1© Demimgroupe cyclique fini D (voir plus haut) ¢+ E=1{e}, D = Pe R
A= ¢ °®

20 Demi~groupe cyclique infini D¢ E=¢, D=A,

3° Demi-groupe D réunion de groupes, [3] ¢ D = 2 Fe ’ Pe = Fe V e ¢E,
eck
A=¢ .,

Cas particulier (abélien) : demi-groupe des applications £ , g 4 see de l'en=

semble R des nombres réels en lui-méme (fonctions numériques partout définies)

avec la multiplication ordinaire ¢

(fg) (x) = £(x).g(x) .

Les idempotents sont les fonctions prenant seulement des valeurs idempotentes,

O ou 13 ce sont donc les "fonctions caractéristiques". le sous=groupe maxi-
mal Fe relatif 3 un idempotent e est l'ensemble des fonctions prenant la

valeur O exactement sur le méme ensemble que e , na I = Pe et A=¢ .,
L'ensemble E des idempotents et l'ensemble des sous-groupes meximaux ont la

méme puissance que ®(R) , (puissance supérieure 3 celle du continu).

4° Demi~groupe multiplicatif des entiers modulom , [5], [6] ; je me bor-
nerai & indiquer les principaux résultats.

a,. a
Soit m = pr1 sos pnIl (px;é pu) la décomposition de m en facteurs premiers.
Un entier naturel a appartient 2 une classe idempotente A si et seulement si

on a, pour tout facteur premier de m , 1l'une ou l'autre des congruences

(1) a
(2) a

&5
1 (pi ) ’

%
0 (pj_ ) e

il

lil
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Sdient r 1le produit des facteurs primaires pii pour lesquels (1) est vraie,
s le produit des facteurs primaires pjj pour lesquels (2) est vraie & nous

avons

rs=m et (r,s)=1 o

e

Le nombre des idempotents A est 2" s l'ordre du sous-groupe maximal IA est
p(r) oa ¢ est l'indicateur d'Euler ; I, coincide avec son radical Fk si

s=1 ousi s est semi-premier (chaque o égal & 1) et dans ces cas seu=

lement. Ie demi-groupe D &tant fini, A est vide. D est réunion de ses sous-

groupes maximaux si m est semi-premier et seulement dans ce cas.

50 Demi=-groupe des endomorphismes d'un groupe, - L'étude des demi-groupes de

ce type est la question dont nous allons nous occuper maintenant. Quelques pré-

liminaires sur la classification des endomorphismes sont nécessaires.

3+ Classification des endomorphismes.

Considérons un groupe G muni d'un domaine d'opérateurs A pouvant se réduire
4 1'opérateur identique (ce qui redonne le cas d'un groupe ordinaire). Soit M

l'ensemble des A~endomorphismes (c'est-a-dire des endomorphismes n tels que

q(ux) =wnx , V weh Yo Ie composé de deux A—endomorphismes est un A~endo-
morphisme ; pour simplifier 1'écriture, nous noterons multiplicativement la com-

position des endomorphismes : ainsi I est un demi-groupe multiplicatif.

A tout Awendomorphisme 1 € M, nous associons 1l'image qu'il donne de G 3

Sn =nG)=1{s; s=m, xeal

qui est un A-gous~groupe de G (V s e Sn et YVaeldA ,onas asesS ),
et son noyau g

Nﬂ ={n; neG, m=e}
( e désignant 1'élément~unité du groupe G ) 3 N est un A=sous-groupe dise
tingué. rt
D'apres le théoréme 4d'homomorphisme
S N G/N
JHe
4 tout OA-endomorphisme n est associé un A-sous-groupe distingué N de G

tel que le Awgroupe-quotient G/Nrl soit A~isomorphe & un sous—-groupg de G .
Réciproguement, si N est un A-sous-groupe distingué de G +tel que G/N soit

|

A-isomorphe & un A-sous-groupe B de G et si nous désignons par h le
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A-homomorphisme camonique G n G/N et par ile A-isomorphisme G/NN S, n=ih
est un A=endomorphisme de G qui admet N comme noyau et S comme image.

les deux propriétés suivantes sont immédiates, mais fondamentales

P s <s

( 1) “’ng.ql N2 ’
P N 2N .
(F) MoNy — My

Désignons psr o l'endomorphisme nul (x=e , V xe€G), par A 1le eroupe

des OA-automorphismes de G , dont 1'élément-unité est l'automorphisme identique

€, par © llensemble des A-endomorphismes injectifs © , oo (N, = fel, a'aa

SgN G )y par % 1l'ensemble des A-endomorphismes surjeatifs o 4 ... (So =G) .

Bien entendu, A=0nx ., H- (B UZX) =5 est par définition l'ensemble des
A-endomorphismes singuliers & , ..o Si G ne se réduit pas & son élément-unité

e, o0€&, Avec W. SPECHT, [10], nous allons nous intéresser & 1l'ensemble

M=z0-A des A~endomorphismes injectifs propres et & l'ensemble II= X - A

des A-endomorphismes surjectifs propres.

On établit aisément les propositions suivantes, [10]

la, Tout A-endomorphisme injectif 6 est, dans le demi-groupe |, un élément

simplifiable & gauche 3 © est un sous-demi-groupe de M vérifiant la régle de

simplification & gauche.

2a. Dans le demi-groupe © des A-endomorphismes injectifs, 1'ensemble

M= 0~ A des A-endomorphismes injectifs propres est un idéal (éventuellement

vide) 3 M est donc une partie stable (de I+),

3a. Deux A-endomorphismes § , By € ™ donnent la méme image : S =9 si

et seulement si l'on a 3

By =10 ot a est un Aautomorphisme : a e A .

42,81 peM, ona (d'aprés la propriété Py) :

(GD)S;,LQSHZQ’“stgsk-!-lg'" ;
mais l'égalité S, =S, ., entrafnerait, d'aprés 3a 3
B H .
]Jk-ﬂ‘:].lkoa Ol‘.l OLEA,C,,@ R

et, puisque | , élément de © , est simplifiable & gauche, p=a, ce qui

n'est pas. Nous avons donc une suite strictement décroissante

GoS oS D aee DD > S D eee
2 k k+1
ooy T
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d'ch résulte d'abord que towt Awendomorphisme p & M est apériodique, que ™

est vide ou infini, enfin gue ™ est certainement vide quand 1'ensemble des A

sous-groupes de G vérifie la condition de chafne descendante.

b, Tout A-endomorphisme surjectif o est, dans le demi~groupe M , un é1é-

ment simplifiable & droite ;3 £ est un sous-demi=-groupe de I~} vérifiant la

regle de simplification & droite.

2b. Dans le demi-groupe ¥ des A-endomorphismes surjectifs, 1l'ensemble

M=23~A des A-endomorphismes surjectifs propres est un idéel (éventuellement

vide) ;3 I est donc une partie stable (de H ).

3b. Deux A-endomorphismes 7, 7, € [I ont le méme noyau s N o= an al et
seulement si 1l'on a s

ny=oar oi a estun A=gutomorphisme 3 o € A .

4bs Si m ell, ona, d'aprés la propriété P, s

({e} C) N SN E eeoSN EN S sese ’
b8 71:2 ﬁk nk-kl
mais 1'égalité N K S cN kel entrafnerait (d'apres 3b)
i
rtkﬂzank i aeAST

et puisque & , €lément de I , est simplifiable & droite, n = & , ce qui n'est

pas. Nous avons donc une suite strictement croissante s

{e}CNnCNzc...,cNch

C eee
+1
T T JTk

d'al résulte d'abord que tout A-endomorphisme n €Il est apériodique, que II

est vide ou infini, enfin que II est certainement vide quand l'ensemble des

A=sous-groupes distingués de G vérifie la condition de chafne ascendante.

4, Endomorphismes idempotents et sous-groupes maximaux du demimgroupe ™ des
A=endomorphismes de G o

Dans le groupe A des A~automorphismes, seul 1l'automorphisme identique €
est idempotent. Ce groupe A=0n3 n'est autre que le plus grand sous=groupe
I, de H ayant & comme element—unlte. Nous avons en effet A § [, et si,
inversement, Y € F , 1'égalité YY = & entrafne G = Sg S SY d'ou S, =G

clest-a-dire y € Z , et 1'%égalité Y~ Y = & entrafne {e} N 2N dlox
Y = {e} , c'est-a~dire y € © , Ainsi, A\.—-:I‘ez o

i

Y
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Un OA-endomorphisme idempotent § qui n'est pas un automorphisme (B-# €) ne
peut appartenir ni & ™M, ni & 1, d'aprés les propriétés 4a, 4b du § 3 : tout
A-endomorphisme idempotent f # e est singulier.

Si sesS lest-a-dire si s = fx (x € G) , nous avons s

pr°

donc la restriction de p & 1l'image Sﬁ est 1l'identité.

Pour tout élément g de G , nous avons Pg=s=p8 (se€ Sp) , done
gs"'l =nelN , cl'est-d~dire g =ns o Ainsi s

p

= S .
G Nﬁ 3

Si maintenant t € N, n S, , nous avons ¢ Bt =e (puisque teNﬁ)et
pt =t (puisque tesﬁ)donc t =e et par suite

Ngnsﬁ:-{e} .

I1 en résulte que, pour chaque élément g de G , la représentation g = ns

ou nelN et seS_ est unique. Chaque classe N_ g par rapportd N  con-
* 2 », p ' p
tient un élément s de S_ et un seul,

p

Réciproguement, considérons dans le A-groupe G un A~sous-groupe distingué

N et un A~sous-groupe S vérifiant les deux conditions
(1) G = NS ,
) Nns=1{e} .

Tout élément g de G admet une représentation unique g = ns s 00 neN et

s €S8, et l'application B définie par g Bs est un endomorphisme puisque
nous avons

i.ss1 ol ni = sn, s'l €N .

De plus, [ est un A-endomorphisme puisque 3

ggl = ns.nl SI = nn

V wea, wg = wns) = (un)(ws)

ot wmmel et wseS, clest-a-dire :

Blug) = ws = w(pg) .
Si seS, 1'égalité s =es (oL e & N ) entrafne fs = s g la restriction
de B & S est 1l'identité, d'ch 3

2
Vget, gFg=p=s=[
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clest-a~dire
2 .
B =28 ’
le A-endomorphisme P est donc idempotent ; d'aprés sa définition méme, son

noyau est N et 1l'image est S o

En tenant compte du fait que l'automorphisme identique € correspond au cas

N={e}, S=0G, nous pouvons énoncer s

THEOREME 1 (R» BAER, [1] ; [10]). = les A-endomorphismes idempotents du

A-groupe G correspondent bijectivement aux décompositions

G=NS aveec N nS ={e}

or N est un A-sous-groupe distingué et S un O-sous-groupe de G o L'endo-

s

morphisme idempotent correspondant & une telle décomposition associe & un é1é-

ment de G sa composante dans S , sa restriction &8 S est 1'identité.

les A-endomorphismes idempotents sont appelés endomorphismes de décomposition
("splitting endomorphisms", [1]) ; le sous-groupe image S est appelé rétract
de G .

Exemplos.

1, Une décomposition directe

G=AxB, AnB={e}

(A , B A-sous-groupes distingués) fournit deux A-endomorphismes idempotents s
la projection sur A (g =ab »a) et la projection sur B (g=ab - Db) . 51
G est abélien, tout A~endomorphisme idempotent détermine une décomposition di-
recte & laquelle est associé un deuxiéme A-endomorphisme idempotent qui peut

&tre dit conjugué du premier.

2+ En prenant pour G le groupe symétrique S 4 formé par les bijections d'un
ensemble de quatre éléments, pour S 1le groupe SB' des bijections laissant un
é1lément fixe et pour N 1le groupe de Klein V 4 (sous-groupe distingué de S 4 )s
onabien G=NS et NnsS=1{e}.

By

3¢ Le groupe G des déplacements en géométrie euclidienne & deux dimensions
(c'est~a~dire des isométries respectant l'orientation), le sous-groupe distin-
gué des translations N et le sous-groupe S des rotations autour d'un point
donné O , vérifient également les deux relations fondamentales s

G=NS et NnsS ={e} .
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)

Dans les exemples 2 et 3, S est rétract de G sans &tre facteur direct.

Etudions le sous-groupe meximal [ ayant pour élément-unité le A-endomorphisme

idempotent P (il n'est pas nécessaire de supposer [ singulier ; pour B=c¢,
on retrouve que T 6 est le groupe A des A-automorphismes)e Soit 1 € FB ,
donc

fn=np=n ’

et, en désignant par n-l 1'inverse de 1 dans Fﬁ ,

=1 -1
n n=m =P,

d'cl, d'aprds la propriété (P,) du §3

S =8, &5
n Pn = 7P ’
S, =38 S
-1 -
done
S =395 e

d'aprés la propriété (Pz), nous avons de méme

N =N 2N
n- np= B ’
N =N N
-] - ’
B o n
done
N = N\r Y
“) n =

Ainsi, le sous-groupe maximal [, est contenu dans l'ensemble I‘é des A=end o
morphismes de G qui donnent S 8

p [ ]

comme image et ont pour noyau S

I1 en résulte que :

-powr B=¢€, I' necomprend que des A-automorphismes 3 par conséquent
T, est le groupe A" des A-automorphismes (comme nous 1'avons déja vu) ;

- powr B #¢e, TI'. ne contient que des endomorphismes singuliers ¢ I S E ,
Nous avons méme, pour le radical PB de T, P SE.Eneffet, ©® et = &tant

184]

stables, donc semi-stables, © U I est semi-stable et E=MHa (O U X) est semi~
premier Pﬁ S =2 entrafne done PB = R(Fp) c =,

Montrons maintenant que l'ensemble Fé (2 T' ) des A-endomorohismes de G

donnant S_ comme image et ayant pour noyau EB » st un groupe, ce qui entrafnera

aussit8t 1'8galité 1"B :I‘B .
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i €Tt clested=dire £+ S =5, et N =N
Soit s, wm élément de 1l'image Sn = S[3 + il existe un 81éwent g de G tel
que ng = 8; . Puisque G = Nﬁ S, , nous avons g =nhsS avec n € I\T;3 = et

=pg € Sﬁ = , d'al ng =ns et fmalement il existe un ¢lément s e SI3 tel

n’

que ns = Sq 3 ainsi, la restriction n de n & ll'image bp est surjective.,

Pour tout élément g =ns de G , nous avons

ng =ns = n(fg) =npe

%
n=np=n P .
Un A-endomorphisme n € I“é est donc déterminé par sa restriction n* & l'image
S 8 .

Considérons deux éléments s , s, de SB tels que n* s=n" Sy (ou ns :nsl).

L'élément s"'1 8y de SI3 appartient au noyau Nﬂ: N{3 et, pulsque N‘3 n Sﬁ = {e} ,
nous avons s =8, « la restriction n* de n a S5, est donc injective : fina-
lement, n est un A-automorphisme de S[3 et tout élément n de T'é est de la
forme

ES
(5) n=n B .

Réciproquement, tout A-endomorphisme de G de la forme Of o1 O est un

Amgutomorphisme de S‘3 , appartient évidemment & TI'! 't est donc l'ensemble

B B

de ces endomorphismes, de lu forme (5).

Deux tels endomorphismes n , n; se composent suivant la loi
* * *
my= @ B P =n B

la rvestriction p de p a S étant 1'identité, il vient :

6) my= M n) peTy .

I‘é est donc stable ; de plus, d'aprés (6), E’é est isomorphe au groupe des
A-automorphismes de 1l'image S, , donc est lui-méme un groupe et nous avons bien

1'égalité ré = I‘ﬁ « En résumé

S N
THEOREME 2¢ - Ies A-endomorphismes n de G qui appartiennent au sous=-groupe

\

maximal I";3 associé & un idempotent B sont caractérisés par les deux égalités s

S =85,, N =N
n n

B P *
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Leur restriction q* 3 S, est un A-automorphisme de S, , ils sont de la forme
et T
(5) ot Ty

est isomorphe au groupe des A-zutomorphismes de S g

Considérons enfin, dans l'ensemble des idempotents f, Y , ees du demi-groupe
H 1a relation d'ordre classique [7] :

psy si Pr=yp=p .
I'égalité yp= P entrafne, d'aprés la propriété (P,) du §3 :

S . =38 &S s
BT YBT Y ?

de méme, d'aprés la propriété (P2) , PBY=p entrafne :
BT 7BYT Y

Réciproquement, supposons que deux A-endomorphismes idempotents B, Y véri-

fient
2 S,E& S N
P=Y
Un élément quelconque g de G admet les deux décompositions
g=ms ou me€ N, et s €3S

p B ?

=nt oo n€N et teS o
Y Y

oa
I

Nous avons ¢

YpE = Y8 s:ﬁgeSﬁSS

Y

done

YBg =8 = P8
clest=a~dire

YB =P °

De méme, si nous avons
N €N
Y~ B ?

les égalités

by = pt = i~ ms)

@ nlne NB , entrafnent
-1
Byg = ;B(n mvS) =Bs=8=fg
done
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Nous pouvons énoncer 3

THE OREME 3, = Pour deux OA~-endomorphismes idempotents f, Y du groupe G,

les propriétés

ﬁ:‘yﬁ et SﬁES

sont équivalentes ; de méme

we

1'inégalité P <y & donc lieu si et seulement si les images et les noyaux de

B et de y vérifient

1]
(2]
(3]
[4]

[5]
[é]

[7]
L8]

[9]

[10]

S. <€ t N, 2 o
psSyet Mgz
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Ne Be [Juillet 1963]. = La question exposée dans la conférence précédente, en
1961, a évolué, depuis cette date, & la fois vers une plus zrande généralité et

une plus grande précision des résultats.

Comme l'avait remarqué E. BAER, la théorie des endomorphismes est indépendante
de l'associativité et par conséquent s’applique aux boucles ("loops"), clest-i-
dire aux quasi-groupes avec élément-unité, aussi bien qu'aux groupes. Mais en fait,
les questions dont nous nous sommes occupés sont indépendantes gussi de l'existere
d'un élément-unité et de 1l'axiome des quotients. Finalement, la théorie s'appli-
que & n'importe quel ensemble G muni d'une loi de composition interne et d'un
domaine d'opérateurs (Mgroupoide avec opérateurs"), Bien entendu, les démonstra~
tions doivent étre modifides, le noyau N de l'endomorphisme n étant remplacé
par 1'équivalence d‘homomorphisme ou équivalence nucléaire Rﬁ , définie par s
X=y G&R si nXx=ny .

Quant aux résultats; une classification plus fine des endomorphismes permet de
localiser exactement, dans l'ensemble E des endomorphismes singuliers, les

sous-groupes maximaux PB (B #€) et leurs radicaux Fb .

Cette forme plus élaborée de la théoriea &té exposée & New Orleans [Tulane
University] et & Knoxville [University of Tennessee] en Mai 1962, puis & Paris
en Novembre 1962, On pourra se reporter soit aux legons de Tulane (en particu~
lier Iecture XIII, en englais), soit aux conférences de Paris, soit encore 3 un

’ . 2 N
memoire a paraitre.

Voir aussi "iA. H. CLIFFORD et G. B. PRESTON : The algebraic theory of semigroups,
Vols. lc = Providence, fmericen mathematical Society, 1951 (Mcthematical Surveys,
7)", en particulier § 1.7 (sous-groupes maximeux), § 2.1 et § 2.3 (Stude des dqui-
valences de Green, avec le théoréms ; deux sous-groupes maximaux contenus dans une
méme " Q-classe" sont gggggggégij théoreme 2.20 et exercice 1 du § 2.3), § 2.2
(cas du demi-groupe 8, des applications d'un ensemble X en lui-méme, d'aprés

C. Go DOSS et D. D, MILIER) et exercice 6 (demi-groupe des applications lindaires
d'un espace vectoriel en lui-méme).



