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Séminaire DUBREIL-PISOT 26«01
(Algebre et Théorie des nombres) ‘
l4e année, 1960/61, n® 26 29 mai 1961

THEORIE DE LYHOMOLOGIE

par René DEHEUVELS

INTRODUCTIONe -~ La nature de 1l'homologie et de la cohomologie a été, depuis la
fondation de la Topologie algébrique, 1l'objet de nombreux travaux (citons, parmi
les plus réeents : [1], [2], [5], [7], [8], [9], [10] de 1a Bibliographie).vLe
fait que, jusqu'a présent, aucun traitement convenable de 1'homologie ("de Cech")
des espaces topologiques n'avait pu €tre donné, montre bien 1!'insuffisance des

concepts employéss

- Pour définir les foncteurs d'homologie et de cohomologie dans la satégorie G
des espaces topologiques, nous avons été amenés (cfe [3]) & considérer la catégorie

que forment les ensembles avec les applications croissantes.

Si C ecst une catégorie abélienne, et & un ensemble ordonné, la catégorie
C(8) est l'analogue de celle des préfaisceaux d'objets de C sur lcs ouverts

d'un espace topologiques

Nous définissons deux foncteurs ¢ C(§) - C, le foncteur sections I (analogue
des sections d'un préfaisceau (§ 3) et cosections L , (§ 4), dual de I' , dont les
dérivés sont les foncteurs de cohomologie et d'homologie de 1'ensemble ordonné

g8 (8§87,

Deux foncteurs canoniques (§ 9) permettent de passer de la catégorie des ensem—
bles ordonnés & celle des schémas simpliciaux, et vice versa, avec conservation
de 1l'homologie et de la cohomologie, ce qui donne une nouvelle menidre de définir
1'homologie et la cohomologie d'un asohéma simplicial (annoncée dans [3]) valable
mdme si les coefficients sont covariants dans le cas de 1'homologie ou contrava-
riants dans le cas de la cohomologie.

Nous obtenons, au § 12 et o § 13, des définitions satisfaisantes de 1'homolo=-
gie et de la cohomologie d'un cspace topologique & coefficients dans un préfaisceau,
un faisceau, un antifaisceau, ou un cofaisceau dans €.« Nous utilisons pour cela

1a notion d'hyperdérivés d'un foncteur composé (§ 11).

D'une port les ensembles ordonnés se manient beaucoup mieux que les schémag sim-
pliclaux ; d'autre part, clest trés souvent sous la forme d'un ensemble ordonnéd que

se présentent les objets d'étude de 1l'algebre ; sous-groupes d'un groupe, familles
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dtidéaux d'un anneou, sous-variétés dlune variété algébrique, etc.

Ltintroduction de 1'homologie et de 1la cohomologie d'un ensemble ordonné ouvre donc

aux méthodes homologiques un nouvecu chomp d'epplications.

le Catégories C(8) et c* (&) .

Soit & un ensermble ordonnée On peut considérer ses éléments 3 a 4, Dy oes
comme les objets d'une catégorie (cf. [6], [7]) dont les morphismes sont les rela-

tions d'ordre 3
Hom(a , b) est formé de 1'élément unique < si a<b y
Hom(a , b) =@ si a#b .

Nous désignerons par &% 1tensemble & muni de la relation d'ordre opposée,
par c* 1a catégorie dusle de C ([7]).

Soit € une catégorie quelconque. Désignons per C(8) , (respe €¥*(8)) , la ca-
tégorie dont les objets sont les foncteurs covoriants (respe contraveriants) de

& dans G, et les morphismes les transformations naturelles de foncteurs.

Un objet A e C(&) consiste donc en lo donnée, pour chaque a e & , d'un objet
A(a) € C et pour chaque couple ordonné o <b d'un morphisme Py ° A(a) » A(b)
de telle sorte que, si a<b<c

Poe = Ppe © Pap .

Cu

Un morphisme f de A dans B, dons €(8) consiste en la donnde s pour chaqué
a € & d'un morphisre f A(a) - B(a) , de telle sorte que, pour tout couple
ordonné a <b , le diagramme ‘

Pab

A(a) , A(b)

fa fb

B (2) — B(b)

soit commutatif

£ f .

b Pab = %ap ta

Par exemple, si © désigne l'ensemble des ouverts d'un espace topologique X ’
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ordonné par ¢ 0,< 0, <= 0,2 0, , C@©) est la catégoric des préfaisceaux

sur X, C(9 1la catégorie des antifaisceaux sur X , & valeurs dans C .

PROPOSITION l.l. - Si C est abélienne (cfe. [6], [7]), C(5) est abélienne.

PREUVE. - Ltobjet nul de G(8) s'obtient évidemment en prenant, pour chaque
a €&, 1l'objet nul de ¢ , un morphisme nul, en prenant, pour chaque a € & , un

morphisme nul dans C.

S1 f et g sont deux morphismes de A dans B , la collection des (fa + g&)
définit un morphisme f + g 3 pour cette addition, Hom(A ; B) est un groupe abéf-
lien, et la composition des morphismes est bilindaire. '

Si f est un morphisme de A dans B , on vérifie immédiatement que les
Ker fa forment avec les restrictions des Pp W0 objet de C(&) , le noyau

Ker £ de f . De méme les Coker fa forment un objet de C(8) , le conoyau

Coker f « Ker f et OCoker f satisfont aux propriétés voulues ([6], ps 13)+

Il en résulte que f est un monomorphisme de A dens B, A et B eC(S) s

si et seulement si tous les fa sont des monomorphismes ; c'est un épimorphisme,

si et seulement si tous les fa sont des épimorphismess

Si J est un ensemble d'indices tel que, pour toute famille d'objets de C in-
dexés sur J , leur somme directe existe, alors, pour toute famille d'objets

Aj s Je€J .de C(B) , la somme directe @ A, existe et est définie par
J&J

(o A)(a) = ® A, (8) , p, = @ p .
jey gz 3777 T8b T geg Tab

Propriété analogue pour le produite.

Nous appellerons, pour éviter des répé*itions, objet élémentaire de G(§) , en

ae &, un objet EX ={E%( R ch} tel que

1° q 4 soit un isomorphisme, si ¢ <d <a (donc E®(c) est "constant et égal

A

a Ea(a) "ysi c<a)e
20 E%(c) soit l'objet nul si c ¥ a .

Dualement, un objet coélémentaire de C(&) , en a € & est un objet

E_ = {Ea(c) R rca‘} tel que

1 r

od soit un isomorphisme si a<ec <d .
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20 Ea(c) soit 1'objet nul si a£ ¢

Si A ={A(e) , pcd} est un objet de C(8) , chaque a € & , fait correspondre
a A

1° Liobjet élémentaire A% tel que A%(2) = A(a) , et un morphisme canonique f
de A dans A% aéfini par @ £, =, st b<a (de A(b) dans A%*(b) = A(a) ),

et £, =0 si bAha .

2° Ltobjet coélémentaire A tel que Aa(a) = A(a) , et un morphisme canonique

g de Aa dans A défini par : 8, = Ppg si a<b, et gb=0 si afb.

La proposition suivante est évidente @
PROPOSITION 1.2. - Si E® est un objet élémentaire, B € CE) ,
a a
Hom(B 3 E) = Hom(B(a) ; E%(a)) .

81 E_ est un objet coélémentaire, Hom(_ 3 B) = Hom(Ea(a) ; B(a)) «

I1 en résulte qu'un objet élémentaire, E® est un injectif de C(&) si et seu-
lement si E%(a) est un injectif de € , et qu'un objet coélémentaire E_ estun
projectif de ©C(&) , si et seulement si Ea(a) est un projectif de C .

PROPOSITION le3e = Si dans la catégorie abélienne C , le produit direct d'une
famille quelconque d'objets cxiste, et si tout objet sc plonge dans un objet injec-
tif, alors tout objet de C(8) se plonge dans un objet injectif, produit direct

dlobjets injectifs élémentaires.

PREUVE. - Soient A € C(&) et, pour chaque ae &, J(a) un objet injectif de
C contenant A(a) , J* 1'objet &lémentaire de C(5) déini par Ja(a) =J(a)
J% st injectif. I = agc J% est donc également un injectif de G(&) o Le prodﬁit
J des morphismes canonigues ja S NN L s de A dans I est un monomor-

phisme puisque, chaque b€ & :

AM) » 1T 3%@®m) = T j(a) est un monomorphisme .
acg aeg
b<a

" Dualement

PROPOSITION le4e = Si dans la catégorie abélienne ¢, la somme directe d'une
famille quelconque d'objets existe, et si tout objet est image d'un objet projectif,

alors tout objet de C(5) est image d'un objet projectif, somme directe d'objets
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projectifs coélémentaires.

2. Opérations dans CE) »

Un foncteur covariant F de € dans €' induit un foncteur covariant de
C() dans C'{) par s

A=lA@) , pgt— (FAQ) , Tog}

Appelons ordre p (cfe [4], chapitre I) de l'ensemble ordonné & dans 1'ensem-

ble ordonné &' , un® relation d'ordre sur la réunion & y&?! induisant les rela-
tions dfordres données sur & ct sur &' , et telle que lesseules relations dtor-
dre entre un élément de & ot un élément de &' soient du type ¢ a <a' (on ne
considére sucunc relation du type a'< a ! ). Lorsqu'il y a licu de considérer des

ensembles non disjoints, il est nécess-ire de distinguer & et &' . Ltordre ca-

nonique de & dans & , si &' c & ousi & c & par exemple, exclut les rela-
tions d'ordre du type a'<a, ate & , ae€§ . p* est 1tordrc dual de &' *

-dans g* .

EXEMPLES .

ae Une application croissante f de & dans &' détcrmine un ordre de & dans
&' par ¢ a<a' si f(a) <a' ctun ordre dc &' dons & par @
at < a <> a'<f(a) .

be L'addition d'un premier élémcnt x & & déterminc un ordre de x dans & .

ce Unc applicotion quelconque Y d'un espace topologique X dans un autre Xt
détermine un ordre de l'ensemble ordonné des ouverts de X! : O! s dans celui

O de X par s 0'<0 <= 0! D> y0. L'application de X sur un point x re-
vient done & gjouter un premier élément x a 0. Mais 1'addition d'un dernier

élément & O , naturelle du point de vuc des enscmbles ordonnés, ne se déerit pas
per une application ponctuelle.

Un morphisme f de 4 € G(B) dans B e ¢(&') au-dessus d'un ordre de & dans
&' cst tout simplemsnt un objet C e C(5 U &') qui induit A swr & et B sur
&Y o

3+ Foncteur "sections" I' sur c(8)

Nous allons donner du foncteur sections ¢ I' sur CE) plusicurs descriptions
volables & des degrés divers de généralité.
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3els = Supposons que les objets de C soient des ensembles, et appelons section
de A e C(&) +toute fonction o qui, & chague a € & attache un ¢lément

o(a) € A(a) de telle sorte que si a<Db s ao(b) = Py ola) «

Soit TA 1t'ensemble des sectionse. C'est un sous-ensemble de l'ensemble

Tl A(a) des fonctions arbitraires de & dans A .
ae&

On est aspuréd que TA est un objet de C dans tous les cas usuels. Clest évi-
dent si C est la catégorie des ensembless Si C est la catégorie des groupes
abéliens, on définit naturellement sur TA une addition par addition des compo-
santes 3 (o + o') (a) = o(a) + o'(a) , qui fait de A un groupe abélien. Raison=-
nement analogue &1 C est la catégorie des modules sur un anneau, des anneaux

unitaires, etece

Liapplication qui, & chaque section o, fait correspondre sa composante
o(a) € A(a) est un morphisme (dens C ) de T'A dans A(a) tel que si

b a
a<b: P = abop °

Si f est un morphisme : A 5B dens CE€) , l'image par f d'une section o
de A est une section fo de B .« Cette application définit un morphisme
rfs: 't > TB tel que, pour chaque a e & , le diagramme suivent soit commutatif 3

a
P
ra > A(a)
re £
a
q
I'B > B(a) .

3¢2¢ = De la mfme fagon que l'on peut considérer l'ensemble des sections d'un
faisceau sur un espace topologique X comme 1t'image directe du faisceau par
1'application de X sur un point x (qui revient, comme nous l'esvons vu au § 2

& 1'addition d'un premier é1lément & 1l'ensemble ordonné des ouverts © de X ) ,

nous allons considérer le foncteur sections sur & comme le foncteur imege inverse

par l'ordre & du point x dans &. & ¢ x<& , ol x est un premier élément
ajouté & & (§2).

Comme C(x) = C, un morphisme de Se C = C(x) , dans A € C(8) au-dessus de

€ 5, est un élément h de Il Hom(S 3 A(a)) tel que h = pgpeh , pour tous les
couples ordonnés a <b . a€s
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DEFINITION. - Soit & : x <& , un premier élément de & . Appelons foncteur

sections ' ou foncteur image inverse par & , un foncteur qui fait correspondre

-1 .
3 chaque objet A € C(8) , un objet de €, noté ThA ou & At objet des sec-
tions de L , et un morphisme p, au-dessus de §: T4 oA (§ 242)

-1
3 chaque morphisme f : L »B dens G() , un morphisme T'f ou & £ 3TA »TB,

tel que le diagramme @

1 o
A= TA > A
gt e e £
4 P y
& B=1IB B

soit commutatif, de telle sorte que la condition suivante soit vérifide @

Tout morphisme S - A de €G(x) = C dans C(8) au-dessus de & a une factori-

sation unique par p, ¢ S-TL A4 , autrement dit, le morphisme induit par p, ¢

Py
Hom(S ; T'A) = Hom(S ; S'l A) —— Ti Hom(S ; A(a))
acsd

est un monomorphisme dont 1l'image soit exactement formée des morphismes de S dans

A au-dessus de €&

HomE(S s A) = Hom(S 3 &"1 A) .

I1 est clair que si un tel foncteur existe, il est unique & un sutomorphisme prés
de G, et que si E® o5t un objet élémentaire de C(5) , hécessairement
rE?® =£%(a) .

Nous allons, sans faire d'hypothése sur les objets de C , démontrer l'existence

de T pour C(8) , lorsque C est une catégorie abélienne avec produitss

Supposons la catégorie € additive, et soit, pour tout couple ordonné (a < b)
de &: LAf(ay b) =L(b) « On peut alors interpréter simplement les conditions que

doit vérifier h , en posant
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8

s
M Hom(S 3 i(a)) —— 11 Hom(S ; A(a , b))
ack ayb
a<b

68

oe

(6g )y =1y = Py By
h définit un morphisme de S dans L si et seulement si 68 h=0.,

Si les produits existent dans C , on a ¢

6

[T Hom(S ; 4(a)) = Hom(S ; M A(a)) "—f—*
2€d a€&

Hom(S ; 1T A(a , b)) = I1 Hom(S ; A(a , b))
a,b ayb
a<b a<b

68 induit par un morphisme & indépendant de S

)
M A — 11 A(a , b)
aeb a,b
a<b

ainsi défini ¢+ & est le produit des morphismes 6a b ,'otx 6a b est la ¥compo=
’ ’
santc" de & appliquée dans A(a 4 b)

6a,b =1; (o) ~ Paptls (a)
=11 §
a<b ayb
autrement dit & est nul sur tous les Afc) , ce & sauf sur A(b) ob il est

ayb
1tidentité sur L(a , b) = 4(b) et sur 24(a) ob il est =~ Doy, *

Lorsque la catégorie C est abélienne, définissons T'A = Ker &

o)
0 —lL » [l L) — 11 4(a y D)
a€d a,b
a<b

est exacte.
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I1 en résulte que la suite @

)
0 - Hom(S 3 Th) » Hom(S 3 1l A(a)) — Hom(S; Tl Aa , b))
aed a,b
a<b
est aussi exactes Donc, un élément

h e Hom(S 3 Il 4(a))
a€es

est un morphisme de S dans L si et seulement s'il se laisse factoriser par
TL s

hekKer &8 <> h e Hom(S ; I'd) .

Soient p, le morphisme canonique de T'L dans £, que définit 1'inclusion @

I‘[.L - ﬂ f& (a) [}
a€d

ety si f est un morphisme ¢+ A - B, I'f le morphisme canonique :

TA = Ker 61’ - Ker 6B = T'B

déterminé par le diagramme commutetif suivant

6A
1T L(a) > [ L(a 4 D)
a€s a,b
| a<b
pai nf
éB
[T B(a) » Il B(a , D) .
acd a,b
a<b

Les conditions de la définition du foncteur sections sont vérifidey et 1l'on a

démontré

PROPOSITION 3. - Soit € une catégorie abélienne avec produits quelconques. Si
& cst un cnsemble ordonné, il existe sur C(§) wun fonctour sections I (défini-
tion ci-dessus). Ce foncteur I est additif et exact & gauche (comme on le véri-

fie immédiatement) .
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Lorsque la catégoric C est une sous-catégorie ([7], p. 137) de la cetégoric

°

¢ des groupes abéliens, le morphisme O défini ci-dessus est l'homomorphisme :

ae [l L(a) : (6a)a.b = a(b) - Py, a(a) .
aed ’
3.3+ = Autre définition de T « - Nous supposcrons meintenant que C est une
catégorie abélienne avec produits dont tout object se plonge dans un objet injectif.
Considérons la catégorie C(x u & , (x u & représente & auquel on a ejouté

un premier élément x ), et le foncteur : C(x u & - C que nous noterons Im :

LeCGzu® == Imix -» Il L@]=InLer
a€d

p ¢ LB = Im¢e: Imh ->InB .

On peut construire les dérivées a droite r” Im , n>0, d'aprés la proposition
1.3+ Per composition avec le foncteur de restriction : C(xu & - c) , I (dé-
fini per 3.2) devient un foncteur : ¢(xuU &) - €« On prouve que @

r’F=r"In, n >0 et en particulier T = X In .

4« Foncteur "gosecctions" L sur C{& o

Nous allons définir dualement un foncteur cosections L sur C(&

Considérons ltordre de & dans un point y , obtenu en ajoutant un dernier &lé-
mrt y & &: BUy. Come C(y) =C ., un morphisme k de L e (8§ dans

S e Cy) est un élérens k de [l Hom(A(a) ; S) tel que kepy =k o
. ek a a

L4
DEFINITION. - Soit % ¢ & < y un dernier élérent dc & . Lppelons foncteur co-

sections L , oun foncteur imege directe par n , un foncteur qui fait correspondre :

& chaque objet L€ C(§) , un objet d¢ C noté L& ou nh t objct des cosections

de L , et un morphisme pA eu-dessus de n ¢ L » LL =ndk (§2)

& chaque morphisme f : 4L - B dans C(§) , un morphisme ILf ou nf : LL - 1IB

dens €, tel que le diasgramme 3
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I

p
A >L['L=T]A
f If =nf
B
R P )
B fLBzrlB

soit comrmtatif, de telle sorte que la condition suivante soit vérifiée :

Tout morphisme 4 -» S de C(8) dans C(y) = C, su-dessus dc n a une facto-
risation unique par pA s A -TIA -8 , autrement dit, le norphisme induit par
pA s

pA
Hom(IA 3 S) = Hom(n & 3 S) —-—-—>a28 Hom(A(a) 3 S)

est un monomorphisme dont 1'imege soit exactement formée des morphismes de A dans

S au-dessus de n 3

Homn(!; 3 S) = Honfnt 3 S) .

Un tel foncteur, s*il existe, est unique

a4 un sutoriorphisre prés de ¢, et si
E_  est un objet coélérenteire de ¢(§ : IE

L =E, (2) + Nous allons d¥montrer la
proposition suivante ¢

PROPOSITION 4. - Soient € une cotégorie sobélienne avec sormes directes, et &
un enserble ordonné. Il existe sur C(§) un foncteur cosections L (définition

ci-dessus). Ce foncteur L est additif et oxrct & droitee

PREUVE, - Suprosons la catégoriec C additive, et soit, pour tout couple ordonné
a<b do & A%(e , b) = 4(a) - On peut alors interprétcr sinplerent les condi-

tions que doit vérifier k en posant @

b 3
5
s
6 + T Hom(A(a) ; S) — Tl Hon(A™(a , b) ; 9)
acs a,b

a<b

o
(6 B, p = KpePy, = Ky



26=12

k définit un rorphisre de . dens S si et sculcrent si 6"8‘ kX =0 « Si les som~

res directcs cxistent dans C, on a

g
s
T Hom(A(a) ; S) = Hom( ® A(e) 3 S) ——Hon( & A*a , b) 3 S)
acg e a,b
a<b
= 1 Hom{t™(a , ©) 5 S)
a,b
a<b

6’; est induit per un norphisme & indépendant de S 3

N 0
® L¥(a,b) — @ A4i(a)
a,b ach
a<b

ainsi défini :+ O est la somme des morphisres ba b oh O_ p ost 1o "composante!
R .

bt/

de d induite sur A*(a , b) @

- l ° - l =
0 a,b = "A(b) Pap = "L (a) d=@ a&,b
autrenent dit, o applique £¥(a , b) dens A(b) ® Ala) ¢ ® Ala) par Pop

a,b
dans A(b) ct moins 1'identité dens L(a)

a.€

Lorsque C ost une sous-catégorie ([7], ps 137) de le catégorie 8 des groupes
abélicns, si ala , b) € A%(a , V)

o0

dafa , b) = Py aa 4 b) = ala 4 b) .

Si la catégorie € est abélienne, définissons LA = Coker 93 .

La suite

0
® A*(a , b) —> ® Afa) » LA -0
a,yb a€d
a<b

est exactee. I1 en résulte que la suite
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&
*
0 - Hon(lh 3 S) » Hom( ® Aa) 3 S) — Hon( ® A (a , D) ; 9)
acs ayb
a<b

est aussi exactce Donc un élérent

ke Hom( ® A(a) ; S) I Hom(A(a) ; S)
ass aeg

est un morphisme de A dans S si et seulement s'il se laksse factoriser par LA 3

ke Ker 8% <= k e Hom(L4 ; S) .

A un morphisme f : A > B, la suite exacte précédente fait correspondre un
morphisme ILf ¢ IA - IB . L est donc un foncteur covariant de C(§) dans C,

et 1'on vérifie aisément que L est exact & droite. On a de plus ¢

L@A.:@I-:Aj .
i

Lorsque € est une sous-catégorie de la catégorie des groupes abéliens, on peut

donner de LA wune définition directe duale de celle de 4.1 ¢

IA est le quotient de @ A(a) par le sous-groupe engendré per les

aeg
afa) - oy, ala) (ou afa) € Aa) ).

5. Cas particuliers et exempleg.

5¢1. =~ L'ensemble ordonné & a un premier ou un dernier élément. - La proposi-

tion suivante est évidente, vu les définitions des foncteurs I et L o

PROPOSITION 5.l. - Si l'ensemble ordonné & a un premier élément X le fonc-
teur ' fait correspondre & A e G(§) , 1l'objet A(xo) € C, et au morphisme
f: A -+B, lec mrphisme f_ : A(xo) —»B(xo) « Donc T est exactse S1 & a un
dernier élément y, , le foni:zgeur L fait correspondre & A € C(8) , l'objet |
A(yo) e C,etd £f: A-B, fyo : Alyy) —)B(yo) « Alors L ecst exact.

5¢2+¢ = Ordre triviale. = Un ensemble ordonné trivial est un ensemble ordonné dont
les seules relations d'ordre sont les identités : a < a o Un élément, A e C(8)

est alors simplement une collection dlobjets de € indexés par & , et

ra = 1l A(a) , IA = @ A(a) .
acg acg

La propriété d'exactitude de L dans ce cas est ltaxiome AB 3 de [7] : une somme
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directe de monomorphismes est un monomorphisme. La propriété d'exactitude de T
dens ce cas est ltaxiome 4B 3™ de [7] : un produit direct d!épimorphismes est

un épimorphisme.

5¢3¢ - Limites directe et inverse. - Il est clair que lorsque & est filtrant
4 droite, IA = limite directe {A(a) , pab} au sens usuel, lorsque & est fil=

trant & gauche, T'A = limite inverse {A(a) , pab} au sens usucl.

504s = Soit © 1l'ensenmble des ouverts d'un espace topologigue X , ordonné par
0<0!' si 0>0¢ . C@O) estla catégorie des préfaisceaux sur X & valeurs
dems C, et C(O*) celle des antifaisceaux. Si R est un recouvrement ouvert
de X ct R llensemble ds ouverts de X contenus dans lcs ouverts de R , Jes foncteurs
r et L, composds du fonctcur restriction : C@O) -» CR) ot dcs fonctcurs r

R R
et L sur R sont les foncteurs sections et cosections sur lc recouvrement R

des préfaisccaux sur X .

De méme, T . ©t L composés de C(6%) » C(K) ot des foncteurs I et L

% R® . .
sur R sont les foncteurs sections et cosections sur l¢ recouvrement R des an-

tifgiscecaux sur X »

6o Morphismes et connexion.

6el. = Soient & , &" deux parties de & , I‘g, ’ LS' ’ an s Lgn leurs

foncteurs sections et cosections. & chaque A € C(6) on peut fairc correspondre

ses restrictions Algt! et 4

Tey comme des foncteurs sur C(8) « Alors, unc inclusion &' > &" , détermine les

transformations naturelles {de foncteours sur C(8) )

&' & &' et &, ot considérer ainsi I‘g' et

&y & s T, =T L

51 gn gy < L

SN *

Soient maintcnant & , &! deux cnsembles ordonnés, p un ordrc de & dans
&' (§2), Ae C®E) , At e C(5') et f un morphisme dc A dens A' au-dessus
dc p, ctcst-a-dire un objet dc C(& u &') induisant A sur & et A' sur &',

Pour tout a € &, désignons par pa 1'enscmblc dcs at € &' tcls quc a < a ’
ct de la mdme fagon, pour tout a' e &' , désignons par p"'1 a!' 1'cnsemblc des
ae & tels que a <a' (ccs enscmbles peuvent 8tre vides)e S1 a<b, pa>d pb,
et si a' < bt , p—l a':pfl'b’ .
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Supposons C abéliennc et désignons par p"l At(a) 1ltobjet T a AY des gec-
tions de la restriction de A!' & pa si pa AP , ot 1ltobjet nul si pa=@ .

Les p"l Ai(a) forment un objet de C€(5) : l'image inversc de A' par p, et
tout morphisme f de A dans A' au-dessus de p sc factorise canoniquement
- ' . -1
en un morphisme de A dans p L A' dans C(&) et le morphisme de p ~ A' dans

L' » On o done ¢
Homp(A 3 A') = Hom(L 3 p'"l AY) .
De la mdme fagon, si 1'on pose phA(at) =L _; A, les ph(a') forment un objet

p at

de CE') : l'image directe de A per p ot 3

Hcmp(A ; A') = Hom(pA ; AY) A .

X
té universelle dc I' , un morphisme canonique 3

Les morphismes canoniques ¢ I'., At = I"pa At déterminant, on vortu de la proprié~

I"A’—)F -lA?

5 g P

On a de mfme

Le, ph > Lg A .

6.2. Conncxion et théoréme d'isomorphisme.

DEFINITION. - Un ensenble ordonné & cst dit connexe si, quels quc soient
a, be &, il oxiste unc suitc d'éléments : Cp s O 5 wes 50 de & , tels que

¢y =a, ¢, =b, et quientrc deux éléments consécutifs e, , Cs,1 » 1l ¥ ait

n 1

une relation dfordre ¢ c. < c,

3 141 ou c,

< )
41 % °

EXEMPIE, - Un enscmble ordonng filtrant (& gauche ou & droite) est conncxe. Il

est clair que si & est connexe, il existe un morphisme canonique
FA - LA o

THHEORE ME d'isomorphisme 6.2 -~ Si p est un ordre (§ 2) dec l'ensemble ordonné
& dans &' tel que pour tout a'e &' , p  a' (§ 6.1) soit unc partie non vi-

-1 .
& comnczc de & , le uorphisme canoniquc (§ 6.1) 2 1"8, LYo 1"8 p LAY ost un iso-

I'. p  A' . Dualement, si pour tout ac& , a

morphisme ¢ I L1 5

g'}

Hi
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est une partic non vide connexe, le morphisne cenonique ¢ Lg‘ pl - Lg L ost un

isomorphisme ng ph = L& Lo

630 ~ Foncteur restriction. - Soient ® unc partic de l'cnscmble ordonné &,
Y 1le fonctour de restriction 3 C(§) » C(R) qui & chooue objet L e CR) fait

correspondre so restriction YL = AI(R « Y cst un foncteur exact, meis si I est

injectif de C(8) , sa rcstriction YI nlest pos en général un objet injectif de
CR) , ni mfme un objet I‘(R-acyclique s s1 P ocst projectif, YP n'cst pas cn

général L(R-acycliquc.. Mentionnons deux cas ou il cn est aingi ¢

PROPOSITION 6e43L. - Si pour chaque a € &, l'cnsemblc des r € R tels que
r < o cst vide ou possdéde un plus grend élément A(a) (c'est lc cas par exemple
si R est clos & droite ¢ c<d et ce R cntrafnent de R), alors & é1é-

mentaire (§ 1) => vyh élémentaire, A injectif = YL injcctif, et l'on a

entre les dérivés & droite de Tp y sur CE) et de Tp sur C(R) , 1'isomorphis-
m

———

rn(l“ﬂoy) = (rnl"(R).Y .
Dualement, si pour chequc ae & , 1l'ensemble des r e R tals quc a <r est vide
ou possede un plus pctit élément (c'est le cas si R est clos & gouche), alors ¢
L coélémentaire => yL coélémenteire, L projectif => yA projectif, et
sur C(R) ,

1ton 2, entre les dérivés & gauche de Loy sur c(8) et de Le

1'isororphisme

En(L(RoY) = (En LlR) Y e

REMRQUEs - Si p est un ordre de & dens &' ob p"1 le foncteur
C(&') => c(B) défini au § 661, il en résulte que ¢

-1 .
@ p™) Aa) = @ T_ ) (itlpa)
pa
De mfme pour le foncteur p de €G(8) dans ©G(5')

(0 ) A = (2, Ty ) @™ an .

PROPOSITION 6¢3B: - Soient & filtrant & gauche, &' cofinal, s 1le fonctecur
restriction G(§) » C(6') , L e CE) + @'T.) A= (r"Tg,) shS1 & est fil-
trent & droite, &' cofinel @ (2 LS) b= (e Lg,) sh o
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7+ Homologie et cohomologie d'un ensemble ordonnée

Soit C une catégorie abélicnne avec sommes dircctes dont tout objet est “image
dtun objet projectifs On pcut définir pour tout ensemble ordonné & , les foncteurs
¢ L, dérivés gauches de L , de ¢(5) dans C . Si AecC(8) , ! LheC est

le n-idme objet d'homologie Hn(S 3 4) de & relativement 3 A .

Dualement, soit C wune catégorie abélienne avec produits dont tout objet se
plonge dans un injectif. On pcut définir les dérivés & droite du foncteur I' de
C(8) dans C . Si A €cC(8§ , " T4 cst le n-idme objet dc cohomologic
Hn(s 3 A) de & relativoment 3 A .

Suites exactese - Les ¢, L sont des fonctours homologiques ([7] pe 140, 143),
les T s des foncteurs cohomologiques. A une suite exacte O - A' > A - An 50
d'objets de @) correspondent donc dessuites excctes dthomologie et de cohomo-

logic

- H (834 ->H (8354) -H (B ;A H 6;A) .

- Hl(S;A")—)LA'»LA-%LA“*O .
O =TAY +TA 5 TAN 5 HE (B 5 £1) » wee » HRNE 5 A) » HY(E 5 AM) » Hn+l(8; AY) 5 oee

8¢ Résolutions stondards dens C(&) .

8ele — Soicnt € wunc catégorie nbélienne avec produits, o lc foncteur qui &
chaque objct A € C(8) fait corrcspondre 1'objct oA e C(8) oainsi défini

oA = || Ab
bes
ot AP ost ltobjet élémonteire (§ 1) défini par AP(b) = A(b)
col =a? A= Tl Ab’c
byc
b<c
ot AP°=2° i b<oc .
To?p= T :
o L = ia , b) (A(a , B) = A(D)) .

Moo
éu
o’
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La suite cxactc de définition de TA suggére la considération de la résolution
suivante de A , T=-acyclique, dens C(§) , ou T'-résolution standard de A

) ) )
0 2 1 n+l 0 ne2
O-)A—)O'A———)O A —s see © A — o0 A > eee
ou
a ,& geee i
a,o-<0.l<ooe<3n
‘ ,a ’...’a a ’
avec Aao 1 nEAn si as<a, < 00 <28 et &  est défini par le pro=
0 1 n? n

duit de ses composantes appliquées dans chaque A

1
M
~~
1
~~
.
=y

n,Aao,al,.-o,an+1 iﬂ Aao’al,OOC,ﬁi,O.Q,an+l

¢ (=~ 1) n+l 1
an’an+l Aao,al ,0 L ’an

Cotte résolution cst agyclique dans C(& , ce qui veut dire qu'elle 1l'est en

chaque b € &4 et les objets de cohomologiec de & relativement & A e C(8) sont

les objets de cohomologie du complexe dans C obtenu en appliquant I' & la T'=
résolution standard de A définie ci-dessus, soit, on notant

n,, , n+l
C (8 H L) =Tg A = Tl A(ao » 84 n.,an)
a,o-<al e 0<8.n
les cochafnes de degré n de & relativement 3 A du complexe (qui est un fonc-

teur résolvant pour I : ([7] p. 149).

5, 6, b

n
0+02(8358) — CL(B 3 4) — vee 2 C%(B 5 4) —C™ (55 L) o eee

8424 = Dualement, on considére le foncteur <t qui & chaque A e G(§) fait cor-
respondre 1l'objet A e ©(8) 3
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'CA:@Ab

beb

oh A~ ost ltobjet coélémentaire (§ 1) défini par A.b(b) =b .

D'oli 1t'introduction naturelle de la Lj-résolution standard de A

0 0

n 1
tee -)‘cn+1 A -—-——->1:n L ees —sTA A0
avec
‘cn+l A = ® Aa .
AR L

a0<al...<an 0 n

avec 4 a a = Aa et d_ , défini par la somme directe de ses composantcs
ao, 1’000, n 0 n

sur chaque A H

al ’8.2,0 L ’an

> i
n,A f; + 2 (- l) lA *

0 =1 Py a
ao,al,...,an al...an 0”1 i=1 ao,...,ﬁi,....,an

Cette résolution de A par des objets ILeacycliques, est acyclique dans 6(8) et

les objets dthomologie de & relativement & A € G(§) sont les objets d'homologie

du complexe dans C obtenu en appliquant L & la ILerdésolution standard de A
définic ci-dessus, soit, cn notant

n+l *
c (834 =Lt A= @ Aag 5 8y 5 eee y )
an<8, 00 0=
01 n
les chafnes de degré n de & relativement & A du complexe 3

qui est un foncteur résolvant pour L ([7], pe 149).

8e3e = Application : homologie et cohomologie de l'ensemble ordonné N des ene-
ticrs > 0 ot des cnscmbles filtrants de typc dénombrablc.

Dtaprés la proposition 643B, 1lthomologie ¢t la éohomologie dtun ensemble fil-
trant de type dénombrable sont les rémes que celle d'un ensemble cofinal que 1lton
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pout choisir isomorphe & N .

Or, on a dans ce cas des foncteurs résolvants trés simples de T et Ty s

si A e ) ,

&
0T ATl A(a)MHA(n)QO»O...
N n . n

avec, si a ={a;} , (3c) , = n+t,n el = % 3

si Lec,

o]
eeo O-;@A(l’l)-—-—)@ﬁ(n) - LA 50
n n

avec, si a =Zan , da=2 (an = Ppin an_l) .

Si L est un objet élémentaire de C(N*) , & ost un épimorphisme (c'cst dtail-
leurs un épimorphisme si tous les Ppil.n sont des épimorphismes).
’

Si A ost un objet codlémentaire do C(N) , O est un monomorphisme.

Ies complexes sont donc bien acycliques dans le premier cas pour les produits
d'objets élémentaires, dans le second cas pour les sommes dtobjets coélémentaircss

On a done ¢
P 3 A) =0 sin 32

rl(N* s A) = H]'(N* s 8) = [0 A/ T A
. neN neN
b (N34 =0 si n32

d
L L) =H N ;A = Ker[® A(n) — @ A(n)]
n n

e @* 5 A) avait déja été utilisé per STEENROD ([11] p. 845) et nous le retrouve-
rons au § 13.

9. Foncteurs canoniques entre ensembles ordonnds et schémes simplicisuxe

9¢1. ~ Rappelons qu'un schéma simplicial M ([6] ps 37) est un enscrble muni

de la structure définie par un enserble dc parties finics, appelées simplexcs, de

tclle sorte que toute partie finie non vide d'un simplexe soit encore un simplexe.
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Un schéma simplicial M est ordonné s'il est muni d*une relation d'ordre telle que

tout simplexe soit totalement ordonné.

Les schémas simpliciaux forment une catégorie § : un morphisme ou application
simpliciale de M dans M! est une application qui transforme tout simplexe de

M en simplexe de M! o

Los schémas simpliciaux ordonnds forment une catégorie $y dans laquelle les
morphismes sont les applications simpliciales croissantes. SO est naturellement

plongée dane 8 «

9¢2 - Foncteurs o, d et B+ = A tout schém simplicial M faisons corres=-
pondre llensemble ordonné aM dont les éléments sont les simplexes de M et la
reletion d'ordre l'inclusion ¢ si s ,teM, s<t <> sct.Si f est
unc application simplicinle de M dens M' ;, qf est une application croissante

de aM dans aM' , a est donc un foncteur de la cotégorie $ dans la catégorie

©® des ensembles ordonnés et applications croissantes.

A tout ensemble ordonné & faisons correspondre le schéme simplicial ordonné
B& obtenu en appelant simplexe de & toute suite finie totalement ordonnée dté-
léments distincts de & @ ag < 8y ees < 8, e Si g est une application croissan=
tc de & dans &' , Bg est une spplication simpliciale ordonnée de P& dans
pe' s+ B est donc un foncteur de la catégorie O dans la catégoric $, e

Lc composé Bat $ - 8o ntest autre que la subdivision barycentriques Nous nous

restreindrons dens ce qui suit & 80 .

Si Mn cst 1l'ensemble des simplexes de degré n de Me Sy » ctest=d~dire des
simplexes comptent n + 1 éléments de M3
oM = U Mn .
20
Soit A =(0,1,2, .. ,n lasuitedes (n+1) premiers nombres en-

tiers 2.0 . A € ©, et il est d'usage de noter encore A, le schéma simplicial
ord mné pa, - Désignons par

moo= HomSO(Ari y M

l'ensemble des simplexes singuliers de degréd n de M ([6], pe 39), c'ecst-d-dire
des applications croissantes au sens large) de An dans les simplexes de M, et
par
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Ordonnons oM per s

il existe 2u moins une
application croissante

omemm9 onemn, Qm<o'n <> (pmndO Am dans An
telle que 0 ®mn = %n °

Si f est unc epplication simpliciale ordonnée de M dans M , &L est une
application croissente de aM dens GM' : & est done un foncteur de Sy dans
(VI

A tout Sy € Mn correspond une application croissente unique oy de An sur

dfoh une injection : M - M ¢t

CX.M—)»G_.‘M °

Réciproquerent, & tout simplexe singulier ¢ correspond un simplexe A(a) de
M3 1'imnge de o « Dans l'ensemble ordomné aM , A cst une "rétraction" de
aM sur le sous-ensemble aM ( A est croissante sy A0) < 0, A =idontité sur
M )e A ecst une transformation naturelle de fonctours (sur So )t a0

943 = Conservation dec 1lthomologie ct de la cohomologie par B « = Soit, pour

i=0,1,2,¢.0,n, f, I1lapplication strictement croissente de AN dans
A, qui ne prend pas la valeur i , ot F, 1'application (i-itme face) de n
dans Jfbn_l (notation ci-dessus) définic par : F 19, =9, fi + On 2 done

Fi 0, <@, » et Fi applique Mn dans Mn—-l

Soit € wune catégoric abélicnne. Un systéme de coefficients covariants dans G

sur_le schéma simplicial M €8 est, par définition, un objot do C@M , un

systéme contraveriant, un élément de G* aM = C(aka) o

En posant A(o) = 4(A0) , pour ce aM , on étend aux simplexes singuliers, clest-
d-dire & oM , le systéme de coefficients : cela reviont indifféremment 3 prendre

o vl . . - s . »
A A image inverse de A par llordre A de aM dans aM s défini par la ré=-
traction A, ou jA , image directe de A per ltordre j de aM dans aM que

détermine 1!'inclusion.

Les objets de cohomologic de Me 8o relativement 3 un systéme covariant

A e CaM sont par définition les objets de cohomologie du complexe des cochafnes

singuliéres de M relativement & A ¢
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60 614 on
ﬂ A(OO) -_— ” A(Ol) — 00 ﬂm A(On) ——— H A(Gnn) -~ eee

(8 i .
SASLS o leml AN onnemnn

oi la composante de & = appliquée dans 4 (°n+1) cst 3

nil 5

® = 2 (=1) 1

n’A(cn+l) i=0 pF:'t.dn+l’°n+]. A(Fio n+l)
pFi 0, 11990t ast le morphisme de 4 ¢ A(Fi cm_l) - A(on+l) .

N Al) = C™(M ;5 4) est 1'objet dos cochafnes singulidres de degré n de M
o &l
nn

relativement 3 A

Dualement, les objets d'homologiec de Me so rclotivement & un systéme gontra=-

variont A e C(aM*) sont ccux du complexc des chafnes singuliérecs dc M reclae
tivement & A ¢

d

n

s0e (] A*(O ) —— @& A*(O l) soe = ® A*(Ol) - ® A*(O'O)
o el n o €M D= o._ el o PR=
nn n=l" nel 171 0

avee lo composante de 9 définie sur A*(on) :

S wnts

3 -
n,4%o)) T i A*@yo) T 0F 0

@;’rr A*(on) est 1'objct des chafnes singuliéres dc degré n de M relativement
o en
a A,

Si & cst un cnsemble ordonné, un objet A e C(6) définit un systéme covariant |
sur le schémn simplicial ordonné cssocié P& per

ot un systére contravariant par
*
A (C,‘,O ’ 8.1 9 ove an) -_'-A(ao) .

Les définitiohs du § 7 montrent slors que lcs objets d*homologic et de cohomo=

logic de & relativement & L sont respectivement ccux du schéma simplicial
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p& rolativement aux systemes dc coefficicnts r* et A définis par A sur B& .

Nous exprimcrons cctte propriété en disant que le foncteur B conscrve l'homologie

¢t la cohomologic.

Qs4¢ = Conservation de 1l'homologic et de la cohomologic par a et o « - Partons

réciproquement d'un schéma simplicial ordonné M ct d'un systéere covariant
Ae C(@M ou contravaricnt £ e C(aM*) « On prouve alors zisérient les isomorphis-

mes noturels, cn utilisant lc théoréme d'isororphismc 6e2.
HYM ; &) = H' @M 3 A) = H'@M 3 A)

* * * * *
H (M3 A7) =H @M ;A):Hn(oTM 3 A7) .

Résumons la discussion précédente

THEOREME 9.4, - Avec les notations de ce § 9 :
1o Foncteur B : O -8, « - Pour chaque ensemble ordonné & € © , ( détermine
deux foncteurs : C(&) £, c(ps) , c(&)L C(BE) et identifie
HY (& 5 A) = (@& ;B A)

H (65 4) =H (86, § 4) .

2° Foncteurs @, & : 8§50« = a et & identifient :

pour A systéme covariant sur le schéma simplicial ordomné M

HY(M 5 &) = HO(aM 5 A) = H@M ; A)
pour A systéme contraveriant sur M
* * % _ k%
Hn(M;A)an(OLM ;A):Hn(('l'M 3. A) .

I1 en résulte que n!'impcrte quel composé successif de B et de o ou & , en
particulier la subdivision barycentrique, conserve 1l'homologie et la cohomologie
"3 coefficients",

Or, & 1l'aide de la formetion usuelle du bord des simplexes, on ne sait d& inir

directement sur un schéma simplicisl, ni son homologie relativement & un systéme

covariant, ni sa cohomologie relativement & un systéme contravariant, tandis que

ces définitions sont naturelles pour un ensemble ordonné. Nous poserons donc,



26-25

par définition, pour un schéma simplicial ordonné M :

si A est un systéme covariant sur M ¢
H (M &) =H (a5 4)
si A% estun systéme contraveriant @
B M 5 A%) = 2% 5 1%
et 1'on prouve comme précédemment que Hn(aM s A) = Hn('oc'M s A) et .

M 5 A%) = i@ ;5 A%)

10+ Catégories de complexes.

. >
10.1l, =Soient [a, b] un intervelle de l'cnsemble Z des entiers "< O , tel que
a+2<b, (a peut &tre - », b peut &tre + w), C une catégorie abélien-
ne. Un complexe sur [a , b] est un objet de G([a , b]) (notation du §1) tel

que P, = 0, sl n'>n+2, soit encore tel que 0 , pour

Pnslyne2Prynel =

tout n telque ag<ngb-2. lunis des morphismes de c¢(la , b]) 1les comple-

xes sur [a , b] forment une catégorie Cla,b] sous—catégorie de C([a , b])
’

C'est une catégorie abélienne.

NOTATIONS. - Pour abréger, nous noterons C_ = (‘3[_00’+°°] ’ @r = C[O,w] ’ -

les complexes positifs, 62 = C[_w 0] les complexes négatifs.
b

Les objets projectifs de C[a b] sont les complexes P = (Pn) du type suivant @
’
soit (Q) , a$ng b une famille dtobjets projectifs de €, et P =Q
Py = Qe +Q si a+lg&n, p

Q

est un isomorphisme sur Q_  , nul sur
on+l n

n-l ° . .
Les objets injectifs sont du type suivant : si (Jn) y, a<ngb estune famil-
s e s . _ . ] _
le dtobjets injectifs de C: In_Jn+Jn+l si n+1<& by Ib_Jb.
Dés lors, il est facile de voir que si C satisfait & la propriété :
(P) Tout objet est imuge d'un objet projectif, ou

(I) tout objet se plonge dans un objet injectif, G[a p] ¥ satisfait aussi.
’

10+2. - Complexes doublese = Pour des raisons de cohérence avec ce qui précéde

nos conventions différent de cellés de [5]¢ Si [a , b] x [ec , d] est un inter-
n’m — . re - " "
valle de Z x Z , nous notons 4’ =7p (n,m(n+1 ,m) la différenticlle "horizontale",
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n,m pp s . . . .
dﬁ = p(n,m) (n,m+L) la différentielle "verticale", AI le premier degré, AII

le sccond degré, d'un complexe double de G[a blx[c,d] * qui vérifient
’ ’

od d-.d

dpedy =0 dppedyy =0 r*drr = dgpedy -

I II

I1 y a isomorphisme des catégories Cra blx[c,d] et (C[a b]) [0,a] * Deux mor=-
’ ’ ’
phismes homotopes dans (C[a b]) [e,d] sont homotopes au sens de 1l'homotopie des
’ ’
1 b c .
complexes doubles dans [a,b]x[c,d]

Nous noterons donc C_ = (Co)c , (Gg)z = Cpy 5 Ctee o

10e3s -~ Foncteur ¥ « - Supposons que dans C les produits infinis existent, et
que 7t soit un foncteur exact. A chaque complexe double A = (qu) s faisons cor-

respondre le complexe simple XA défini par

Qe i An = ﬂ Ap’q
p+q=n

P » @ varient dans les intervalles de définition du premier et du second "degré"
de A )o

b 5 ¢ xA,pa™

si ke M Ap’q,et r+s=n+1-:
pta=nh

(6k)r’s -3 WFos=l (- 1)8 a k:c'--l,s

II

et & chaque morphisme ¢ A - B , le morphisme XA -%XB induit. Le foncteur ¥

posséde les propriétés suivantes @
l. c'est un foncteur exact,

2¢ c'est un invariant d'homotopie,

11, Hyperdérivés d'un foncteur composé.

llels = Soient €, G , C" trois catégories abéliennes, F 1 € => C' et
Gs: €' => ¢" deux foncteurs additifs, A un objet de G, PA et JA des
résolutions projective et injective de A o« FPA et FJA sont des complexes dans
C! « On peut en prendre, dans c! (ou indifféremment d'ailleurs dans C! pour

L
FPA ou G;' pour FJh ) des résolutions projectives et injectives
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PFPA , JFJA , JFPA , PFJA . En leur appliquant G on obticnt des complexcs doubles
dans C? auxquels on peut appliquer le foncteur ¥ .

DEFINITION 11,1, = En utilisant les notations ci-dessus, les hyperdérivés du fonc-
teur composé GF sont les foncteurs qui & chaque objet AeC font correspondre
les objets dthomologie suivants ¢

(L2, &) A = H™ (KGPFRL)

H® (XCgEP A) n “<0

(r{?,n GF) A
(e, CF) & = HY(KGPFFJA)  n <O

(rr, GF) A = H™ (KGIFJA)
et & chaque'morphisme : A s A' , les morphismes induitse

11,2+ = Propriétés des hyperdérivés.

ae Justification de la définition. - Il faut prouver que la définition est bien

indépendante du double choix de résolutions. Or, si f est un morphisme £ oo At
dans C, tous les morphismes fA - PA' relevent f sont homotopes entre eux
dans CB » donc aussi les morphismes images par F : FPA - FPA! . Les morphismes
les relevant ¢ PFPA » PFPA® sont également homotopes entre eux, donc aussi les

morphismes images par G , puis X . On a donc un morphisme unique ¢

H* (KOPFPA) — H™ (KGPFPAY) .
Raisonnement analogue dans les autres cass

be Suites exactese = Soit O +A'> L+ A" > O une suite exacte d'objets de

€ + On peut en choisir des résolutions projectives ou injectives qui forment des
suites exactes de complexes, qui restent exactes lorsqufon applique le foncteur F

0 - TRPAt » FRL - FPAM » O
et
O - FJAY » FJA > FJAn > 0 .

Dans Cé (ou CE s OU 61" ) on peut alors choisir des résolutions des complexes

précédents de telle sorte gu'aux suites exactes de complexes correspondent des
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suites exactes de complexes doubles, qui restent exactes lorsqu'on applique le

foncteuwr G
0 - GPFPL - GFFPA - GFFPAM - 0 , etco .
Le foncteur ¥ étont un foncteur exact, on obtient ainsi des suites cxactes de
complexes ¢
0 - XGFFPA® -» XGPFPL - XGFFPAM » O , etce
d'ou des suites exactes d'homologie :
sec = (un GF) A% > (un GF) 4L - (ee, GF) Ln

- (ﬂﬁn+l GF) At o 400 ctee .

c. Utilisation de foncteurs résolvantss - Supposons per exemple F et G exacts

4 droite (le mme raisonnement vaut pour F et G indépendamment exacts & gauche
ou & droite). Soient § et ¢ des foncteurs résolvants ([7]) de F et G+ On

a lt'isomorphisme
* *
H (¥5A) = H (XGPFPL) .

PROPOSITION 1142, = On peut, dens le calcul des hyperdérivés d'un foncteur composé
Gy ot G et F sont indépendamment exacts & gauche ou & droite, utiliser des

foncteurs résolvantse

11e3c - Foncteurs composés associés & un ordre. - Soient p un ordre (§ 2) de

1'ensenble ordonné & dans l'ensenble ordonné &' , p le foncteur "image directe
par p" (§ 6) + C(E) »C(E) , et p"l le foncteur image inverse ¢
cEt) » (8 o On peut appliquer ce qui préecéde aux foncteurs composés &
ey Py Tegpos Lgé"l o TP o

De mme, les foncteurs p : C(B) » C(8'™) et p
finis par

=Lx : CEY) - C(S*) sont dé-

hec(® , (P a)@)="_ &
pal

Lk

Lre c(&) , (p AY(a) = Lpa At .

D'ol les foncteurs composés
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”
C(S) > C3 th* P* ct Lg:* P

(1)

-]¥ ¥
cEr) » C Tox P et Ly P .

Mais, si s est le foneteur de restriction de & a p-l et ={aec &3 a<al}
par cxemple, la restriction sI d'un injectif de ¢(8) n'est pas en général un
objet T' _, = acyclique dans (i(p'"l a') , donc les dérivés & droite (T ot s)
at p at
sur G(§ sont différents des foncteurs @ T 1 ) s ou la dérivation est pri-
at
se dans e(p"l a!) . Or, ce sont ces derniers qui sont importants dans les appli-

N , % —-l¥
cationse Nous allons donc considérer les foncteurs p et p comne des collec—

tions de foncteurs ¢

* =1T H =Lk = .
p { p-la'} b F {Lpa}

Un foncteur % : C(&) - C(5'™) sera un foncteur résolvant de p* si, pour
tout a'e &' , le foncteur Alp-l a! » (3A) (a') est un foncteur résolvant pour

« Nous prendrons
p a'

(38) (at) = C*(p"l a!' 3 A) complexe des cochafnes de p-'l al

relativement & A o

De mfme un foncteur ¢ : c(8') - c(g*) sera un foncteur résolvant de p-l* si,
pour tout a € & , le foncteur Atlpa - (9A?(a) est un foncteur résolvant pour
Lpa « Nous prendrons ¢

(e41) (@) =C,(pa ;5 A') complexe des chafnes de pa rolativement & A!? .

5 et © étant ainsi choisis, nous définissons alors les hyperdérivés des fonc=

tours composés (1) par @

T, (Cpry o*) 4 = Hn(;crgwgszx)

e *\ ¢ *
zrn(Lg,* p*) L = H (mg‘* PSh)
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T (1‘5* o) a1 = Hn(xrg* 38 A1)

TE (L p~*) &t = HY(KL _ £9 A1)
g* g*

en surlignant les notations précédentes rr etce afin d'éviter toute confusion.

Si 0- L ->B-0C=0 ostune suite exacte d'objets de C(58) ou de C(8') , le
foncteur § ou le foncteur © la transforme en une suite exacte de cemplexes,
d'oh une suite exacte de complexes par application d'un foncteur XGJ ou eGP ,
G foncteur additif, d'oh des suites exactes d'homologie analogues & celles de
11,2(b).

12, Homologie et cohomologie des espaces topologiques & coofficients dans un pré=-

faisceau ou un antifaisceau.

Soit ® le sous-ensemble de P(8) formé des parties R de & , que nous appel=

lerons recouvrements & droite de & , satisfaisant & 3
© Re® <=> | R est clos & droite (r<a et r e R ontratnent a e R)
0

V ae Ry, ilexiste re R telque a<r .

® est ordonné par inelusion, (ordre induit per celui de P(8) ), et n'est pas

vide puisqu'il contient & , qui en est le premier élément.

® est filtrant & droite.

I1 existe un ordre canonique p de ® dans &: B<a <=> R=2 a . Nous
appellerons scctions et cosections de Cech (sous-entendu & droitc) sur & , les

foncteurs composés :

g -l v v L . v .
r=Lp soit TA =1im_ A L=T _ep soit IA=1imL_ A .
® , R (D* —_— R

Rel Re®

12¢1s = Soient X un espace topologique, & l'ensemblc ordonné de ses ouverts
0,< 0, <=> 0;> 02) s C une catégorie zbélienne, A e G(8) un préfaisceau
sur X dans C, ® 1'ensemble ordonné filtrant des recouvrcments ouverts clos
dc X & si un ouvert O appertient au recouvrement R , tout ouvert 0! ¢ O ap=
particnt également & R )o Si p ost ltordre canonique de ® dens & , lcs fone=
teurs sections ct cosections de Cech (3 droite) sur & ¢
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F:I&.p-]':liml" L=T .o *=linlL
—_, R o¥ — R
Re® Re®

scront appelés les fonctours sections ct coscctions de aéch sur los préfoisceaux
de X °

v
F'AeC ot EA € C sont les scctions et cosections de Eech du préfaisceau

Le ©6) « Les objets de cohomologie et d'homologie de X relativement au pré-

faisccau A sont, par définition, les hyperdérivés (§ 11.3 ct 11.4)

Now ooay = S -1 >

H'(X 5 A) _zrnl"A..zrn LQ.p n <0

H (X H A) =1ri iA =, T op-l* n >< 0 .
nV ? n n- %

®
LA une suitc cxacte de préfrisceaux, O -+ A' -+ A » A" 5 0 , correspondent des sui-

tes excetes do cohomologic ct dthomologic (§ 1l.2(b) et 11.4), cn générel illimi-
tées dans lcs doux sense

On peut considérer 1'homologie ¢t la cohomologic ainsi définies comme 1l'homologie
et la cohomologic de Coch corrigécs do fagon quc ltaxiome de la suitc exncte soit

satisfoit.

Lorsque C est la catégorie des groupes abéliens, et que 1ltcspace X cst para~-
compeet, la cohomologic & coefficients dens le préfaisceau L coincide avee la
cohomologie usuelle & coefficients dans le foisceau associé & , dont il est ques—
tion au paragraphe suivant.

Soient meintenont B € C(S*) un antifzisceau sur X dens C, 0* 1lensemble
® mni de 1o relation dtordre opposéc, p* 1tordre cecnonique do &* dens 0F
v
(duol de p ci-dessus). Les foncteurs sections ct coscctions de Cceh (3 gouche)
*
sur & ¢

A v

r* = o ¥ - *_ 't =
Tgep _l_igr‘ﬁ* L g*.p HLR*
Re® Re®

rd 03 . ~ )
seront oppelés les foncteurs scctions et coscctions de Cech sur lcs cntifaisceaux
de X .

Les objets de cohomologic et d'homologie de X relativement & 1l'antifaiscesu B
gont, par définition, les hyperdérivés, (8 11.3 et 11.4).
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B (X

“e

B) = :e?n I-wop'*

H'X ; B) =FL. T
n

0

A une suite exacte d'antifaisceaux, O - B! , B - B" 50 , correspondent des

suites exactes de cohomologie et d'homologie (8§ 11.3 ct 11.4) en général illimitdes

ot .
% P

dans les deux sons.

1242+ = Cas d'un cspacc métrique compsct. Identité svec 1'homologie de Steenrod

[11] lorsque les "coefficients" sont constants. = Lorsque X cst métrique compact,

1'ensemble filtrent ® des recouvrements ouverts de X (que nous supposons tou-

jours clos) est de typo dénombreble : soit

W : & DR D eve DR D ee. une suite cofinele de O .

On peut remplacer ® par N (§ 4) ct, d'aprés le § 11, utiliser des foncteurs ré-
solvants pour le calcul de lthomologie de X relotivement & un préfaisceau ou un
entifoiscecu A (dans 1o catégorie G ).« Nous supposerons dens le reste de ce pa=
ragrephc que C =8 .

Soit Cp(ﬂi 3 L) 1'objet des chatnes (§ 8.2) de degré p de R, relativement
a A . Les chafnes des Ri forment sur N¥ 1tobjet de CZ(N*) :

Col® 5 8) 2 C (R 5 4) » ua > C*(Ri 3 A) » ees

ou los pi+1’ 38 C *(Ri+1 3 A) - C *(ﬁi 3 1) sont des monororphismes, aweudls nous
cllons appliquer le foncteur résolvant du § 8.3

Nous obtenons zinsi lo complexe double (le degré AII dc lc ligne du bas est
zéro, celui de 1la ligne du dessus est un) @

Qeead O 000

s ———)n

(@)
)

=
<@
&

n( 1 3

(e o]
>
e
]
o .
———) o, =3 () @ 0@
On

oou'———)ﬂc (R. A)

A) 3 000 )

e
E
|
bo
]
—
£)
e
“we
e =
(]
R
“we
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ou dI = 0 est la différentielle des chafnes et dII = & 1la différentieclle du
§ 8.3.

la différenticlle du complexe simple associé K est
D=d1+[3dII=6+[36

A
avee B = (- 1) 1 : on prend & sur les colomes de degré O; pair, = d sur
celles de degré A;  impoir.

Uncycle 2z de K de degré n - 1 est donc formé dtunc double femille 3

z = {(di) €N ? (ci_l)ieN} telle que ¢

bc;_l =0, V i3 les °1j’;-1 sont des cycles

i_ n i+l 4
o, = (=1) [pi-:-l,i ®pt = Opet]

Les cycles ci_l forment donc avec les homologies de liaison des di un cycle

de X du type de Vietorise

Mais (on sait que 1'homologic de Vietoris ne satisfeit pas & llaxiome de 1o
suitec cxacte), la condition pour un cycle d'8trc homologue & zéro dens K est
plus forte que celle qui est utilisée dans 1thomologie de Vietorise On cbtient
donc un objet d'homologie "plus grand®. En effet, le cycle

i i i i
2= {(@)gen » (py)sen} cstwnbord Duy w={log, )sey» )t ol

1 n PSR R |
dn =(-1) [pi+1,i bn - bn] * a“‘n+l
i _ i

Ch = bbn

clest=d~dirc quc tous les cyeles C:;-l sont des bords (condition de Viectoris) ’
nais en plus, on impose ~ux dj‘l (qui font partie de 1la définition du cycle) dtétre

horiologues aux diffdérences Pyl .4 3‘:1 - h:; (au signe prés) des chafnes bxj;
tly
ayant pour bords les cycles 0’31..—1 .

Lorsquc A cst un objet constent formé dtun groupe obélien, on peut exprimer
cette construction comme le fait STEENROD ([11]) cn associant & un cyele

{(df;) jeN ? (ci_l) ieN} un cycle infini d'un complcxe simplicial attaché & X
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obtenu cn recollant les di suivent les cyecles ci_l « Lthomologie entre ces cy=-
clcs infinis est 1'homologle décrite ci-dessus.

Si & désigne le complexe double ci-dessus, et acn(oz 3 1) 1tobjet sur N for-
mé des H (R, 5 4) , 1€N3

0 0, * . . v
hry by @ L o k(R 5 4) =T & (R 5 ) = Lim Hn(tRi 34) =H ;4

e

clest 1lthomologie de Eoch clessique lorsque L est un préfaiscocus
h gl etk R A) =¥ (X5
II hI - P gl N0 ny ?

ctest, lorsque 4 eost constant, forné d'un groupe abélien, 1'objet d'homologie
doslcycles foiblement homologues & zéro" de Steenrod ([11]).

La suite spectrale corrcspondante donne lcs suites exnctes
AO»ﬁn(X 3 L) - Hn(X 3 4) -)Hn(X 3 4) -0
qui peuvent 8tre obtenus directcment en associcnt & tout cyclo

z = {(dg‘l) y (ci_l)} de K 1le cycle de Vietoris V = (°3;-1) .

13« Faisceoux ct cofaisceauxs

134ls = Soicnt C wunc catégorie abélienne dans laguelle les somes et produits
infinis existent et sont des foncteurs exacts, & un ensemblc ordonné, ® l'cn-
scmble ordonné filtrant des recouvrements & droite de & o

Appelons filtre sur & toutc pertie &, filtrante & droite, ct close & gauche
(c,be® = 3 c,a<c, b<c, ce® et a<®, b<a => bed).
Soit X un cnsenblc de filtres de & satisfaisont cux deux conditions ¢

le X recouvre &§¢ &c U x
xeX

2 V Re® , V xeX, Rax#{f .

Lo considérotion d'un tel couple (& , X) générolise lc cas o & est l'ensemble
des ouverts d'un cspace topologique X , chaque point x € X étent représenté par
lc filtre de ses voisinagese Lo notion de point dtun espace topologique trouvc
donc iei sz géndraliscotion dans celle d'ensemble filtrant & droitce
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v v v v
IEME 13, - Sur & filtrant a droite, T =L =1L et I'™=L¥=T%,
PREUVE. - L'application ordonnée qui, & tout ae & , fait correspondre le re-
couvrement & droite de & ¢ lRa = {be (Ra <==> a < b} est un isomorphisme de
& sur une partie 80 cofinale de ® o Comme, si A c C(§) , T'a A=A() , il en
v a
résulte que TA =1 p-A=1L {r, A}=1I4.
89 & &
a
Dtautre part, si ® est un recouvrement & droite quelconque de &, LAe LR A

est un isomorphisme, et IA =T *{L(RA} =LA o
®
v
Preuve analogue pour * et L¥.

COROLLAIRE, - I1 est équivalent de dire que la catégorie C satisfait & l'axiom
me AB 5, ou que 1l'homologie et la cohomologie de tout ensemble filtrent & droite
& dens C(8) est triviale (ctest-a-dire nulle en degrés #0 ). Dualement, C
satisfait & AB 5* si et seulement si 1'homologie et la cohomologie de tout ensem-
ble filtrant & droite & dans 6(8* ) est triviale. On n'obtiendra donc une théo-
rie de 1'homologie et de la cohomologie satisfaisant & l'usuelle trivielité locale
qu'en prenant des coefficients covariants, € satisfaisant & AB 5, ou contrava=-
riants, C satisfoisant & AB 5%,

"X étant muni de 1l'ordre trivial (aucune relation dtordre), soit B 1'ordre ca=-
nonique de & dans X

a<XxX <> x3¢8 )
Si Ae c(8) ,
BA(X) =L_A = limA(a)
X ——
aEeXx
et

Flea@ = T oL oA
e

Si Re® , P induit un ordre d¢ R dans X , et, dlaprés le théoréme 6.2 et la
condition 2° ci-dessus ¢
Te plpa= Tl L_A
: xeX
est indépendant de R .
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Dualement, si £ e C('é’»*) ’

-Llik % _ * _ *
B A(x)_rxA_EEA(a)
aex

g g 1% = @ T a*

et

-l ok _
Ly B p A-_X:XFXA* .

13424 DﬁFINITION. - Faisceaux et cofaisceaux sur un ensemble ordonné & dans

une catégorie abélienne € ¢ Un objet A € &) est un faisceau si, quels que

soient a € &, !Ra , Tecouvrement i droite de a (cl8ture & droite de

at bed <> a<b, Afla) =T; A (Cette définition est celle de GODEMENT,
a

[6] p. 109, dans le cas des faisceaux d'ensembles sur un espace topologique) o
Un objet A* e c(8®) est un cofaisceau, si, quels que soient a et R, comme
ci-dessus : A¥(a) =L A%,
/*

a
Conséquences de la définition précédentes = Si R est un recouvrement & droite

de &, soit p 1'ordre canonique de & dans R « Si A est un faisceau
-1
P (AIR) (a) =T, (AlR) =Tp =4 =2(a) .

Dtaprés le théoréme 7.2, il en résulte que

PSA=F A:l"gA .

Quelle que soit le partie de & close & droite &!

., A=T

I3
car la restriction & &' du faisceau A est un faisceau sur &'

*
Dualement, si A est un cofeisceau, et p* 1tordre dual de R* dans &

L*A*=L*A=LA .
g R
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EXEMPIE. = A 1a fin du § 8.1, @' BA est un faisceau, B* p~-* A un cofaisceam.

Un produit de faisceaux est un faisceau. Une somme directe de cofaisceaux est un
cofaisceaus Le noyau d'un morphisme (dens C(8) ) de faisceaux est un faisceaus
Le conoyau d'un morphisme (dans c(8*) ) de cofaisceaux est un cofaisceau. L'inter-
section d'une famille de faisceaux sous-objets d'un objet A de C(8) est un
faisceau contenu dans A ¢ il en résulte que si B c C est un sous-objet (dans
c(s) ) d'un faiscesu C , l'intersection de tous les faisceaux contenus dans C
et contenant B (famille non vide puisqu'elle contient C ) est un faisceau appe=

16 faisceau engendré par B deans C .

Si f est un morphisme d'un objet B e C(§) dans un faisceau C , le falsceau

engendré par f(B) est le faisccau image par f de B

Dec mme, le sup d'une famille de cofaisceaux est un cofaiscean, et un épimorphis-
me f d'un cofaisceau C* sur un objet B* de 6(8*) se factorise en
. c* . B; » B* s OU B; est le quotient de C* par le plus grand cofaisceau con=
tenu dans le noyau de f o

v
13¢3¢ = Si & chaque a € C, on fait correspondre I'_ 4 , objet des sections de
- a
Cech de A sur la cl8ture 2 droite Z de a , on détermine ainsi un objet de

C(S) que 1l'on peut désigner per TA .

Meis, (sauf dans des cas partlcullers comme celui des espaces paracompacts,
C =8 ), le morphisme I"g A~ FR{PA} n'est pas un isomorphisme, ce que l'on pour-
reit exprimer en disant que le foncteur l" n'est pas localisable, ou que ?‘A n'est

pas un faisceau.

Or, considérons le foncteur qui, & tout A , fait correspondre le faisceau OA

imnge du morphisme A - [3"1 BA (pour ae &: Afa) - Tl L A ) de A dans le
xs8, :
faisceau B 1 BA , et posons 3

Op -1 ©

Ol"x A= F@ 0A(= r 4)

0
& peut 8tre appeléd le premier faisceau associé & A , et on peut 1l'utiliser au

licu de A dans la définition de 1'homologie et dc la cohomologie du § 14, cc qui
revient & composer avec A - OA les foncteurs dthomologie et de cohomologie, ou

a utiliser OI’X s foncteur locelisable, au lieu dec Fg .
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On peut considérer de mfme le foncteur qui, & tout A , fait correspondre le fals-
cean 00 , image du morphisme : A [3-1 BI ot I est un objet injectif de
C(8) contenant A ( 0p ne dépend pas de I ), et poser :

O%XA=1“°°A

OOA peut &tre appelé le second faisceau associé & A et on peut aussi l'utiliser

au lieu de A dans la définition de 1'homologie et de la cohomolg,gie du § 12, ce
qui revient & utiliser le foncteur localisable OOFX au lieu de l"g « La théorie
de 1'homologie et de la cohomologie obtenue dans ce cas élimine 1'homologie locale
provenant de la non-exactitude des Lx y X€X.

Les constructions duales pour les cofaisceaux s'explicitent immédiatement.

Lorsque la catégorie C satisf-it & AB 5, il est clair quec OA = OOA coinci-
dent, et lorsque C est la catégorie des groupes abéliens, on obtient l'usuelle
construction du faisceau des sections d'un préfaisceau, et q"x = OC}.X est le fonc-
teur "sections sur X ¥,

Nous allons démontrer que dans ce cas la cohomologie qui viemt d'€tre déerite

coincide avec la cohomologie usuelle (dérivés a droite du foncteur "sections sur

X " gur la catégorie des faisceaux de groupes abéliens)e Il suffit pour cela de
prouver que si I est un objet injectif de 8@) , le faisceou associd J sur
X est "flasque" ([6], ps 147).

Nous allons prouver plus généralement, que, si A e &8) est un produit d'objets

élémentaires (§1) ¢+ A= Tl Aa , le falsceau associé est flasque. Une section de
aeb
ce faisceau sur une partie &' de & , close & droite, est définie par la donnée,

pour x€ Xt , {xeX' <> xn & £¢} d'un a € x de &' et d'une fonction
8y qui, & chaque b ¢ 8y < b , associe un é1ément Sx(b) de Ab s de telle sor=-
te que, pour tout z tel que z> a .y 22 8y s il existe cxyz € z ,

o, < cm ’ ay< cm sur lequel les fonctions S, et Sy coincident.

Etoblissons un bon ordre sur les points x de x' (tels que xn & £8).
Changeons la valeur de la fonction s sur tous les ¢ tels que axl< c et

a, < ¢ en prenant pour nouvelle valour s (¢) = s_ (c) € A , et conservons
X X x c
8. () =s_(c) si a_.<c¢c et a_ €ece

% X

2 2
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Exl = sxl et '3'82 coincident dans leur domaine commn de définitione
Supposons choisies les pouvelles fonctions 'é'xi
tes sur les éléments commns des domaines de définition. On modifie alors Sxou-l
comme précédemment en s o + On obticnt ainsi une fonction unique 8 qui, &

tout ¢ tel qu'il existe ru moins un a ¢ & <c , attache un élément s(c)e A

pour les i< o, coincident tou-

Si a est un élément quelconque de & , complétons s , si clle n'est pas déja
définie sur a , en prenant pour s(a) un élément arbitraire de Aa o On obtient

ginsi wm élément de I A =r_ [l A qui définit sur X une section éten~
& a
acg 2€H
dant la section donnée.

13e4e = Ce qui précéde montre que sur une catégorie abélienne quelconque la théo-
rie des faisccaux perd sa simplicité : on n'obtient en effet, dtaprés le fin du
8 13.1, de "trivialité locale", qu'avec des feisceaux sur C satisfeisant & 4B 5,
ou des cofaiscesux sur € satisfaisant & AB 5%,

Nous avons laissé le soin au lecteur d'expliciter les innombrables suites spec-
trales qui prennent naissance lorsqu'on compose un foncteur svec une limite directe
ou inverse, celles qui, dans les hypothéses du théoréme 642, donnent des théorémes
du type "théoréme de Ieray pour un recouvrement acyclique", celles qui permettent
d'étudier le produit de deux ensemblcs ordonnés (quc relie &ventuellement un ordre),
etce, les homologie et cohomologie relatives et avec supportse

Nous expliciterons dans une prochaine publication quelques applications & 1tal-
gébre et & la géométrie algébrique.
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