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26-01

THÉORIE DE L’HOMOLOGIE

par René DEHEUVELS

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
14e année, 1960/61, n° 26 29 mai 1961

INTRODUCTION. - La nature de l’homologie et de la cohomologie a été, depuis la
fondation de la Topologie algébrique, l’objet de nombreux travaux (citons, parmi
les plus récents : ~~’~ [7~~ [8~s ~~~~ [10] de la Bibliographie). Le
fait que, jusqu’à présent, aucun traitement convenable de l’homologie ("de 
des espaces topologiques n’avait pu ~tre donné, montre bien l’insuffisance des

concepts employés.

. Pour définir les f oncteurs d’homologie et de cohomologie dans la catégorie S
des espaces topologiques, nous avons été amenés (cf. [3]) à considérer la catégorie
que forment les ensembles avec les applications croissantes*

Si C est une catégorie abélienne, et &#x26; un ensemble ordonnée la catégorie
est l’analogue de celle des préfaisceaux d’objets de C sur les ouverts

d’un espace topologique.

Nous définissons deux foncteurs : 0(~) -~ 0 y le f oncteur sections r (analogue
des sections d’un préfaisceau (§ 3) et cosections L , (§ 4) , dual de r , dont les
dérivés, sont les foncteurs de cohomologie et d’homologie de l’ensemble ordonné

~ ~ § 7).

Deux foncteurs canoniques (§ 9) permettent de passer de la catégorie des ensem-
bles ordonnés à celle des schémas simpliciaux, et vice versa, avec conservation
de l’homologie et de la cohomologie, ce qui donne une nouvelle manière de définir
l’homologie et la cohomologie d’un schéma simplicial (annoncée dans [3]) valable
même si les coefficients sont covariants dans le cas de l’homologie ou contrava-
riants dans le cas de la cohomologie.

Nous obtenons, au § 12 et .~~,a §. 13, des définitions satisfaisantes de l’homolo-

gie et de la cohomologie d’un espace topologique à coefficients dans un préfaisceau,
un faisceau, un antifaisceau, ou un cofQisceau dans C . Nous utilisons pour cela
la notion d’hyperdérivés d’un foncteur composé { § ~ ~) .

D’une part les ensembles ordonnés se manient beaucoup mieux que les schémas sim-

pliciaux ; d’autre c’est très souvent sous la forme d’un ensemble ordonné que
se présentent les objets d’étude de sous-groupes groupes familles



d’idéaux d’un anneau, sous-variétés d’une variété algébrique, etc.

L’introduction de l’homologie et de la cohomologie d’un ensemble ordonné ouvre donc

aux méthodes homologiques un nouveau champ d’ applications.

1. Ca tégories ~~~) et ~* ~~) .

Soit 0 un ensemble ordonné. On peut considérer ses éléments : b ~ ...

comme les objets d’une catégorie (cf. ~6~~ [7]) dont les morphismes sont les rela-

tions d’ordre :

Hom(a , b) est formé de l’ élément unique - si s, ~ b ,

b) = ~ si a -~ b . 

’

Nous désignerons par &#x26;* l’ensemble E muni de la relation d’ordre opposée,
par C* la catégorie duale de C ~7~) .

Soit e une catégorie quelconque. Désignons par ~~~) ~ (resp. ~*~~) ) ~ la ca-
tégorie dont les objets sont les foncteurs covariants (resp. contravariants) de

&#x26; et les morphismes les transf ormations naturelles de foncteurs.

Un objet A E ~(~) consiste donc en la donnée’ pour chaque a d’un objet

A (a.) e C et pour chaque couple ordonné a - b d’un morphisme p ab : A ~a) -~ A (b)
de telle sorte que , si a ~ b  c : 

Pbc " Pab °

Un. morphisme f de A dans B ~ dans consiste en la donnéE~ pour chaque
a ~ E dlun morphisme f : A(a) ~ B(a) , de telle sorte que , pour tout couple
ordonné a ~ b , le diagramme

soit commutatif :

~b Pab = ~a *

Par exemple, si 0 désigne l’ensemble des ouverts d’un espace topologique X y



ordonné par : 01 ~ 02 ~ 01 ~ 02 , C(0) est la catégorie des préfaisceaux
sur X, 0~(~) la catégorie des antifaisceaux sur X , à valeurs dans ~ .

PROPOSITION ~,1 a -. Si C est abélienne (cfo [6J, ~’~~ )! ~ (~) est abélienne.

PREUVE. - L~ obj et nul de C (~) s’obtient évidemment en prenante pour chaque
a E ~ 9 l’objet nul de e, un morphisme nul, en prenant, pour chaque a E ~ ~ un

morphisme nul dans C .

Si f et g sont deux morphismes de A dans B , la collection des (f + g )
définit un morphisme f + g ; pour cette addition, Hom(A ; B) est un groupe abé-

lien, et la composition des morphismes est bilinéaire.

Si f est un morphisme de A dans B ~ on vérifie immédiatement que les
Ker f 

a 
forment avec les restrictions des p ab un objet de C() , le noyau

Ker f de f Q De même les Coker f 
a 

forment un objet de C() , le conoyau
Coker f . Ker f et Coker f satisfont aux propriétés voulues ([6J, p. 13) .

Il en résulte que f est un monomorphisme de A dans B 9 A et 

si et seulement si tous les f sont des monomorphismes ; c’ e st un épimo~hisme ~
si et seulement si tous les f a sont des épimorphismes.

Si J est un ensemble d’indices tel que , pour toute famille d’objets de C in-

dexés sur J , leur somme directe existe, alors, pour toute famille d’objets
Aj , j ~ J , de C() , la somme directe e 

J 
A. existe et est définie par

Propriété analogue pour le produito

Nous appellerons, pour éviter de s répétitions, ob j et élémentaire de C(E) , en
objet Ea ~. ~ Es’ ~c) ~, tel que

~ q cd soit un isomorphisme, si c  d - a (donc Ea (c) est "constant et égal
à Ea(a) " , si c ~ a ) ~

2° soit l’objet nul si a .

Dualement, un objet coélémentaire de ~~~) ; en est un objet

E = {Ea(c) , rcd} tel quea a ca

1° rcd soit un isomorphisme si a ~ c  d .



2~ E (c) soit l’ obj et nul si c *

Si A = est un objet de C(ê) ~ chaque a 6 6 ~ fait correspondre
à A :

1° L’objet élémentaire Aa tel que Aa(a) = A(a) , et un morphisme canonique f

~ A dans A~ défini ~"~ba ~ ~ ~~ ~ ~~ ~~ ~~ =A(a) )~
et f~=0 si 

2° L’ objet coélémentaire A 
a 

tel que A (a) = A(a) , et un morphisme canonique
g de A dans A défini g. = p. si a ~ b , et 0 b .

. La proposition suivante est évidente :

PROPOSITION 1.2. - Si Ea est un objet élémentaire, B e C(E) ,

Hom(B ; E~) = Hom (B (a) ; E~(a)) .

Si E est un objet coélémentaire, Hom(E ; B) = Hom(E (a) ; B(a)) *
a a a

Il en résulte qu’un objet élémentaire , E est un injectif de C(ë) si et seu-

lement si Ea(a) est un injectif de C , et qu’un objet coélémentaire E 
a 

est un

proj ectif de C(ë) ~ si et seulement si E (a) est un proj ectif de C .

PROPOSITION 1.3. - Si dans la ca,tégorie abélienne C ~ le produit direct d’une

famille quelconque d’ obj e t s existe, et si tout objet se plonge dans un objet inj e c-

alors tout objet de C(E) se plonge dans un objet injectif, produit direct

d’objets inj ectif s élémentaire s .

PREUVE. - Soient A = C(ë) et, pour chaque a ~ ë ~ J (a) un objet injectif de
C contenant A (a) , Ja l’objet élémenta,ire de C(ê) défini par Ja(a) == J(a) *

J est injectif. 1 = H J est donc également un injectif de C() . Le produit
j des morphismes canoniques ja : A ~ Aa ~ Ja , de A dans 1 est un monomor-

phisme puisque, chaque b e ê :

Dualcment ; . 

~ 

PROPOSITION 1.4. - Si dans la catégorie abélienne ~ ~ la somme directe d’une
famille quelconque d’objets existe, et si tout objet est image d’un objet projectile
alors tout objet de ~~~) est image d’un objet projectif, somme directe d’objets



projectifs coélémentaires.

2. opérations dans C~) ~

Un foncteur covariant F de C dans C’ induit un foncteur covariant de

dans ~ ~ ~~ ~ par :

Appelons ordre p (cf. [4], chapitre I) de l’ensemble ordonné  dans l’ensem-

ble ordonné ’ , une relation d’ordre sur la réunion  ~ ’ induisant les rela-

tions d’ordres données sur  et et telle que les seules relations d’ or-

dre entre un élément de S et un élément de ~ t soient du type : a - a’ (on ne
considère aucune relation du type Lorsqu’il y a lieu de considérer des

ensembles non disjoints, il est nécessaire de distinguer  et ’ . L’ordre ca-

nonique dans ~~ ~ si ~’ ~ ~ ou c ~~ par exemple, exclut les rela-
tions d’ordre du type a’ s - a ~ a’ Et;; , P * est l t ordro dual de 

dans &#x26;* .

EXEMPLES.

ae Une application croissante f de g dans &#x26;’ détermine un ordre de § dans

ê~ par : a -~ a~ si f (a) -~ a~ et un ordre de ~~ dns  par :

a i ~ a ~---.~ a~ -~ ~ (a) o

b. Lf addition d’un premier élément x à &#x26; détermine un ordre de x dans  .

c. Une application quelconque d’un espace topologique X dans un autre X’

détermine un ordre de l’ensemble ordonné des ouverts de XI : d~ ~ dans celui
0 de X par : û 3 -~ 0 ~ 4 r ~ ~ 0 . L’application de X sur un point x re-

vient donc à aj outer un premier élément x à O. Mais l’addition d’un dernier

élément à Q g naturelle du point de vue des ensembles ordonnés, ne se décrit pas
par une application ponctue lle .

Un morphisme f de i1 E dans B E ~ ( ~s ) au-dessus d’un ordre de ~ dans
§’ est tout simplement un objet C e C(&#x26; u ’) qui induit A sur  et B sur

3. Foncteur "sections" r sur C() f)

Nous allons donner du foncteur sections : r sur plusieurs descriptions
valables à des degrés divers de généralité.



3. ~ o .. Supposons que les objets de C soient des ensembles, et appelons section

de A E ~{~~ toute fonction a qui, à chaque a attache un élément

E de telle sorte que si a - b : ~ {b~ - 

Soit FA l’ensemble des sections. C’est un sous-ensemble de l’ensemble

H A(a) des fonctions arbitraires de  dans A .
ae ~

On est asuuré que FA est un objet dans tous les cas usuels. C’est évi-

dent si C est la catégorie des ensembles. Si C est la catégorie des groupes
abéliens, on définit naturellement sur FA une addition par addition des compo-

se,nte s ’ (a + o~) (a) = o(a) + Q ~ (a) , qui fait de FA un groupe abélien. Raison-

nement analogue est la catégorie des modules sur un anneau, des anneaux

unitaires;. etcc

Inapplication qui, à chaque section a ~ fait correspondre sa composante
o(a) E A (a) est un morphisme (dans C ) de FA dans A (a) tel que si

a - b , p u = PaboP .
Si f est un morphisme : A -~ B dans et;) , l’image par f d’une section a

de A est une section fa de B . Cette application définit un morphisme
Ff : FB tel que , pour chaque le diagramme suivant soit commutatif :

3.2. - De la même façon que l’on peut considérer l’ensemble des sections d’un
faisceau sur un espace topologique X comme l’image directe du faisceau par
l’application de X sur un point x (qui revient, comme nous l’ avons vu au § 2
à l’addition d’un premier élément à l’ensemble ordonné des ouverts 0 de x ) ~
nous allons considérer le foncteur sections sur § comme le f oncteur image inverse

par l ~ ordre § du point x dans ~ . ~ : x -~ ~ ~ où x est un premier élément
ajouté à E ( § 2) c

Comme C(x) = C, un morphisme de S e C = C(x) , dans A ~ C(E) au-dessus de

03BE , est un élément h de Ti Hom(S ; A (a) ) tel que hb = pour tous les

couples ordonnés a ~ 
-0 a a



DÉFINITION. - Soit 03BE : x  &#x26; , un premier élément de ê . Appelons foncteur

sections F ou foncteur image inverse par 03BE , un foncteur qui fait correspondre :

à chaque objet A e C(ë) ~. un objet de C ~ noté FA ou A : objet des sec-

tions de A , et un morphisme PA au-dessus de 1 : rA -> A (§ 2.2)

à chaque morphisme f : dans C(ê) ~ un morphisnw Ff ou ~" f: 
tel que le diagramme :

soit commutatif, de telle sorte que la condition suivante soit vérifiée :

Tout morphisme S -~ A de ~(x) ~ ~ dans ~~~) au-dessus de ~ a une factori-

sation unique par p. : S ~ 0393A ~ A , autrement dit, le morphisme induit par 

est un monomorphisme dont l’image soit exactement formée des morphismes de S dans

A au-dessus de :

Il est clair que si un tel foncteur existe , il est unique à un automorphisme près
et que si Ea est un objet élémentaire de ~ (~~ ~ nécessairement

Nous allons, sans faire d’hypothèse sur le s objets démontrer Inexistence

de r pour C() , lorsque C est une catégorie abélienne avec produits.

Supposons la catégorie C additive, et soit, pour tout couple ordonné (a  b)
de : (a , b) = (b) . On peut alors interpréter simplement les conditions que

doit vérifier h ~ en posant :



h définit un morphisme de S dans A si et seulement si b h = 0 $
s

Si les produits existent dans ~ ? on a :

à induit par un morphisme à indépendant de S :
s

ainsi défini : à est le produit des morphi sme s 03B4a,b , où est la ’compo-
sante" de 6 appliquée dans A(a , b) : 

’ ’

autrement dit 6 . est nul sur tous les A(c) , c 6 ë sauf sur A(b) où il est

l’identité sur b) = A(b) et sur A (a) où il est - 

Lorsque la catégorie C est abélienne, définissons FA = Ker à :

est exacte.



Il en résulte que la suite :

est aussi exacte. Donc, un élément

est un morphisme de S dans ~l si et seulement s’il se laisse factoriser par

Soient p. le morphisme canonique de FA dans ~; que définit l’inclusion :

et, si f est un morphisme : A -> B , Ff le morphisme canonique :

déterminé par le diagramme commutatif suivant :

Les conditions de la définition du foncteur sections sont vérif ié~, et l’on a
démontré :

PROPOSITION 36 - Soit C une catégorie abélienne avec produits quelconques. Si
ë est un ensemble ordonnée il existe sur 0 ~~) un fonctour sections r (défini-
tion ci-dessus) o Ce foncteur r est additif et exact à gauche (comme on le véri-
fie immédiatement).



Lorsque la catégorie C est une sous-catégorie ([7], p. 137) de la catégorie
8 des groupes abéliens, le morphisme à défini ci-dessus est l’homomorphisme :

3~3. - Autre définition de r . - Nous supposerons maintenant que C est une

catégorie abélienne avec produits dont tout ob j et se plonge dans un obj et injectif.

Considérons la catégorie C(x u ) , (x u ê représente 0 auquel on a ajouté
un premier élément x ) g et le foncteur : C(x ~ ) ~ C que nous noterons Im :

On peut construire les dérivées à droite rn Im , n  0 , d’après la proposition
~ ~~s Par composition avec le foncteur de restriction : ~~x u ~~ .~ 0~~~ ~ r (dé»
fini par 3.2) devient un foncteur : G~x u ~~ .~ 0 . On prouve que :

4. Foncteur "cosections" L sur C() .

Nous allons définir dualement un foncteur cosections L sur C(~ *

Considérons l’ordre de  dans un point y , obtenu en ajoutant un dernier élé-

ment y à : 6u y a Comme .- 0 ., un morphisme k de ~ C () dans

Se est un élément k de H (a) ; S) tel quc = k .

,

DEFINITION. - Soit ~ :   y un dernier élément de E . Appelons foncteur co-

sections L ~ ou f oncteur ima.ge un foncteur qui fait correspondre :

à chaque objet l. E C() , un et noté LA ou objet des cosections

de A , et un morphisme p’’ au-dessus de 11 : A ~ LA =r)A (§ 2)

à chaque morphisme f : dans C() , un morphisme Li ou LB

dans C , tel que le diagramme :



soit commutatif, de telle sorte que la condition suivante soit vérifiée :

Tout morphisne A -> S de dans C(y) .= ~ ~ au-dessus a une facto-

risation unique par autrement dit, le morphisme induit par
A
P s

est un monomorphisme dont lt image soit exactement formée des morphismes de A dans

S au-dessus de  :

Un tel foncteur ; s2il existe, est unique à un automorphisme près de C , et si

E 
a 

est un objet coélémentaire de C() : LE 
a ==E a (a) . Nous allons démontrer la

proposition suivante s

PROPOSITION 40 - Soient C une catégorie abélienne avec sommes directes, et
un enser.ble ordonné. Il existe sur un foncteur cosections L (définition
ci-dessus) c Ce foncteur L est additif et exact à droite.

PREUVE, - Supposons la catégorie C additive, et soit, pour tout couple ordonné

a  b A*(a , b) = h (a) . On peut alors interpréter simplement les condi-
tions que doit vérifier k en posant :



k définit un morphisme de . dans S si et seulement si 03B4*S k = 0 . Si les son-
mes directes existent dans C , on a : .

6* est induit par un morphisme à indépendant de S :
s

ainsi défini: à est la sonne des morphismes Sa,b où est le. "composante"
a, G,

de à induite sur £* (éx , b) :

autrement dit, ô . applique A*(a,b) dans A(b) $A(a) c $ A (a) par pab
. a~g

dans A(b) et moins l’identité dans A(a) .

Lorsque C est une sous-catégorie ([7]~ p. 137) de la catégorie 9 dos groupes

abéliens, si a(a , b) 6 A*(a , b) :

Si la catégorie C est abélienne, définissons Coker d .

La suite

est exacte Il en résulte que la suite



est aussi exacte. Donc un élément

est un morphisme de A dans S si et seulement s~il se laisse factoriser par LA :

A un morphisme f : A -~ B , la suite exacte précédente fait correspondre un

morphisne Lf : LA -~ LB . L est donc un foncteur covariant dans C ~
et l’on vérifie aisément que L est exact à droite. On a de plus : .

Lorsque C est une sous-catégorie de la catégorie des groupes abéliens, on peut
donner de LA une définition directe duale de celle de 4. 1 :

LA est le quotient de EB A(a) par le sous-groupe engendré par les
ae&#x26;

a(a) - a(a) (où a(a) E A (a) ).

5. Cas particuliers et exemples.

~.1... L’ ensemble ordonné ~ a un. premier ou un dernier élément. - La proposi-
tion suivante e st évidente, vu le s définitions de s f oncteur s r et L .

PROPOSITION 5.1. w Si l’ensemble ordonné § a un premier élément x0 , le f onc-
teur r fait correspondre à A e ~(~~ ~ l’objet A(xJ e ~ ~ et au morphisme
f : A -+ B , le morphisme f : r est exact. Si  a un

dernier élément y0 , le f onc eur L fait correspondre à A ~ C() , l’objet
et à f : A ~ B, f 

Yo 
: L est exact.

5.2. - Ordre trivial. - Un ensemble ordonné trivial est un ensemble ordonné dont

les seule s re lations d’ordre sont le s identités : a  a . Un élément, A E C()
est alors simplement une collection d’ obj ets de C indexés par  , et

La propriété d’exactitude de L dans ce cas est l’axiome AB 3 de [7] : une somme



directe de monomorphismes est un monomorphisme. La propriété d’exactitude de r

dans ce cas est l’axiome AB 3 * de C’~~ : un produit direct d’épimorphismes est
un épimorphisme.

5.3. - Limites directe et inverse. - Il est clair que lorsque ~ est filtrant

à droite, LA = limite directe {A (a) , au sens usuel, lorsque {; est fil-

trant à gauche , r A = limite inverse {A(a) , Pab} au sens usuel.

504e - Soit 0 l’ensemble des ouverts d’un espace topologique X , ordonné par
0  0’ si 0 D 0’. C(0) est la catégorie des préfaisceaux sur X à valeurs

et ~ (~~~~ celle des antifaisceaux. Si R est un recouvrement ouvert

de X et ? l’ensemble d3s ouverts de X contenus dans les ouverts foncteurs

0393R et composés du fonctcur restriction : C(O) ~ C(R) et dos foncteurs F
et L sur A sont les foncteurs sections et cosections sur le recouvrement R

dos préfaiscoaux sur X. 
’

Do r et L composés et des foncteurs r et L

sur R sont les foncteurs sections et cosections sur If recouvrement R des an-

tifaiscoaux sur x a

60 Morphismes et conncxion.

6.1. - Soient ’ , &#x26;" deux parties de  , 0393’ , L’ , 0393" , L" leurs

foncteurs sections et cosections. A chaque on peut faire correspondre
ses restrictions 1 et à ~ ~ et &#x26;" , et considérer ainsi et

comme des foncteurs sur C () . Alors, une inclusion ’ ~ " , détermine les
transformations naturelles (de fonctours sur C ()) :

Soient maintenant ê ~ ë~ 1 deux ensembles ordonnés, p un ordre dans

ë~ (§2)~ A ~ A e C(ê) et f un morphisme de A dans A’ au-dessus

de 03C1 , c’est-à-dire un objet do C(§ induisant A sur ê et A 1 sur ’.

Pour tout a désignons par pa l’ensemble des ’ tels que a  a’ ,
et de la moine façon, pour tout a’ ~ désignons par p" a’ l’ensemble des

a ~ ê tels que a  a’ t (ces ensembles peuvent être vides)  Si a  b, 03C1a ~ 03C1b ,
et si a~ a’ D p"~ b’ .



Supposons C abélienne et désignons par p" A’ (a) l’objet F 
pa 

A~ des sec-

tions de la restriction de A~ à pa si pa~~ ~ et l’objet nul si pa=~ .
Les p" tonnent un objet de C(ê) s l’image inverse de A’ par p ?et

tout morphisme f de il dans A 1 au-dessus de p se factorise canonique ment

enunmorphisrae de A dans p" dans C(ë) elle morphisme de p" A’ dans

A~ . On a donc :

De la même façon, si l’on pose = L . A , les pA(a’) forment un objet
p"a~

de C~~) : l’image directe do A ppr p et :

Les morphismes canoniques : 0393’ A’ ~ r 
pa 

A’ déterminant, en vcrtu de la proprié-
té universelle de r 9 un morphisme canonique :

On a de m~me

6.2. Conroxion et théorème d’isomorphisme.

,

DEFINITION. - Un ensemble ordonné &#x26; est dit connexe si, quels que soient

a , il existe uno suite d’éléments : c0 , c1 , ... , c tels que

cn = a, cn = b , et qu’entre deux éléments consécutifs ci , Ci+1 ’ il y ait
une relation d ~ ordre : c . ‘ ci~~ ou -~ c . ~

Un ensemble ordonné filtrant (à gauche ou à droite) est connexe. Il
est clair que est connexe, il existe un morphismo canonique :

THHÉORÈME d’isomorphisme 6020 - Si p est un ordre (§ 2) de l’ensemble ordonné

&#x26; dans &#x26; ’ tel que pour tout a’ e &#x26;’ , 03C1-1 éi’ (§ 6*1) soit une partie non °vi-
àJ connexe dQ &#x26; , le morphisme canonique (§ 6.i) : 0393E, />’ - r, 03C1-1 L’ est Un iSO-

morphisme : r 
a> 

I" * r; 03C1-1 A’ ° Dualement, Si pour t out a G É’ , a



est une partie non vide connexe, le morphisme canonique : LE’ 03C1A ~ LE A est un

isomorphisme LE; t ~ L~ A .

~~3 ~ ~ Foncteur restrictiono - Soient R une partie de l’ensemble ordonné ê ~
y le fonctcur de qui à chaque objet ~~ e fait

correspondre sa restriction = ~‘~. ~ ~ . ’~ est un foncteur exacte mais si I est

injectif sa restriction yl n~est pas en général un objet injectif de

C(R) , ni m6me un obj et 0393R-acyclique ; si P est proj ectif, Y P nt cst pas en

général Mentionnons deux cas où il en est ainsi :

PROPOSITION 6.3Ao - Si pour chaque a l’ensemble des r tels que

r - a est vide ou possède un plus grand élément ~,(a) (0 test 1e cas par exemple
si R est clos à droite : c - d et c e 0l entraînent alors A élé-

mentaire (§ 1) ==> 03B3A rk élémentaire, A injectif ==> 03B3A injectif, et l’on a
entre les dérivés à droite de F.. y sur et de 0393R sur C(R) , l’isomorphis-

Dualement, si pour chaque 1 ensemble dos r ~ R tels que a ~ r est vide

ou possède un plus petit élément (c’est le cas si ? est clos à alors :

A coélémentaire o y ii coélémentaire, A proj ectif = > proj ectif, et
entre les dérivés à gauche de et de L sur 

l’isomorphisme :

REMARQUE. - Si p est un ordre de &#x26; dans &#x26;’ ot p 
-1 

le foncteur

C(ê’) s~) défini au § 6.1~ il en résulte que :

De même pour le foncteur p de 6(§) dans C(’) :

PROPOSITION 6.3B. - Soient  filtrant à gauche, §’ t cofinal, s le foncteur

restriction C(5) -~ C(ë’) , A e C(§) : A = sA . Si ë est fil-

trant à droite, ë’ cofinal : (ln LE) A= (ln L-J sA.



7. Homologie et cohomologie d’un ensemble ordonné.

Soit C une catégorie abélienne avec sommes directes dont tout objet est image
d’un objet projectif. On peut définir pour tout ensemble ordonné ~ ~ les foncteurs

n L ~ dérivés gauches de L , Si A ~ ~ ~~) ~ ~ n est

le n-.ièrae objet d’homologie H ~ ~ p A) relativement à .~ .
- n

Dualement, soit C une catégorie abélienne avec produits dont tout objet sc

plonge dans un injectif. On peut définir lc s dérivés à droite du foncteur ~’ de

~ (~) dans ~ . Si A ~ ~ ~~) ~ rn fA est le objet dc cohomologie

Hn(E ; A) relativement à A .

Suites exactes. - Les l
n 

L sont dcs foncteurs homologiques ([7] p. 140, 143),
les rn r , des foncteurs cohomologiques. A une suite exacte 0 ~ A’ ~ A ~ A" ~ 0

d’objets de C() correspondent donc des suites exactes d’homologie et de cohomo-

logio :

8. Résolutions standards 

8.1. - Soient C une catégorie abélienne avec produits, Q le foncteur qui à

chaque objet A ~ C() fait correspondre l’objet 03C3 A ~ C() ainsi défini :

où Ab est l’objet élémentaire (§1) défini par = A(b) .



La suite exacte de définition de rA suggère la considération de la résolution
suivante de 0393-acyclique, dans C() , ou 0393-résolution standard de A

Cette résolution est acyclique dans ~~~) ~ ce qui veut dire qu’elle l’est en
chaque b E ~ ~ et les objets de cohomologie relativement à A e ~~~~ sont

les obj ets de cohomologie du complexe dans C obtenu en appliquant r à la r.-

résolution standard de A définie ci-dessus, soit, en notant

les cochaînes de degré n de &#x26; relativement ‘à il du complexe (qui est un fonc-
teur résolvant pour r : ([7] p. 149) .

8.2. -. Dualement, on considère le foncteur 03C4 qui à chaque A ~ C() fait cor-

respondre l’objet ~~ E C(ë) !



où Ab est l’objet coélémentaire (§ 1) défini par x(b) = b .
D’où l’introduction nature lle de la L-résolution standard de A

avec A = A 
aO 

et , défini par la somme directe de ses composantes

sur chaque A :

Cette résolution de A par des obj ets L-acycliques, est acyclique dans C() et

les objets d’homologie de  relativement à A E C() sont les objets d’homologie
du complexe dans C obtenu en appliquant L à la L-résolution standard de A

définie ci-dessus, soit, on notant

les chaîne s de degré n relativement à À du complexe :

qui est un f oncteur résolvant pour L ~~7’ ~ p, 1q.9~ ,

8.3. - Application : homologie et cohomologie de l’ensemble ordonne N en-

tiers  0 e.t des ensembles filtrants de type dénombrable.

Diaprés la proposition 6.3B, l’homologie et la cohomologie d’un ensemble f il-
trant de type dénombrable sont le s naines que celle d’un ensemble cof inal que lion



peut choisir isomorphe à N.

on a dans ce cas des foncteurs résolvants très simples de 
r 
N * 

avec~ si 

Si A est un objet élémentaire de C(N*) , 6 est un épimorphisme (c’est d’ ail-

leurs un épimorphisme si tous les pn+1,n sont des épimorphismes).

Si A est un objet coélémentaire de C(N) , ô est un nononorphisme.

Les complexes sont donc bien acycliques dans le premier cas pour les produits

d’objets élémentaires, dans le second cas pour les sommes d’objets 
coélémentaires.

On a donc !

Hl~* ; A) avait déjà été utilisé par STEENROD p. 845) et nous le retrouve-

rons au §13’

9. Foncteurs canoniques entre ensembles ordonnés et schémas simpliciaux.

9.1. - Rappelons qu’un schéma simplicial M ([6] p. 37) est un ensemble muni

de la structure définie par un ensemble de parties finies, appelées simplexes, de

telle sorte que toute partie finie non vide d’un simplexe soit encore un simplexe.



Un schéma simplicial ~Î est ordonné s’il est rnuni d’une relation d’ordre telle que

tout simplexe soit totalement ordonné.

Les schémas simpliciaux forment une catégorie § : un morphisme ou application

simpliciale de M dans M~ est une application qui transforme tout simplexe de

M en simplexe de o

les schémas simpliciaux ordonnés forment une catégorie ~~ dans laquelle les 
.

morphismes sont les applications simpliciales croissantes, 0 est naturellement

plongée dans § .

9.2. - Foncteurs 03B1 , 03B1 et 03B2. - A tout schéma simplicial M faisons corres-

pondre l’ensemble ordonné aM dont les éléments sont les simplexes de M et la

relation d’ordre l’inclusion : si s ~ t E s -~ t ==> s c t ~ Si f est

une application simpliciale de M dans Mt f af est une application croissante

de aM dans a est donc un foncteur de la catégorie § dans la catégorie
0 des ensembles ordonnés et applications croissantes. 

’’ ~ ~ ~ ’

A tout ensemble ordonné ~ faisons correspondre le schéma simplicial ordonné

pë obtenu en appelant simplexe toute suite finie totalement ordonnée d’é-

léments distincts a0  a 1 ...  Si g est une application croissan-
te de 6 dans ’ , 03B2g est une application simpliciale ordonnée de p&#x26; dans

P~ ~ P e st donc un f oncteur de la catégorie 0 dans la catégorie ~ ~ .
Le composé ~ 0 n’est autre que la subdivision barycentrique. Nous nous

re stre indr ons dans ce qui suit à S0 .
Si M ost l’ensemble des simplexes de degré n de M ~ S0 , c’est-à-dire des

simplexes comptant n + 1 éléments de M :

Soit A = (0 , 1 , 2 , ... , n) la suite des (n + 1) premiers nombres en-

tiers 0 . A e O, et il est d’usage de noter encore A le schéma simplicial
ordonné 03B20394n . Désignons par

l’ensemble des simplexes singuliers de degré n de M ~~ 6~ ~ p. 39) i 
des applications croissantes au sens large) 

n 
dans les simplexes de M , et

par



Ordonnons 03B1M par :

Si f est une application simpliciale ordonnée de M dans M , a f est une

application croissante de dans 03B1M’ : â est donc un foncteur de S0 dans

0®

A tout correspond une application croisscnte unique Q de 0394 sur
n n n n

s d’où une injection : M ~ m et
n ,~..~...~~...,~.~. n n

Réciproquement, à tout simplexe singulier 03C3 correspond un simplexe X(o) de

M : l’image de o . Dans l’ensemble ordonné aM , À est une "rétraction~ de

aM sur le sous-ensemble aM ( X est croissante , X(o) ~ o ~ ~ = identité sur
est une transformation naturelle de fonctours (sur §~ ) : a .

. 9~3c - Conservation de l’homologie et de la cohomologie par P * - Soit , pour
i==0~1~2~s.pnp f~ Inapplication strictement croissante de dans

A qui ne prend pas la valeur i p et F. 1 l’application (i-iëme face) de mn

dans mn-1 (notation définie F. of.. donc

Fi 03C3n sn , et Fi applique M dans M , .
Soit C une catégorie abélienne~ Un système de coefficients covariants dans S

sur le schéma simplicial M ~ § est,_ par définition~ un objet de 
système contravariant, un élément de = 

En posant A(o) = pour oe 03B1M , on étend aux simplexes singuliers, 
à-dire à le système de coefficients : cela revient indiff éremment à prendre
03BB-1 A image inverse de A par 1’ordre X de 03B1M dans défini par la ré-

traction 03BB , ’où directe de A par l’ordre j de aM dans oTM que

détermine l’inclusion.

Les objets de cohomologie de M ~ relativement à un système covariant
A ~ sont par définition les objets de cohomologie du complexe des cochaînes
singulières de M relativement à A s



où la composante de à 
n 

appliquée dans A (a n~1 ~ e st :

relativement à A.

Dualement, les objets d’homologie de M relativement à un système Qontra-
variant A sont ceux du complexe des singulières de 

tivement à A :

avec la composante de a définie sur ~i* ~~ ~ ;
n n

$ A (a ) est l’objet des chaînes singulières de degré n de M relativement
03C3 ~m n

n n

à A .

Si S est un ensemble ordonnée un objet A e S(ê) définit un système covariant
sur le schéma simplicial ordonne associé Rë par

et un système contravariant par

Les définitiohs 7 montrent alors que les objets et do cohomo-

logic de  relativement à A sont respectivement ceux du schéma simplicial



0e relativement aux systèmes dc coefficients A* et A définis p ar A sur 03B2 .
Nous exprimerons cette propriété en disant que le foncteur p conserve l’homologie

et la cohomologie.

9.4. - Conservation de l’homologie ct de la cohomologie par a et àÎ . - Partons

réciproquement d’un schéma simplicial ordonné M et d’un système covariant
A ~ C(03B1M) ou contravariant A* ~ C (aM*) . on prouve alors aisément les isomorphis-
mes naturels, en utilisant le théorème d’isomorphisme 6.2.

Résumons la discussion précédente :

THEOREME 9,4, - Avec les notations de ce § 9 :

1~ Foncteur p : 0 -+ §~ . "- Pour chaque ensemble ordonné &#x26; e 0 ~ p détermine

deux foncteurs : C(ë) P et identifie

2° Foncteurs 03B1: S0 ~ O. - a et 5T identifient :

pour A système covariant sur le schéma simplicial ordonné M

pour A* système contravariant sur r’I

Il en résulte que n’ impcrte quel composé successif de p et de a ou en

particulier la subdivision barycentrique , conserve l’homologie et la cohomologie
"à coefficients".

Or, à l’aide de la formation usuelle du bord des simplexes, on ne sait définir
directement sur un schéma simplicial, ni son homologie relativement à un système
covariant, ni sa cohomologie relativement à un système contravariant, tandis que
ces définitions sont naturelles pour un ensemble ordonné. Nous poserons donc,



par déf inition~ pour un schéma simplicial ordonné P~ :

si A est un système covariant sur M :

si A est un système contravariant :

et l’on prouve comme précédemment que H (03B1M ; A) == H (03B1M ; A) et >

H"(aM~ ; A~) = H~ ~ A~) c 

~ 

10~ Catégories de complexes. ..

10.1. -Soient b] un intervalle de l’ensemble Z des entiers  tel que

a+2~b ~ (a peut être - b peut être +00)~ C une catégorie abélien-

ne. Un complexe sur b] est un objet de C([a ~ b]) (notation du § l) tel
si n’ ~ n + 2 ~ soit encore tel que p~ ~2’Pn n+1 ~ ~ ~ ~~

tout n tel que a ~ n ~: b - 2 . des morphismes de S([a ~ b]) les comple-

xes sur b] forment une catégorie C[a, b] , sous-catégorie de C([a , b]) .
C’est une catégorie abélienne.

NOTATIONS. - Pour abréger, nous noterons S = +~] , Cr=C[0,~],
les complexes Positifs, C = C[-~,0] , les complexes négatifs.

Les objets projectifs de Cr --i sont les complexes P = (P ) du type suivant :

soit (Q) . une famille d’objets projectifs de C , et P = Q ,
n a a

P n = si a +l~n. " ’ sur Q . n sur

~n-l ’ ,

Les objets injectifs sont du type suivant : si (J ) ~ a ~ n~ b est une famil-

le d’objets injectifs de S s 1 =J +J . si n +l~b ; ~b~~b"
Des lors, il est facile de voir que si C satisfait à la propriété :

(P) Tout objet est image d’un objet projectif, ou

(I) tout objet se plonge dans un objet injectif, Sr -i y satisfait aussi.

10~2. - Complexes doubles. - Pour des raisons de cohérence avec ce qui précède
nos conventions diffèrent de celles de [5] Si [a ~ b] x [c ~ d] est un inter-

valle de Z x Z . nous notons dn,mI = p/ , B/ . , B la différentielle "horizontale",



dn,mII = P n,m> n,m+i> la différentielle "verticale", /i le Premier degré, A ii
le second degré, complexe double qui vérifient

Il y a isomorphisme des catégories Cr .-! r .1 et (Cr .-i)r .1 . Deux mor-
phismes homotopes dans (Cr .-i)r --i sont homotopes au sens de l’homotopie des

complexes doubles dans C[a, b] [c, d] .

10.3. ~ Foncteur K . - Supposons que dans C les produits infinis existent, et

que 03C0 soit un foncteur exact. A chaque complexe double A = faisons cor-

respondre le complexe simple KA défini par

p ~ q varient dans les intervalles de définition du premier et du second "degré"
de A ).

et à chaque morphisme : A .~ B ~ le morphisme induit. Le foncteur K

possède les propriétés suivantes :

1. c’est un foncteur exacte .

2. c’est un invariant d’homotopie.

11. Hyperdérivés d’ un f oncteur composé.

Soient C y ~~ ~ C" trois catégories abéliennes, F : C ~-.> ~~ et

G : ~’ ====$> C" deux f oncteurs additifs, A un objet fA et :J A dos

résolutions projective et injective de FP A et FJA sont des complexes dans
C’ . On peut en prendre, dans C’c (ou indifféremment d’ ailleurs dans C’l = pour

ou pour des résolutions projectives et injectives : 
.



dFJA , En leur appliquant G on obtient des complexes doubles

dans ~~ auxquels on peut appliquer le foncteur K.

DÉFINITION 11.1. -En utilisant les notations ci-dessus, les hyperdérivés du fonc-
teur composé GF sont les foncteurs qui à chaque objet A E e font correspondre
les objets d’homologie suivants :

et à chaque morphisme : A ~ ~l ~ ~ les morphismes induits.

11.2. - Propriétés des hyperdérivés.

a. Justification de la définition. - Il faut prouver que la définition est bien

indépendante du double choix de résolutions. Or, si f est un morphisme : A’

dans ~ ~ tous les morphismes ~’ A -~ re leva nt f sont homotopes entre eux

dans donc aussi le s morphismes image s par F : Le s morphismes
les relevant : sont également homotopes entre eux, donc aussi les

morphismes images pax G ~ puis X . On a donc un morphisme unique : .

Raisonnement analogue dans les autres cas.

b. Suites exactes. - Soit 0 -~ ~~~ -~ ~~ -~ ~.~~ -~ 0 une suite exacte d’objets de

C . On peut en choisir des résolutions projectives ou injectives qui forment des
suites exactes de complexes, qui restent exactes lorsqu’on applique le foncteur F

Dans ~~ (ou ~t ~ ou on peut alors choisir des résolutions des complexesc ~ r

précédents de telle sorte qu’aux suites exactes de complexes correspondent des



suites exactes de complexes doubles, qui restent exactes lorsqu’on applique le

foncteur G

Le foncteur x étant un foncteur exacte on obtient ainsi des suites exactes de

complexes :

d’où des suites exactes d’homologie :

co Utilisation de foncteurs résolvants... Supposons par exemple F et G exacts

à droite (le même raisonnement vaut pour F et G indépendamment exacts à gauche
ou à droite). Soient 3 et G des foncteurs résolvants ([7]) de F et G . On

a l’isomorphisme

PROPOSITION 11.2. - On peut, dans le calcul des hyperdérivés d’un foncteur composé

GF , ou G et F sont indépendamment exacts à gauche ou à droite , utiliser des
foncteurs résolvants.

11.3e - Foncteurs composés associés à un ordre. - Soient p un ordre (§ 2) de

l’ensemble ordonné ê dans l’ensemble ordonné %’ , p le foncteur "image directe

par p " (§ 6) : C(ê) e C(ê’) ~ et p" le foncteur image inverse :

C~) -> C(ê) o On peut appliquer ce qui précède aux foncteurs composés :

Lg, p , r~ p , L~ ., r~ p~ .
De les foncteurs p* : C(ë) ~ C(§~) et p"~ : C(ê) ~ C(ê*) sont dé-

finis par

D’où les foncteurs composés



si s est le foncteur de restriction de g à p" a’ = {a 6 ê ; a " a’}

par exemple, la restriction si d’un injectif de C(ë) n’est pas en général un

objet F , - acyclique dans a’) , donc les dérivés à droite _~ .s)
P a-’ n 

P a’
sur C(§) sont différents des foncteur s (r F ) s ou la dérivation est pri-

se dans a’) ’ Or, ce sont ces derniers qui sont importants dans les appli-
cations. Nous allons donc considérer les foncteurs p 

* 

et P" comme des collec-

tions de fondeurs :

Un foncteur C(§) -~ C(6’*) sera un fondeur résolvant de p* si, pour

tout a’ e ë’ , le foncteur a* ~ (JA) (a’) est un foncteur résolvant pour

0393 a’ 
. Nous prendrons

De même un foncteur 9 : C(S’) ~ C(*) sera un foncteur résolvant de p-1* si,

pour tout a 6 g ~ le foncteur A }pa -~ (8A (a) est un foncteur résolvant pour

L ~ Nous prendrons :

(8A) (a) == C (pa ; A’) complexe des chaînes de pa relativement à A 

S et S étant ainsi choisis, nous définissons alors hyperdérivés des fonc-
teurs composés (1) par :



en surlignant les notations précédentes rr , etc. afin d’éviter toute confusion.

Si 0 ~ A ~ B ~ C ~ 0 e st une suite exacte dlobjets ou le

foncteur F ou le foncteur 8 la transforme en une suite exacte de complexes,

d’où une suite exacte de complexes par application d’un foncteur ou 

G foncteur additif, d’où des suites exactes d’homologie analogues à celles de

11.2 (b).

12. Homologie et cohomologie des espaces topologiques à coeff icients dans un pré-
f aisceau ou un antifaisceau.

Soit ~ le sous-ensemble de formé des parties ? que nous appel-

lerons recouvrements à droite de &#x26;, satisfaisant à :

(?) 
R e 0 ==> { R est clos à droite (r ~ a et r entraînent a e R)

B V a il existe r tel que a ~ r .

p est ordonné par inclusion, (ordre induit par celui de P (~~ ~ ~ et n’est pas
vide puisqu’il contient ~ ~ qui en est le premier élément.

0 est filtrant à droite.

Il existe un ordre canonique p de p ~~ a ===> ? B a . Nous
v

appellerons sections et cosections de Cech (sous-entendu à droito) sur ~, les
foncteurs composés :

12.1. - Soient X un espace topologique, &#x26; l’ensemble ordonné de ses ouverts

(01 ~ 02 ==> 02) , C une catégorie abélienne A E C(~) un préfaisceau
sur X dans ~ ~ ~ l’ensemble ordonné filtrant des recouvroments ouverts clos

do X : si un ouvert 0 appartient au recouvrement R, tout ouvert 0’ c 0 ap-

partient également Si p est l’ordre canonique de C les fonc-

teurs sections et cosections de Cech (à droite) sur ë :



v

seront appelés les foncteurs sections et coscctions de Coch sur les préfaisceaux
de X .

0393 A ~ C et LA ~ C sont les sections et cosections de Cech du préfaisceau
A ~ C(~) . Les obj ets de cohomologie et d’homologie de X relativement au pré-
faisceau A sont, par définition les hyperdérivés (§ 11.3 et 11.4) :

A une suite exacte de préfaisceaux, 0 ~ A’ ~ A ~ A" ~ 0 , correspondent des sui-
tes exactes de cohomologie et d’homologic (§ 11.2(b) et 11.4), on général illimi-
tées dans le s deux sens.

On peut considérer l’homologie et la cohomologie ainsi définies comme l’homologie
et la, cohomologie de ech corrigées de façon que de la suite exacte soit

satisf ait.

Lorsque C est la catégorie des groupes abéliens, et que l’ espace X est para-

compact, la cohomologie à coefficients dans le préfaisceau A coïncide avec la

cohomologie usuelle à coefficients dans le faisceau associé dont il est quos-

tion au paragraphe suivant.

Soient maintenant B un antifaisceau sur X * l’ensemble

6à muni de la relation d t ordre opposée , p* l’ ordre canonique do ë dans C
de p ci-dessus). Les foncteurs sections et cosections do Cech (à gauche)

sur ~ :

seront appelés les foncteurs sections et cosections de ech sur les antifaisceaux

de X .

Les objets do cohomologie et d’homologie de X relativement à l’antifaisceau B

sont par définition, le s hyperdérivés, (§ 11.3 et 1 1 . 4) .



A une suite exacte d’antifaisceaux, 0 - B’ ~ B ~ B" ~ 0 , correspondent des
suites exactes de cohomologie et d’homologie (§ 11*3 et 11.4) en général illimitées
dans les deux sens.

12.2. - Cas espace métrique compact. Identité avec l’homologie de Steenrod
~] lorsque les "coefficients" sont constants. - Lorsque X est métrique compacta
1~ ensemble filtrant C des recouvrements ouverts de X (que nous supposons tou-
jours clos) est de type dénombrable : soit

(N) : ... o ... une de C ,

On peut remplacer S par N (§ 4) et, diaprés le § 11~ utiliser des foncteurs ré-
solvants pour le calcul de l’homologie de X relativement à un préfaisceau ou un
antifaisceau A (dans la catégorie C ). Nous supposerons dans le reste de ce pa-
ragraphe que C = g.

Soit A) l’objet des chaînes (§ 8,2) de degré p de R. relativement
à A . Les chaînes des R~ forment sur N* 1~ objet de 

où C*(Ri+1 ; A) ~ C*(Ri ; A) sont des monomorphismes, auxquels nous
allons appliquer le foncteur résolvant du § 8.3,

Nous obtenons ainsi lo complexe double (le degré A-- de la ligne du bas est
zéro, celui de la ligne du dessus est un) :



où à est la différentielle des chaînes et = à la différentielle du

§ 8.3.

différentielle du complexe simple associé K est

avec p = (-1) ~1 : on prend ô sur les colonnes de degré ~-r sur

celles de degré A~. impair~

Un cycle z de K de degré n "- 1 est donc formé d’une double famille :

w ,

Les cycle s cin-1 forment donc avec le s ho m ologie s de s dl un cycle

de X ,du type de Vietoris.

(on sait que l’homologie de Vietoris nc satisfait pas à l’axiome de la
suite exacte), la condition pour un cyc le d’être homologue à zéro dans K est

plus forte que celle qui est utilisée dans l’homologie de Vietoris. On obtient

donc un obj et d’homologie "plus grand". En effet, le cycle
: ~’ ~ (c i ) . ~ e s t un bord D u ~ u ~ ~ ) . ~ ~ b~’ f ) ~ s~.z = { (din) :)eN ’ est un bord Du, u = n+1 n , } si

B~

c’est-à-dire que tous les cycles cin-1 sont des bords (condition de Vietoris),
mais en plus, on impose aux d (qui font partie de la définition du cycle) 
homologues aux différences p... hin (au signe près) des chaînes b,.L n il n

ayant pour bords les cycles c~ . w
Lorsque A est un objet constant formé d’un groupe abélien, on peut exprimer

cette construction comme la fait STEENROD ([il]) en associant à un cycle

{(din)i~N , (cin-1)i~N} un cycle infini d’un complexe simplicial attache à X ,



obtenu en recollant les dn les cy cles cin-1 . L’homologie entre ees 

cles infinis est l’homologie décrite ci-dessus.

Si 03B1 désigne le complexe double ci-dessus, et Hn (R ; A) ls obj et sur N for-
n

mé des H n(Ri ; A) , i ~ N :

v

c’est l’homologie de Cech classique lorsque A est un préfaisceau.

c’est, lorsque A est constante forné groupe abélien, l’ objet d’homologie

des"cycles faiblement homologues à zéro" de Steenrod ([11]).

La suite spectrale correspondante donne les suites cxr.ctes

qui peuvent être obtenus directement en associant à tout cycle

13. Faisceaux et cofaisceaux.

13.1. - Soient C une catégorie abélienne dans laquelle les soldes et produits
infinis existent et sont des foncteurs exacts, &#x26; un ensemble ordonnée ? 
seigle ordonné filtrant des recouvrements à droite de % .

Appelons f ltre sur % toute partie ~ i filtrante à droite, et close à gauche

(a , b ~ 03A6 ~ ~ c , a ~ c , b ~ c, c ~ 03A6 et a ~ 03A6, b  a ===> 

Soit X un ensemble de filtres de § satisfaisant aux deux conditions :

La considération d’un tel couple (~ ~ X) généralise le cas est l’ensemble
des ouverts d’un espace topologique ~ ~ chaque point x E X étant représenté par
la filtre de ses voisinages. L notion de point d’un espace topologique trouve

donc ici sa généralisation dans celle d’ensemble filtrant à droite.



13. -Sur 5 filtrant à droite, r= L=L et r =L =1 .

PREUVE. - L’application ordonnée qui, à tout a e &#x26; , fait correspondre le re-

couvrement à droite de ë : R = a 
==> a  b} est un isomorphisme de

&#x26; sur une partie ~0 cofinale de W . Comme, si A ~ C(~) , ra A = A (a) , il en
résulte que 

0 
p 1 A} = LA .

D’ autre part. si ? est un recouvrement à droite quelconque de &#x26; , LR A

est un isomorphisme, et 

Preuve analogue pour r et L .

COROLLAIRE. - Il est équivalent de dire que la catégorie e satisfait à l’axio-

ne AB 5, ou que 1’homologie et la cohomologie de tout ensemble filtrant à droite

S dans C(~) est triviale nulle en degrés ~ 0 ). Dualement, C

satisfait à AB 5* si et seulement si l’homologie et la cohomologie de tout ense~.
ble filtrant à droite 6 dans G~~‘~ est triviale. On n’obtiendra donc une théo-

rie de l’homologie et de la cohomologie satisfaisant à l’usuelle trivialité locale

qu’en prenant des coefficients covariants, C satisfaisant à 5, ou contrava-

riants, e satisfaisant à AB 5*.
° 

X étant muni de l’ordre trivial (aucune relation d’ ordre) , soit fi l’ordre ca-

nonique de ~ dans X .

Si R ~ D , 03B2 induit un ordre de R dans X , et? diaprés le théorème 6.2 et la
condition 2° ci-dessus :

. 
est indépendant 



Dualement, si A* e C(~*),

13.2. DÉFINITION. - Faisceaux et cofaisceaux sur un ensemble ordonné S dans

une catégorie abélienne C : Un objet A e 0(ë) est un faisceau si, quels que

soient a e ë . ? a $ recouvrement à droite de ? (clôture à droite de

a : ==> a b , A(a) A (Cette définition est celle de GODEMENT,
a

[6] p. 109, dans le cas des faisceaux d’ensembles sur un espace topologique).

Un objet A* e C(~*) est un cofaisceau, si, quels que soient a et Ra comme

ci-dessus : A*(a) =L 
R*a 

A* .

Conséquences de la définition précédente. - Si R est un recouvrement à droite

de 6 ~ soit p l’ordre canonique de S dans R . Si A est un faisceau

D’après le théorème 7.2, il en résulte que

Quelle que soit le. partie de ~ close à droite S’ .

car la restriction à l’ du faisceau A est un faisceau sur ~: .

Dualement, si A* est un cofaisceau, et p* l’ordre dual de ~,* dans ~*



EXEMPLE. - A la fin du § 8.1, 03B2-1 pA est un faisceau, p* p" * A un cofaisceau.

Un produit de f aisceaux e st un faisceau. Une somme directe de cofaisceaux e st un

cofaisceau. Le noyau d’un morphisme (dans ~ (~) ) de faisceaux e st un faisceau.

Le conoyau d’un morphisme ~dans ~ (~*) ) de cofaisceaux est un cofaisceau. L’ inter-
section d’ une famille de faisceaux sous-obj ets d’un obj et A est un

faisceau contenu dans A : il en résulte que si B ~ C est un sous-objet (dans

~t~) ) d’un faisceau C ~ l’ intersection de tous les faisceaux contenus dans C

et contenant B (famille non vide puisqu’elle contient C ) est un faisceau appe-

lé f aisceau engendré par B C .

Si f e st un morphisme d’un obj et B e C (&#x26;) dans un faisceau C ~ le faisceau

engendré par f (B) est le faisceau ima ge par f de B .

De le sup d’une f amille de cofaisceaux est un cofaisceau, et un épimorph:is-
me f d’un cofaisceau C* sur un objet B* se factorise en

. 
C* ~ B*0 ~ B* , où B* o est le quotient de C* par le plus grand c of aisceau con-

tenu dans le noyau de f .

v

w 

13.3. - Si à chaque a e C , on fait correspondre r - A , objet des sections de

Cech de A sur la cleture à droite a de a , on détermine ainsi un obj et de

que l’on peut désigner par r A .

Mais, (sauf dans des cas particuliers comme celui des espaces paracompacts,
C = g ) , le morphisme n’est pas un isomorphisme, ce que l’on pour-
rait exprimer en disant que le foncteur ï’ n’est pas localisa ble ~ ou que ~A n’est

pas un faisceau.

Or, considérons le foncteur qui, à tout A ~ fait correspondre le faisceau A
image du morphisme A ~ 03B2-1 03B2A (pour a A(a) ~ ÎÏ LA) de A dans le

faisceau 03B2-1 03B2A , et posons : 

A peut être appelé le premier faisceau associé à A ~ et on peut l’utiliser au
lieu de A dans la définition de l’homologie et de la cohomologie du § 14, ce qui
revient à composer avec A -~ A les foncteurs d’homologie et de cohomologie, ou

à utiliser foncteur localisable, au lieu de 



0n peut considérer de dme ie foncteur qui, à tout A , fait correspondre 1e fais-

ceau 00A , image du morphisme: À - fiI où I est un obj et injectif de

C (&#x26;) contenant A (00A ne dépend pas de I ) , et poser: 

A peut être appelé le second faisceau associé à A et on peut aussi l’utiliser

au lieu de A dans la définition de l’homologie et de la cohomologie du § 12~ ce
 

/-B/-B ~

qui revient à utiliser le foncteur localisable F.- au lieu de Ig  La théorie
de l’homologie et de la cohomologie obtenue dans ce cas élimine l’homologie locale

provenant de la non-exactitude des L ~ x 6 X .

Les constructions duales pour les cofaisceaux s’explicitent immédiatement.

Lorsque la catégorie C satisfait à AB 5, il est clair que A = A coïnci-
dent, et lorsque C est la catégorie des groupes abéliens, on obtient l’usuelle

construction du faisceau des sections d’un préfaisceau, et 00393X = 000393X est le fonc-

teur "sections sur X ".

Nous allons démontrer que dans ce cas la cohomologie qui vient d’être décrite

coïncide avec la cohomologie usuelle (dérivés à droite du foncteur "sections sur
X Il sur la catégorie des faisceaux de groupes abéliens). Il suffit pour cela de

prouver que si 1 est un objet injectif de 8$) ~ le faisceau associé 3 sur

X est "flasque" ([6]~ p. 147).

Nous allons prouver plus généralement, que, si A e 9(6) est un produit d’objets
élémentaires (§ l) : A = F! Aa , le faisceau associé est flasque. Une section de

ce fa.isceau sur une partie ê’ de ~ , close à droite, est définie par la donnée,
pour x~ X’ ~> x n ~ ~ ~) d’un a e x de ë~ et d’une fonction

a qui, à chaque b : ax ~ b , associe un élément s (b) de Ab , de telle sor-
te que, pour tout z tel que zoa , il existe c 6 z ,x y xyz

a  cxyz , a 
 

cxyz sur lequel les fonctions s et s coïncident.

Etablissons un bon ordre sur les points x de x’ (tels que x n ë’ ~ Ø ).
Changeons la valeur de la fonction s 

x2 
sur tous les c tels que a - c et

a ~ c en prenant pour nouvelle valeur s (c) = s (c) e Ac , et conservons
x~ ~2 ~1 ~

sx2 (o) = s (c) si ax2 ~ c et ax1 ~ c 



? == s et ’s’ coïncident dans leur domaine commun de définition.
xl xl ~2

Supposons choisies les nouvelles fonctions s 
~i 

pour les i ,~ a ~ coïncidant tou-

tes sur les éléments communs des domaines de définition. On modifie alors s~a+1
comme précédemment en S 

xa+1 
. On obtient ainsi une 

. 

fonction unique s qui, à

tout c tel qu’il existe Pu moins un a : a 
x 
 c , attache un élément s(c)e A .

Si a est un élément quelconque de (;, complétons s , si elle n’est pas déjà

définie sur a , en prenant pour s (a) un élément arbitraire de A . On obtient

ainsi um élément de ÏÎ A - r iÏ A qui définit sur X une section éten-

dant. la section donnée. 
’

13.4. - Ce qui précède montre que sur une catégorie abélienne quelconque la théo-
rie des faisceaux perd sa simplicité : on n’obtient en effet, d’après la fin du

~ 
§ 13.1 ~ de "trivialité locale qu’avec des faisceaux sur C satisfaisant à AB 5,
ou des cofaisceaux sur C satisfaisant à AB 5*.

Nous avons laissé le soin au lecteur d’expliciter les innombrables suites spec-
trales qui prennent naissance lorsqu’on compose un foncteur arec une limite directe

ou inverse, celles qui, dans les hypothèses du théorème 6.2, donnent des théorèmes
du type "théorème de Leray pour un recouvrement acyclique" , celles qui permettent
d’étudier le produit de deux ensembles ordonnés (que relie éventuellement un ordre),
etc. , les homologie et cohomologie relatives et avec supports.

Nous expliciterons dans une prochaine publication quelques applications à l’al-

gèbre et à la géométrie algébrique.
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