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Séminaire DUBREIL~PISOT 901
(Algébre et Théorie des nombres) -
l4e année, 1960/6L, n° 9 23 janvier 1961

TREILLIS DES SOUS=-GROUPES DE COMPOSITION

per Mario CURZIO

(dtaprés O, TAMASCHKE, Ge ZACHER, Ge ZAPPA et Mo CURZ IO)

le Notationse

Tous les groupes G o H y K, ees qui interviennent dans cet exposé sont sup-

posés finis, de plus ¢
|G| est 1tordre du groupe G ;
HQG ou GO H sgignifie que H est un sous-groupe distingué du groupe G ;
(Hi)G est une suite de composition du groupe G
(ﬁi)('} est une suite de Jordan-HSlder du groupe G ;
<Hi>G est une suite (strictement décroissante) de sous-groupes < G 3

<H-._>é est une suite <H:’2 ¢ telle que

XKQG, Hl.?.K..D.H ==>K:H:.L ou K=Hi+l H

i+l
K<<G ou GDP>»K signifie que K est un sous~groupe de composition, clest-
ad~dire ¢ K est dans une suite (Hi)G 3 \
L(G) est le treillis des sous-groupes de G 3
N(G) est le treillis des sous-groupes <G .

Ltensemble C(G) des soug~-groupes <JIG est un treillis inférieurement~
podmlaire [9] ()e

En ce qui concerne les treillis on peut voir les traités [1] et [5].

2 Tjtude des groupes dont le treillis C(G) est distributif au sens de la théorie
des treillise

Un premier résultat est dff & G. ZAPPA qui a donné le théoréme suivant [12] s

THéORﬁ}NE 1,2¢ = Soit G un groupe résoluble. Pour que le treillis C(G) soit
distributif, il faut et il suffit que les sous-groupes de Sylow de G soient cy-

cliqueses

(1 ) Les numéros entre les crochets renvoient & la bibliographie placée & la fin
de 1texposée



Démonstratione

Les sous-groupes de Sylow de G sont cycliques. On sait que [6]

|H| = |¥] , B« G => H=K ,
alors
c(C) =N(G) .

Donc, 81 A 4 X, Y sont trois sous-groupes de composition, on eura

AuX,y A AUX
L TANnX Y

AuX=AuY, AnX=AnY = = ¥ = =x=7.
Dtaprés cela, le treillis C(G) est distributif.

Le treillis C(G) est distributif.

On voit aisément que dans chaque suite (Hi)é les quotients IH:,_‘/ ]Hi+l} sont
premierse Par conséquent si

&1 %4
|Gl =P eee Dy (pl > eve > py premiers ) ’
a
G posséde un sous-groupe K < G d'ordre pll . Les treillis C(G/K) et

C(K) = L(K) sont distributifs ; par récurrence sur t , on prouve que les sous-
groupes de Sylow de G sont cyeliquese

Ge ZACHER a donné une condition nécessaire et suffisante pour que C(G) , dans
le cas général, soit distributif. On a [11] s

THEOREME 2.2, = Si dans les suites (H1>G les quotients Hi/Hi+l , qui sont

des p-groupes, sont aussi cycliques, C(G) est distributif et vice versa.

Ie démonstration, trés technique, n'est pas bréve, et on préfére renvoyer au
travail de ZACHER.

Dans 1'ordre d'idée des théorémes précédents on trouve que [3]

4 )
THEOREME 3.2+ = Soient Hi les éléments résolubles (au sens de la théorie des
groupes) du treillis C(G) . Si k est neutre dans C(&' Hi) s A est un sous~

groupe caractéristique de G « De plus, si Be€ C(g Hi) s On 8

ANB<AUB => |&/4n B| et |B/An B| premiers entre eux .

Démonstrations = L'énoncé 3.2 contient un certain nombre de propositions ; nous

donnerons sa démonstration en trois parties ¢
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@ AnB<AuB => |A/AnB| et |B/An B| premiers entre eux.

Si ANB<AUB et AnB#A ou B, onsa

(1) AuB _ A B AnB _ A A B .
"B~ AnB AnB’ Lt aB " AnB ANnB

Ie treillis C((A u B)/(h n B)) est isomorphe & 1'intervalle [An B, Au B]
de O li) H,) , ce qui implique : A/(A n B) neutre dans C((Au B)/{& n B)) «
Done [1]

C

(2 CELD =

Alors : (A UBY(: nB) =8/(AnB) xB/(AnB) ,et |A/(AnB)| et [B/(AnB)|
sont promiors entre eux (voir le théordre l.4). ‘

i)
e "C(an' .

() A est un sous-groupe < L])_ H, o
si |V Hil =pq (p,q premiers), clest-d-dire si : longueur de c(gﬂi) =2,
i
il est évident que ¢ A g Hi .
Supposons : longueur de Cf U H. ) 3 , et, prouvons (B) par récurrence sur

cette longueurs

Si L est un élément maximal de C( U H, ) y A est un sous-groupe invariant

de Y Hi ; si A n'est pas maximel, 11 ex'lste un sous-groupe Ba U Hi tel que
1 i

A< B . le treillis C(B) est un sous-treillis de C(Lj{ Hi) 3 : A estun
é1ément neutre de C(B) . La longueur de C(B) est plus petite que la longueur
de Cf U H, ) , et, B est un groupe résoluble ; donc, d!aprés l'hypothese de
recurrence s LQG.

D'apr‘es @),
(*) Ulele, X<9B = A=X
en effet, si X £AA , les ordres |&/(An X)| et |X/(& nX)| ne seraient pas

premiers entre eux. D'apreés (), A est un sous-groupe caractéristique de B ,
et L« U Hi parce que l'on sait que B < |J Hi .
I

(yY) A est un sous-groupe caractéristique de G o Dtaprés (B), A U H, 3
de cela et de (a), on déduit que
] = X, X< UH, = L=X .
i 1

Alors (y) eet vraie parce que LiJ Hi est un sous-groupe ceractéristique de G .
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Remarquess ~ Nous avons vu que si £~ est un élément résoluble et neutre du
treillis C(G) , il cst aussi un sous-groupe caractéristique ; pourtant, on peut
avoir des éléments neutres de C(G) qui ne sont pas des sous-groupes caractéris-
tiques ; par exemple ¢ soit G le groupe A x B ob les sous-groupes L et B
sont isomorphes et simples (non zbéliens).

0. TAMLSCHKE a donné une condition nécesseire et suffisante pour que 4 soit

neutre en C(G) « Ce théoréme paraftra dans le "Matematische Zeitschrift"[8]e

La condition du théoréme 3.2, imposée sux léments du treillis N(G) , est suf-

fisante pour que A soit neutre en N(G) o On a [3].

LR .
THEQREME 442 - Si A< G, et si, pour tous les sous-groupes B QG , les ordres
|B/(& nB)| et |A/(&nB)| sont premiers entre eux, L est un élément neutre
du treillis N(G) o

Démonstration. - Soient X et Y , sous-groupes distingués de G , vérifiant s

AnX=AnY, AuX=LyuX 3
on aura
A A

&) ol e ’
dtod
@) AuX A X L Y

EnX " EnaX*"EnX " ThX*ERX ’
(5) LuX A X .y

EnX~"IFnX Y|EAaXVYETRX ’

Un nombre premier p divise |(X/(hnX)) u (W/(&n3X)| si, et seulement s'il
divise |X/(A n3X)| ; eneffet |X/(AnX)| = |¥/ (A nX)]| , et les sous-groupes
X/ nX , ¥/(tnX) sont < (AuX)/(h 0X) . Par hypothdse |X/(An3X)| et
]A/ (- n X)I sont premiers entre cux j donec, & cause de (5) ¢

uX & [ X Y ]
nE"TnX* |[Eax'ETrX ’

£ o

Enfin dtaprés [12] ¢
|/t aX) v (W/GEaX)]| = |X/@AaD]| = f/(anD)) ’

clest-d-dire ¢ X =Y . Nous avons démontré que 4 est un é1lément neutre
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(2) du treillis N(G) « Si G est un groupe résoluble, le théoréme 342 permet de

déterminer le centre de C(G) » On a [3] s

THEOREME 5¢2¢ = Soit & un groupe résoluble. Pour que £ solt dans le centre
du treillis C(G) , il faut et il suffit que 1l'on ait ¢+ G=4A x B ou |a] et

|B| sont premiers entre eux.

3. Caractérisation des groupes dont le treillis C(G) est modulaire.

On a [13]

THEOREME 1.3» = Le treillis C(G) est modulaire si et seulement si dans chaque
suite (Hi) o Jles quotients qui sont des p-groupes, sont gquasi-hamiltoniens (3) o

Démonstration. = Supposons que C(G) soit modulaire. Dans une suite (Hi)G s ON

considére un quotient Hi/Hi-l-l « Le treillis G(Hi/Hi+l) est isomorphe & 1'inw
tervalle [H; , , H,] de G(G) ; atoh s C(Hi/Hi+l) est modulaires Si Hi/Hi+l
est un p-groupe, on a

L(Hy/Hs ;) = C(H,/H, ;)

et le quotient H;,'_/Hi+l est un groupe quasi-hamiltonien [7].

Vice versa : supposons que daens leg sultes (Hi)G s chague p=groupe Hi/Hi+l

. soit quasi-hamiltoniens

Puisque C(G) est un treiliis moduleire inférieurement, i1l suffit de prouvér
que 51 les éléments A et B de C(G) couvrent L n B dans le treillis C(G)
la réunion A UB couvre /A et B dans le treillis C(G) o Puisque A et B
couvrent An B ¢ ltintersection i n B est un sous-groupe distingué de A et
B ; done, 4&/(&n B) est simple (non abélien), ou a un ordre premiers Nous dé-
montrerons que dens le treillis C{A uB)/(A n B)) , 1'élément (A u B) /(& a B)
couvre A/(A n B) et B/{L n B) ; par conséquent Ay B couvrira A et B
dens le treillis C(G) .

On peut avoir s

@ |a/¢aB)| £ |B/(hnB)| et ils sont premiers.

(2) Soit x un élément d'un treillis modulaire. Si

XUY=XUS% 4, XNYy=Xnz => 7Y

il
N

x est élément neutre.
(3) On dit que G est un groupe quasi~-hamiltonien si [7]
M,NeL@ => MuN=MW=N .,
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On & ([9], théoréme 19)

I;UB__ A' B
TABE"ERBEX*ENTSB ’

et il est évident que (& uB)/(An B) couvre A/(LnB) et B/(AnB) o

@ |&/@nB)|=|B/(AnB)]|=p (p premier) .

Le quotient (A uB)/(kn B) est un p-groupe ([9], théoréme 10), et puisque
(A uB) €eC(G) et (AUB)®> (hnB) , il existe unc suite (Hi)G dont
(o UB)/(h nB) est un quotient. Comme par hypothdse, lo p=groupe (A ub)/(A nB)
est quasi-hemiltonien, le treillis C((& u B)/(A nB)) est moduleire [7]s Puis-
que A/(h nB) et B/(.n B) couvrent (A n B)/{kn B) , la réunion
(A uB)/(hnB) couvrira A/(kn B) et B/(.LnB) .

() 4&/(Ln B) estun groupe simple (non =bélien).
Ie groupe A/(Ln B) est un groupe parfait, et (& n B)/(A n B) est résoluble
car @
(A nB)/(AnB)] =1 .

Done, A/ (L n B) est un sous-groupe distingué de (L u B)/(A n B) (théoréme
[9])e On &

(AuB)/({LnB) n B/(inB)

ENB ~TEoR/EnD

et, dens le treillis C((A u B)/(A nB)), 1'élément B/(A n B) couvre
(A nB)/(A nB) 3 alors, dans le treillis C((A uB)/(L n B)), 1'élément
(A uB)/(An B) doit couvrir £4/(A nB) .
Maintenant, démontrons que (A UB)/(A nB) couvre cussi B/(L nB) (bien en-
tendu, dans le treillis C((t U B)/(A n B)))s Si 11é1ément

X/(A n B) € ¢((a u B)/(A n B))

est tel que

on a

Xnh&)/(hnB) e C(A/(A n B)) .
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Puisque ¢

A. B _AUB£ X
TREVYERB " EnB8TLNE ’

il en résulte
(X nA)/(aB) £4/(A nB) .

Puisque

_ /o < Ix/GaoB)]| |MEaoB)] x |B/(AnB)| _
K“‘F """E [TET B)/ A By | TE 0 B)/&n By

il en résulte
(XnL)/(AnB) £ (nB)/(Ln B) .

Cela cst cn contradiction avec 1'hypothdsc : A/(An B) couvre (AN B)/(An B)
dans le treillis C((4 v B)/(. n B)) .

(6) B/(in B) est un groupe simple (non abélien).

Voir (Y) .

4e Etude des groupes dont le treillis C(G) est ou complété ou réductible.

O. TAMASCHKE a prouvé que [8] @

THEOREME le4o = Pour que C(G) soit réductible, il faut et il suffit que l'on
ait s

ou aucun guotient abélien Al/Bl (Ll<<) Gl) n'est isomorphe & un quotient
1.2/32 (4, 9<G))

La démonstration se trouve dans [8].

Remarque. — En 1957, j'ai démontré [3] lec corollaire suivent du théordme le4 @

Soit G wun groupe résolubles Pour cue C(G) soit réductible, il faut et il
suffit que 1l'on ait @

ot |G| et ]Gzi sont premicrs entre eux.
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I1 est bien facile de déterminer les groupes dont C(G) est un treillis complé-

menté, rappelons tout d'abord les lemmes ([3] et [10])

IEME ledo = 31 C(G) est complémenté, un sous-groupe distingué-minimal (4)

N est un groupe simple tel que

G=Nx M N

IEME 2.4, = Soient N un sous-groupe distingué du groupe G, M un complé-

ment du sous-groupe N « Ona: K<G, K<M,

MUuK=G, MnK=1 => (Man)u(NuK)zG, (Mn}'il)n(NuK)—_-l.
Et finalement [3]

r hY
THEOREME 2440 — Pour que C(G) soit complémenté, il faut et il suffit que G
soit un produit direct de groupes simples.

Démonstration. - Supposons que C(G) soit complémenté. Si N est un sous-

groupe distingué-minimal on e (Lemme 1l.4) :
(6) G=NxM

o N est simples Si M est un produit direct de groupes simples, le théoréme
est déja démontré. Supposons que M ne soit pes lc composé direct de groupes
simples ; alors G posséde un sous-groupe K # 1 qui est distingué-minimal pour
M. Dteprés (6), K cst distingué-minimel cussi pour G ; donc (Lemme 1.4) K
est simple, et admet un complément N& qui est un sous-groupe inveriant de G .
On a (Lemme 2.4) :

(M MoM) v @uEK) =G, MaM)n UK =1 .
I1 en résulte zussi
NuK=NxK<G
et, dlapres (7)
| G=(MnM) xS ,
on S, =N xK.

Le groupe Sl est le produit direct des groupes simples N et K ; done, si
Mn M est le composé direct de groupes simples, la mfme propriété est valable

pour G . Si Mn Mi n'est pas un tel composé, on peut trouver des sous-groupes

C4) On dit que 4 <4 G est un sous-groupe distingué-minimal, si
<G, AD A => A" =A ou At =1 .



9-09

M2 et Kl tels que 3

G=MnM nM) =S,

N,

ou K1 est simple et S2 = Sl X Kl .
Ie groupe G est fini, et alors il existera un cntier n tel que

G:(Mﬂlvl‘]-ﬂoooﬂl\’in)xsn ’

ou Mn Ml N eoe N Mn est simple et Sn est un produit direct de groupes simpless
Soit G wun produit direct de groupes simplese
Le treillis N(G) est modulaire et G est la réunion des atomes de N(G) ,

alors N(G) est un tredllis complémenté [1]. Per conséquent, si A est un
sous~groupe distingué de G , on peut trouver un sous-groupe B tel que

G=4x B, donc on voit aisément que

N(Q) =c(G) .

5¢ Problémes ouvertse ~ En ce qui concerne le treillis C(G) , on peut se poser

les preblémes suivants.

PROBLEME 1. - Si G est un groupe donné, construire les groupes G' tels que :

c(Gt) n C(G) .

PROBIEME 2. - Si G est un groupe donné, construire les groupes G!' tels que
C(G') soit le dual du treillis C(G) .

PROBIEME 3. - Construire les groupes G tels que C(G) soit autodual.

Je crois qu'il ne serait pas facile de résoudre ces problémes dans le cas géné-

ral, et je voudrais signaler certains résultats particuliers ([2] et [4])

¢ hY
THEOREME 1.5, = Soit G un groupe résolubles Pour que C(G) soit isomorphe
au treillis C(G') d'un groupe nilpotent G! s 11 faut et il suffit que 1'on ait @

G::GlXszo.OXGt ('b>,l)

]G l et IG l sont premiers entre eux et G est un p-groupe, Ou un grou=

p_g d'ordre r qﬁ (c £q premiers) o, dont les .aous-groupes de Sylow sont cycliques
et dont le groupe dérivé est son propre centralisateur.
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Démonstratione

La condition est nécesgaires - On peut avoir @

(@ G' est un p-groupe cycliques

Ies sous-groupes de Sylow de G sont cycliques parce que le treillis C(G) est
distributif (Théordme 1.1). Le dérivé K de G est cyclique [14] et G/K est
abélien, on sure

a p .
|G| =" q (r @ premiers)

parcc que C(K) et C(G/K) sont des chafnes. Dloprds cela, si r £ q , il est

évident que K est son propre centralisatcur

(B) G' cst un p-groupe non cycliquce

Soit pa ltordre du groupe G!' « S1 a =2, on a

la| = p” 5

si a >3 , par récurrence sur d , nous démontrerons que
o] = Jer| .
Dtabord, supposons p £2 .

On sait [14] que G possdde un sous-groupe naximel H' qui ntest pas cyclique.
1
Soit W wun isomorphisme : C(G) - C(G') ; le sous-groupe H =W (H!) est un
sous=groupe distingué-maximal (5) de G, et, puisque G est résoluble, on a

|o/H| = q (q premier) .

Les treillis C(H) et C(H!') sont isomorphes ; donc, d'aprés l'hypothése de
L. by la] = pa"l q « Le groupc G' posadde un sous-
groupe maximal K! £ H' 3 posons @ ot (K') =X . On voit aisément que les treil-
lis C(¢/(H nK) et C(G/(H'n K')) sont isomorphos 3 de plus 3 -

|Gt/ (Er o K1) = p?“ s ety par conséquent : |G/ (H n K)| = p’2 o Dtaprés cela 3
Hn K| = pOL"'3 Q3 misona p=q, car |HnK| doit diviser [H| = pOL"l .
Nous avons démontré que

réourrence ¢ |H| = p*"

ol =%
Si p =2 , de fagon presque analogue, on peut voir que

lGl =2a .

(5) On dit quo 4 < G ost - Sous-groupe distingué-moximal, si @
A'QG,A'.:_A => A' = A ou At =G o
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(y) G* nlest pas un p-groupe.

Le treillis C(G!) = L(G!') est réductible, par conséquent on aure (Théoréme
le4)

G:Glezx..oxG

A (t > 1)

Ay

ou lGi| et |Gjl sont premiers entre eux. A cause de (o) et de (B), chaque
Gi a la structure donnée dans 1'énoncé l.5 ; en effet, C(Gi) est isomorphe au
treillis C(G:!L) = L(G:!L) 1ig au sous-groupe de Sylew G} du groupe G' .

La condition est suffisante. - La démonstration est triviale.

En ce qui concerne les problemes 2 et 3 on peut remarquer que (4]

TR :
THEOREME 2.5+ = Soit G wun groupe résoluble tel que N(G) =C(G .+ Le treillis
N(G) n'est jemais le dual du treiliis L(G') 1ié au groupe hamiltonien () G' »

THEOREME 3¢50 = S0it G un groupe hyper-résoluble. Si C(G) est le dual du
treillis L(G') d'un p-groupe G! non cyclique, on a |G| = [Gt] »

Remarques = Soient G un groupe résoluble, et C(G) le dual du treillis L(GY)
114 au pe-groupe G' supposé non cycliques On peut avoir |G| £ |Gt 5 par exem-
ple : soient G' le groupe des quaternions et G le groupe alterné de degré 4.
Donc, l'hypothése : " G est un groupe hyper-résoluble" est une hypothése néces—
saire pour que 3.5 soit valable.

Pour les démonstrations des théorémes 2¢5 et 3.5, on préfére renvoyer au tra-

vail [4] 5 & 1'aide de ces théorémes on peut aisément prouver que [4] @

THE{.OR%]ME 450 = Soit G un groupe hyper-résoluble dont cucun sous-groupe de

Sylow ne soit cyclique. Le treillis C(G) est autodual si, et seulement si G

cst un groupe nilpotent, et il existe un groupe abélien G' tel gue 3
L(G) N L(GY) .

THEOREME 545, = Soit G un groupe résoluble tel que : N(G) = C(G) , et dont

aucun sous-groupe de Sylow ne soit cycligue. Le treillis N(G) est autodual, si,

et seulement si G est abélien.

Remarques = L'hypothése : "aucun sous-groupe de Sylow n'est cyclique" est une
hypothése nécessaire pour que 4.5 soit valable. Par ecxemple : soit G un groupe

(6) Soit G un groupe non abélien. On dit que G est hamiltonien, si @
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non abélien dtordre pq (p 4 q remiers). Alors, C(G) est autoduel et G

n'est pas nilpotente
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