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TREILLIS DES SOUS-GROUPES DE COMPOSITION

par Mario CURZIO

Séminaire DUBREIL--PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
14e année, 1960/61, n° 9 23 janvier 1961

(diaprés 0. TAMASCHKE, G. ZACHER, G. ZAPPA et M. CURZIO)

1. Notations.

Tous les groupes G , H , K , ... qui interviennent dans cet exposé sont sup-

posés finis, de plus :

i e st l’ordre du groupe G ;

H  G ou G D H signifie que H est un sous-groupe distingué du groupe G ;

est une suite de composition du groupe G ;

(Hi)’G est une suite de Jordan-Hölder du groupe G ;

(H.).. est une suite (strictement décroissante) de sous-groupes  G ;

~ H . ; G est une suite telle que 
.

K«G ou G»K signifie que K est un sous-groupe de composition, c’est-
à-dire : K est dans une suite (Hi)G ;

L(G) est le treillis des sous-groupes de G ;

N (G) est le treillis des sous-groupes ~ G .

L’ensemble des sous-groupes «G est un treillis inférieurement- .

modulaire [9] ().

En ce qui concerne les treillis on peut voir les traités et [5].

2. Etude des groupes dont le treillis C (G) est distributif au sens de la théorie

des treillis.

Un premier résultat est dû à G. ZAPPA qui a donné le théorème suivant [12] :

THÉORÈME 1.2. - Soit G un groupe résoluble. Pour ue le treillis C(G) soït

distributif il et il suffit que les de Sylow de G soient c -

clique s.

(j Les numéros entre les crochets renvoient à la bibliographie placée à la fin
de l’exposé.



Démonstration.

Les sous-groupes de Sylow de G sont cycliques. On 

Donc, X , Y sont trois sous-groupes de composition, on aura

Diaprés cela, le treillis C(G) e st distributif.

Le treillis C(G) est distributif.

On voit aisément que dans chaque suite Hi>’G les quotients | sont

premiers. Par conséquent si

G possède un sous-groupe K G d’ordre p1 . Les treillis C(G/K) et

C(K) = L(K) sont distributifs; par récurrence sur t , on prouve que les sous-

groupes de Sylow de G sont cycliques.

G. ZACHER a donné une condition nécessaire et suffisante pour que C (G) , dans
le cas générale soit distributif. On a [il] :

THÉORÈME 2.2. - Si dans les suites Hi>G les quotients Hi/Hi+1 , qui sont
des p-groupes, sont aussi cycliques, C (G) est distributif et vice versa.

la démonstration, très technique , n’est pas brève, et on préfère renvoyer au
travail de ZACHER.

Dans l’ordre dl idée des théorèmes précédents on trouve que [3]

THÉORÈME 3.2. - Soient H. les éléments résolubles (au sens de la théorie des
groupes) du treillis C(G) . Si A est neutre dans C(UH.) ~ A est un sous-

groupe caractéristique de G. De lus si 

Démonstration~ - L’énoncé 3.2 contient un certain nombre de propositions ; nous
donnerons sa démonstration en trois parties :



Le treillis C ( (A u B) / (.f~ n B) ) est isomorphe à 1=intervalle (l~ n B ~ A ~ B~
de C ( Z Hi) , ce qui implique : n B) neutre dans u B) ~ (~1 n B) ) .
Donc [1] :

Alors : (A n B) = (ï~ n B) x B/ (A n B) , et ) (~i n B) ( et B/ (A n B) ~
sont premiers entre eux (voir le théorème 1.4) .

Si t U Hi| [ = pq (p , q premiers ) , c’est-à-dire si : longueur de C( U Hs) =2 ,
il est évident que : A 3 U H * 

i

Supposons : longueur de C(U Hi)  , et, prouvons par récurrence sur

cette longueur.

Si A est un élément maximal de Hi) , A est un sous-groupe invariant

de U H. ; si A n’est pas maximale il existe un sous-groupe B Hi tel que

A  B . Le treillis C (B) est un sous-treillis de Hi) ; d’où : A est un

élément neutre de C(B) . La longueur de C(B) est plus petite que la longueur
de C( U Hi) , et, B est un groupe résoluble ; donc, d’après l’hypothèse de
récurrence : tv 3 G .

D’après ~a~ ~

en effet, si A , les ordres )A/(A n X) ) 1 et JX/(A n X) { ne seraient pas

premiers entre eux. Diaprés (~)y A est un sous-groupe caractéristique de B ~
et A U H. parce que l’on sait que B ~ )J Hi .

(y) A est un sous-groupe caractéristique de G . Diaprés (?). A ~ U H. ;
de cela et de (03B1), on déduit que

Alors (03B3) est vraie parce que Ü . H. est un sous-groupe caractéristique de G .
l



Remarques. - Nous avons vu que si A est un élément résoluble et neutre du

treillis C (G) , il est aussi un sous-groupe caractéristique ; pourtant, on peut
avoir des éléments neutres de C (G) qui ne sont pas des sous-groupes caractéris-

tiques; par exemple : soit G le groupe li x B où les sous-groupes ~~- et B

sont isomorphes et simples (non abéliens) *

0. TAMASCHKE a donné une condition nécessaire et suffisante pour que A soit

neutre en C (G) . Ce théorème paraîtra dans le "Matematische Zeitschrift"[8].

La condition du théorème 3.2, imposée aux éléments du treillis r~ (G) , est suf-
fisante pour que A soit neutre en N (G) a On a [3].

THEOREME 4.2. - Si A  G i et si, pour tous les sous-groupes B 3 G , les ordres

(A n B) 1 et (A n B)| 1 sont premiers entre eux A est un élément neutre

du treillis N (G) 9

D émonstr ation. ~ Soient X et Y , sous-groupes distingués de G y vérifiant :

Un nombre premier p divise ) X)) u n X) ) 1 si, et seulement s’il

divise X) ~ 9 en effet n X) ~ _ ~ IY/(A n X) ( , et les sous-groupes
Y~ (l00FF n X) sont a (r ~ X) / X) . Par hypothèse (l~ n X) ~ 1 et

n X) 1 sont premiers entre eux ; donc, à cause de (5) :



(2) du treillis N(G) . Si G est un groupe résoluble, le théorème 3.2 permet de

déterminer le centre de C (G) o On a [3] ~

THÉORÈME 5.2. - Soit G un groupe résoluble. Pour que A soit dans le centre

du treillis C(G) , il faut et il suffit que l’on ait : |A| et
sont premiers entre eux.

3. Caractérisation groupes dont le treillis C (G) est modulaire.

On a [13]

THÉORÈME 1.3. - Le treillis C (G) est. modulaire si et seulement si dans chaque

suite (Hi)G les quotients qui sont des p-groupes, sont quasi-hamiltoniens ( )e
Démonstration. - Supposons que C (G) soit modulaire. Dans une suite (Hi)G , on

considère un quotient H./H... Le treillis est isomorphe à 

[H. ~ ~ Hj est modulaire. Si 

est un p-groupe , on a

et le quotient est un groupe quasi-hamiltonien ~’~~.

Vice versa : supposons que dans les suites (H.;)? ~ chaque p-groupe 

. soit quasi-hamiltonien.

Puisque C(G) est un treillis modulaire inférieurement, il suffit de prouver

que si les éléments A et B de C(G) couvrent A n B dans le treillis C (G) ,
la réunion A u B couvre A et B dans le treillis C(G) . Puisque A et B

couvrent An B ~ l’intersection A n B est un sous-groupe distingué de A et

B ; donc, A/ (A n B) est simple (non abélien) , ou a un ordre premier. Nous dé.-
montrerons que dans le treillis u B) / (A n B) ) f l’élément (Au B)/(A n B)
couvre ~,~ ~~. n B) et B/ ~~l n B) ; par conséquent ~ u B couvrira A et B

dans le treillis C (G) .

0n peut avoir : 
°

( ) Soit x un élément d’un treillis modulaire. Si :

x u y = x u z , x n y = x n z ==> y = z

x est élément neutre

( ) On dit que G est un groupe quasi-hamiltonien si [7] :



On a ~C9~ ~ théorème 19) :

et il est évident que (A u B)/(A n B) couvre (îa n B) et B~ (~ n B) .

(p) (l~ n B) ~ - ~ B~ (.~ n B) ( = p ( p premier) .

Le quotient (A u B)/(A. n B) est un p-groupe (~9~ ~ théorëise 10) ~ et puisque

(A u (G) et B) ~ ~(A n B) ~ il existe une suite G 
dont

(A u L ) ~ (t’, n B) est un quotient. Comme par hypothèse le p-groupe (A u b)/ (A n B)
est quasi-hamiltonien, le treillis u B)/(A n B) ) est modulaire [7]. Puis-

que li/ ~l~ n B) et B~ n B) couvrent (~ n B) / (A n B) , la réunion
B) couvrira l~/ (!1 n B) et B~ (~~ n B) .

(y) fi~ (~~ n B) est un groupe simple (non abélien).

Le groupe n B) est un groupe parfaite et (A n B)/ (A n B) est résoluble

car :

Donc, n B) est un sous-groupe distingué de (A u n B) (théorème
[9]). On a

et, dans le treillis u B) / (l~ n B)) ~ ls élément B~ (h n B) couvre

(A n B) / (l~ n B) ; alors, dans le treillis C ( (1‘. u n B) ) ~ l’élément
(A u B) ~ (!1 n B) doit couvrir (li n B)
Maintenant, démontrons que (A u B) / (il n B) couvre c:ussi B/ (A n B) (bien en-

tendu, dans le treillis u B) / (~’1 n B) ) ) . Si 7.t élément



Cela est en contradiction avec l’hypothèse : A/(A n B) couvre B),~ ~~ n B)
dans le treillis u B) / ~~~ n B) ) .

(6) B/(A n B) est un groupe simple (non abélien).

Voir (y).

4. Etude des groupes dont le treillis C(G) est ou complété ou réductible.

0. TAMASCHKE a prouve que [8] s

THEOREME 1.40 - Pour q ue C(G) soit réductible, il faut et il suffit que l’on

eu aucun quotient abélien n’est isomorphe à un quotient

~2~~ ’
La démonstration se trouve dans [8].

Remarque. - En 1957, j’ai démontré [3] le corollaire suivant du théorème 1.4 :

Soit G un groupe résoluble. Pour que C (G) soit réductible il faut et il

suffit que l’on ait :



Il est bien facile de déterminer les groupes dont C (G) est un treillis complé-

monté, rappelons tout d’abord les lemmes ([3] et [10]) :

C (G) est complémenté, un sous-groupe distingué-minimal ()
N est un groupe simple tel que

LEMME 2.4. - Soient N un sous-groupe distingué du groupe G , M un complé-
ment du sous-groupe ~~ . On a : K ~. G , K  M ~

K =G~ n K = 1 ===> (MnMj u (Nu K) = G , n (Nu K) = 1 .

Et finalement [3] :

THÉORÈME 2.4. - Pour que C (G) soit complémenté, il faut et il su.ff it que G

soit un produit direct de groupes simples.

Démonstration. - Supposons que C (G) soit complémenté. Si N est un sous-

groupe distingué-minimal on a (Lemme 1.4) : 
.

où N est simple. Si M est un produit direct de groupes simples, le théorème
est déjà démontré* Supposons que M ne soit pas lc composé direct de groupes
simples; alors G possède un sous-groupe K ~ 1 qui est distingué-minimal pour
M . Diaprés ~6) ~ K est distingué-minime.l aussi pour G 9 donc (Lemme 1.4.) K

est simple , et admet un complément N~ qui est un sous-groupe invariant de G .

On a (Lemme 2.4) :

Le groupe Si est le produit direct des groupes simples N et K 9 donc, si

M n M1 est le composé direct de groupes simples, la propriété est valable
pour G . Si M n Ml n’est pas un tel composée on peut trouver des sous-groupes

( ) On dit que G est un sous-groupe distingué-minimal, si



où est simple et S 
n 

est un produit direct de groupes simples-

Soit G un produit direct de groupes simples.

Le treillis N (G) est modulaire et G est la réunion des atomes de N 

alors N (G) est un treillis complémenté [1]. Par conséquent, si est un

sous-groupe distingué de G ~ on peut trouver un sous-groupe B tel que

G = ~~ x B y donc on voit aisément que

5. Problèmes ouvert s -* En ce qui concerne le treillis C (G) , on peut se poser
les problèmes suivants.

PROBLÈME 1. - Si G e st un groupe donnée c onstruire le s groupes G’ tels que :

PROBLÈME 2. - Si G est un groupe donnée construire les groupes GI tels que

C ~G!) soit le dual du treillis C (G) .

Construire le s groupes G te ls q ue C (G) soit autodual.

Je crois quil ne serait pas facile de résoudre ces problèmes dans le cas géné-
ral, et je voudrais signaler certains résultats particuliers ([2] et [4]) :

Soit G un groupe résoluble. Pour C (G) soit isomorphe
au treillis C ’d’un groupe nilpotent il faut et il suffit que l’on ait :

ou, et sont premiers entre eux et G. est un p-groupe, ou un grou-

pe d’ordre r q03B2 (r ~ q premiers), dont les sous-groupes de Sylow sont cycliques
et dont le groupe dérive est son propre centralisateur.



Démonstration.

La condi tion est nécessaire $ - On peut avoir :

(a) Gt e st un p-groupe cyclique.

sous-groupes de Sylow de G sont cycliques parce que le treillis C (G) est

distributif (Théorème 1.1). Le dérivé K de G est cyclique [14] et G/K est

abélien, on aura :

parce que C(K) et C(G/K) sont des chaînes. Diaprés cela, si r ~ q , il est
évident que K est son propre centralisateur :

@) GI est un p-groupe non cyclique*

Soit P a l’ordre du groupe G’ . Si a = 2 , on a

si CL ~,3 ~ par récurrence nous démontrerons que

D’ abord, supposons p ~ 2 .
On sait [14] que G possède un sous-groupe raaximal HI qui n’est pas cyclique.

Soit W un isomorphisme : C(G) ~C(G~) ; le sous-groupe H = est un

sous-groupe distingué-maximal ( ) de G i et, puisque G est résoluble, on a

Les treillis C(H) et C(H) sont isomorphes ~ donc, diaprés l’hypothèse de
récurrence : JH) = |G| = q . Le groupe G’ possède un sous-

groupe maximal posons : = K . On voit aisément que les treil-

lis C(G/(H n K)) et n K)) sont isomorphes ; de plus : ’
}G/(H n K) ) Î = p~ ~ et, par conséquent : JG/(H n K) ) = p~ Diaprés cela :

JH n K( = p~"~ q ; mais on a p = q ~ car JH n KJ doit diviser JHJ = 
Nous avons démontré que

Si p = 2 , de façon presque analogue, on peut voir que

( ) On dit que A t G’ est un sous-groupe distingué-maximal, si :



(y) GI n~ est pas un p-groupe.

Le treillis = est réductible, par conséquent on aura (Théorème

1.4) :

où ) ( et sont premiers entre eux. A cause de (a) et de (03B2), chaque
G. a la structure donnée dans l’énoncé 1.5 ; en effet, C(Gj) est isomorphe au

treillis C (Gl) = lié au sous-groupe de Sylow G’. du groupe Gi .

La condition est suffisante. - La démonstration est triviale.

En ce qui concerne les problèmes 2 et 3 on peut remarquer que ~4~ :

THÉORÈME 2. 5. - Soit G groupe réso.luble tel que: N (G) = C (G) . Le treillis
N (G) n’est jamais le dual du treillis lié au hamiltonien (6) Gt ,

THÉORÈME 3. 5. - soit G un groupe hyper-résoluble. Si C (G) est le dual du

treillis L[BGt ) p-groupe Gf non cyclique, on a |G| = |G’| .

Soient G un groupe résoluble , et C (G) le dual du treillis L 

lié au p-groupe G’ supposé non cyclique* On peut avoir ) |G| ~ | G’| ; par 
soient G’ le groupe des quaternions et G le groupe alterné de degré 4.

Donc , l’hypothèse : " G est un groupe hyper-r é soluble" est une :hypothèse néce s-

saire pour que 3.5 soit valable.

Pour les démonstrations des théorèmes Z. 5 et 3.5, on préfère renvoyer au tra-

vail [4] ; à l’aide de ces théorèmes on peut aisément prouver que [4] :

THÉORÈME 4.5. - Soit G un groupe hyper-résoluble dont aucun sous-groupe de

Sylow ne soit cyclique. Le treillis C (G) est autodual si, et seulement si G

est un nilpotent, et il existe un groupe abélien Gr tel que :

THÉORÈME 5. 5. - Soit G un groupe résoluble tel que : N (G) = C (G) , et dont
aucun sous-groupe de S low ne soit cyclique. Le treillis N (G) est autodual,

et seulemEnt si G est abélien.

Remarque. - L’hypothèse : "aucun sous-groupe de Sylow n’ est est une

hypothèse nécessaire pour que 4. ; soit valable. Par exemple : soit G un groupe

......- . 

) Soit G un groupe non abélien. On dit que G est hamiltonien, si :

H E L(G) => H 4 G .



non abélien dtordre pq (p ~ q’ C(G) est autodual et G

n’est pas nilpotent.
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