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Sémincire DUBHEILPISOT 701
(Algébre et Théorie des nombres) ‘
l4e amnée, 1960/61, n° 7 9 janvier 196L

IE THéOREME DE IA BLSE FINIE POUR IES POLYHGMES DIFFEEENTIEIS

par Bllig R. EOLCHIN

Introduction. - Ie théoréme de lo basc finie de Hilbert est un outil précieux

dans 1'étude des équetions clgébriques, et il sercit bien agréable d'avoir un
théoréme serblable dans la théorie des équations différentielles algébriquese Mal-
heurcuscment, 1'énoncé tout & foit ~nnlogue dons cette dernidre théoric est inexccts
Mais RITT o dénontré (voir [2]) 1'snclogue du théoréme plus frible dens lequel on
affirme le principe des "chafnes ascendontes" pour 1l'enseuble des idéoux porfaits
cu lieu de 1l'ensemble de tous les idéaux (un idéel est dit "porfoith lorsqu'il
contient un élément toutes les fois qu'il contient une puissance de cet élément) ;
on seit que, pour becvcoup d'epplicntions, le théoréme affcibli suffite Or, le
théoréme de Ritt o été démontré dons le cas ol les coefficients forment un "corps
différentiel" de carnctéristique O o J'ai démontré [1] le théoréme sous une hypo-
thése plus générale mris encore assez restrictive, donnant en mfme temps un contre-
exemple pour quelques corps différentiels de carnctéristique # O . SEIDENBERG o
repris 1o question et a démontré [3] que le théoréme reste vroi pour un corps

différentiel quelconque si on se borne & une classe d'idéoux plus étroite.

Dans ce qui suit, j'aborde le thloréme dans une forrmletion plus large, et j'ob—
tiens un résultat qui contient tous les résultats connus, ot m8me un peu plus.

Avant de pouvoir le formmler, il faut préciser certcines définitions et dévelop-

per cerinins résultats prélininnires.

ie Amneaux différentiels.

Un anneau (respe corps) différentiel est un anneau (respe corps) R muni d'un

ensemble fini d'opérateurs A tel que

5(a + b) = da + &b ,
&(ab) = (da)b + a(ob) s
(88')a = 6(8'a)

pour tous a€®R,y, beR, decA, &' e A; 1l'ensemble A s'appelle 1'ensemble
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d'opérateurs de dérivation de R . Nous ne considérerons que des anneaux et des

corps coumnmtatifs.

Soient R un anneau différentiel, A son ensemble d'opérateurs de dérivations.
Notons © 1le monoilde commutatif libre engendré par A ; si les éléments de A
sont noté.s O, 5 seeny 6m s &lors les ¢éléments de © sont les produits
6;‘:1 cos 6;21 » chaque 1 étant un entier naturel. On peut définir d'une fagon
unique une opération de ® sur {& prolongeant l'opération de A sur R telle
que (60') o =6(6' a) pour 6 €0, 0" €O, ae R et que la=a pour
ae® (1 désignant 1%¢lément=unité de © ) ; © s'appelle 1'ensermble d'opé-

rateurs dérivés de R o Si

i, im
8: 61 LN ) 6m € @ »

l'entier r =21 stappelle l'ordre de © , et se note ord © ; et, pour chaque
a eR, ©a g'appelle un dérivé de o d'ordre r .

Un élément ¢ € R, tel que & =0 pour chaque & € A, s'cppelle une cons-
tante. L'ensemble des constertes de R est un sous-cnneau différentiel de R

(et dons le cas o R est un corps différentiel, un sous-corps différentiel de
® ) ; on l'appelle l'annecu (ou, selon le cos, le corps)des constontes de R o
Si R est un corps de cernctéristique p # O, clors @ est un sous=corps du

corps des constantes de R .

Si ® est cussi un anneau différentiel, cyont le méme ensemble dfopérateurs
de dérivetdion A , une application f ¢ R - R' s'appelle hononorphisme de R
dens ® , si elle est un horomorphisme d'annesux et si, de plus, f£(62) = of(a)
pour chaque o € R et choque & € A » L'imnge f£(R) d'un homomorphisme
f ¢+ RoR' estun sous-onneau différentiel de R' « Le noyou k de f est un

idéal de R ayant 1o propriété Ok c k pour chaque & € A . Un idéal de R
ayant cette propriété s'appelle un idéel différentiel.

Si k est un idénl différentiel quelconque de R , et si & € A, deux éléments
a 4 B d'une mBme classe de restes de R suivant k ont toujours leurs dérivés
da. , Oh dens une mBme closse de restes, de sorte cue 1l'on peut définir sur 1'an—
neau de restes R®/k une structure d'smmecu différentiel unique telle que 1'homo-
norphisme cononicue d'smnecux g ¢ R - & /k est un homomorphisme d'anneaux
différentiels. On appelle R/k 1'anneau différentiel de restes de R suivant ke
L'application bijective & - g(a) de 1l'ensemble d'idéoux o de R avee a ok
sur l'ensenble de tous les idéoux de ®/k (dont l'application réeciproque est

donnée par a' o g-l (@') ) & 1la propriété

a est différentiel si et seulement si ga) 1'este
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Pour chaque partie £ ¢ R , l'intersection de tous les idéaux différentiels
de R contenant ¥ est un iddal différentiel contenent I ; il s'oppelle 1'idéal
différentiel de R engendré par I et se note [Z] . Evidemment, [Z] est
dgal 3 1'idéal (©F) engendré par l'ensemblc des dérivés 6s (fe€e®, se€T)
Si ¥ est une partie non vide multiplicative de R , et si 6 €A , deux élé-
nments a/s , b/t de l'anneau de fractions L R avec a/s = b/t ont toujours

1la propridété s
2 L 2
(s 2 =2 8s)/s = (t &b = b &t)/t ;

on peut donc définir sur 57k » de fagon évidente, une structure d'~nneau
différentiel, et alors l'homomorphisme cononique d'ennesux h ¢ R - Z'l R
devient un homomorphisme d'annecux différentiels. On appelle Z—l R 1'ennecu
différentiel de fractions de R sur Z . En appelent I- premier chaque idéal

k de R tel que k:s = k pour chaque s € X , on a une application biuni-
voque k -»(Z"'l ®R) h(k) = 1y de l'ensemble des idéoux Z-preniers de R

sur l'ensemble des idéaux de Z"l ® , dont l'application réciprogue est donnée
par a' - h-l(a’) ;s a est différentiel si et seulement si 271 a' 1'est.

2« Polyndnes différentiels.

Soit R un anneau différentiel admettant l'ensemble d'opérateurs de dérivation
A et 1l'ensemble d'opérateurs dérivés © 3 désignons par O 5 wee o, les

éléments de A .

Considérons une famille (ui)ieI d'éléments d'un sur-anneau différentiel &
de R« Le sous-anneau de 8 engendré per les ¢léments de R et tous les déri-
vés Ou, (6e®, ielI) estun sous-anneau différentiel de S, que 1l'on
note m&(ui)iel}.’ Si 1o famille (eui)EEC%ieI
on dit que lo famille (ui)iGI est différentiellerent elgébriquement lide sur

est algébriquement liée sur ®,

R 3 sinon, on dit que (ui)iEI est différentiellement algdbriquement libre sur
R , ou bien que (ui)iel est une famille d'indltermindes différentielles (sur

R ) On voib sens difficulté que, pour chaque ensemble I d'indices, il existe

une femille (yi)4FI d'indétermindes diffirentiellc..

Soit (yi)iEI une famille d'indétermindes différentielles sur R . Les &lé-

ments de ﬁ{(yi)iEI} stappellent polyndmes différentiels en (yi)ieI , & coef=-

ficients dsns R (ou sur ® ). Si (ui) est une famille quelconque 4'élé-

i€l
ments d'un sm-anneau différentiel de R , ayant le méme ensemble d'indices I,

il existe un homomorphisme unique R{(yi)iel} - ﬁ{(uifieI} laissant fixe

chaque élément de R et envoyant y; sur u, pour cheque i €I,
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b

On l'appelle 1l'homomorphisme de substitution de (ui) 3 (yi) s si A e R{QEEEI} ,

on désigne 1l'incge de A por cet homonmorphisme por A((ui)iei) .

3. Rangements. Réduction.

Avec 1o m8me notation que dans le . 2, soil &= 6&y1 g see g yp} 1'ennean

différentiel des polynbmes différentiels sur R en une fomille finie

(yl y eee s yn) d'indéterminées différentielles.

Pour faciliter 1'étude systématique de S, il est commode d'introduire un type
d'ordre sur 1'ensemble dee dérivés @y, (06 €9, 1l <j <n) « Un ordre sur cet
ensemble s'appelle un rangement de (yl g eea yn) si cet ordre est total et

si les deux conditions suivantes sont remplies :
u < & s
u<v = ou<ov ,

pour tous les dérivés u et v et chaque O € &4 On voit scns peine qu'un
rangenent est toujours un bon ordre, c'est-d-dire un ordre par rapport asuquel
ltensemble des dérivés eyj est bien ordonné. Si u <v on dit 2lors que u

LN

est de rang inférieur & v , etc. Un rengerment s'appelle séquenticl si son ensenble

‘ordonné est isomorphe & l'ensemble ordomnc N des entiers noturels, c'est-d-dire
si, pour chaque dérivé v , le nombre de dérivés u avec u <v est fini. Por
exemple, on obtient un rengement séquentiel en ordonnant l'enscmble des dérivis
i i, )
&y wee 5 O Vs lexiccographiquement par rapport & (23’.H s dps ey i, i)e
Soit donné un rongement de (g 5 eev yn) .81 AeS et L gR, on appelle

leader de 4 et on note u, le dérivé du plus hout rang figurent dens 4 « On

peut alors derire

d
A=hg+du + v hon® Ly #0 s

ou les Ai sont dons $ et ne contiennent que des dériviés de reng inférieur a
u, 3 on appelle initial de 4 et on note I, le polynbme différentiel Ad . Le
polyntne différentiel aA/6qA =h; ¥ eee ¥ d.Ad ud"l s'eppelle le séparent de A

et se note SA o

On étend la notion de rang comparatif 3 l'ensemble 8 tout entier en convenant
que & <B i '

b, AeR, A£4£0, B£0; ou
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ce A¢g R, BER, etoubien u <uy, oublen uy =up et deguAAédengB.

On n'obtient pas ainsi une relation d'ordre sur & , mais seulement une relation
de pré-ordre, puisqu'on peut avoir A <B et B LA sans L =B . Mais ce pré=-
ordre est bon.

Si Aes, A¢R,alors Oh -8 &u <&y pour chaque e, On voit par
récurrence que, pour chaque 6 € © avec ord® > 0, il existe un Te € & avec
Te < GuA tel que 6A = SA euA - ]Ze « Ce fait nous permettra de démontrer un lemme
pour les polymbmes différentiels un peu analogue (bien que beauvcoup plus compli-

qué) au théoréme de division euclidienne.

Si hes, L¢gR, un élénment B €8 s'appelle réduit par rapport & 4 si
B ne contient auvcun dérivé de u, d'ordre >0 et, de plus, deg, B <deg, L.
b ’ iy 4L

Un ensemble ¢ C § s'appelle autoréduit si & ne contient sucun élément de R
et chaque élément de @ est réduit par rapport & chaque autre ¢lément de O .
Deux éléments distincts d'un ensemble autoréduit ont leurs leaders distincts. On

en conclut que chaque ensemble autoréduit est fini. On dit que B est réduit par

rapport & & , si B est réduit per raprort & chague élément de U .

IEME de réduction. — Soit @ un ensemble autoréduit dans €, et soit B, e $

s St———

(L <1 <=} o I1 existe des entiers naturels s(A) , t(&) (A e @) et des élé-
ments B;fi es (L<igr) tels que

B:.T est rédvit per repport & O ,

s(L) t(4)
m sev 1°V.B, = BX (mod [a])
A.Ed A A 1 L

Si chaque Bi est réduit par rapport & & , le resultat est évident ; sinon,
on procéde (en utilisant le fait signalé ci-dessus) par récurrence sur le plus

grand rang des dérivés v tels que

ou bien v est un dérivé d'ordre > O d'un leader u, avec Aeg et v se

trouve dans un Bi au moins,

ou bien v =u, pour un A g et degV Bi > deguA L pour un 1 au moins.

Remarquons que 1l'on peut définir la notion de rang comparatif sur 1'ensemble des
parties autoréduites de $ « L savoir, si @ et ® sont deux ensembles auto-
réduits dont les éléments (dans 1'ordre des rangs croissants) sont A, , eee Ar
et By , ces Bs , respectivement ; on pose AL @ si
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ou bien, il existe un entier k avec l gk <r et 1l gk s tel que Ai
et Bi soient du mBme rang (1 <1 <k) et Ak soit de rang inférieur a By »

ou bien r >s et Ai et B, sont du méme rang (lgigs) o
On définit ainsi une relation de bon pré~ordrs sur l'ensemble de toutes les

parties autorcdvites de § .

4, Fxtensions séparables et extensions quasi-séparables.

Soit L une extension d'un corps K de caractéristique p « Rappelons que L
est dite séparable sur K si :

ou bien p =0,

oubien p £ O et les corps IP et K sont lindairement disjoints sur KP .
Nous al’ons introduire, pour une extension de corps, une propriété moins forte que
la propriéthé d'8tre séparable.

Appelons x = (xi)ieI une famille d'éléments de L séparablement lide sur K

‘s - - _ _ ) . of !
s'il existe un polyndtme f e K[X] = K[(Xi)ieI] tel que f(x) =0 et -sz(x) £0

pour un indice i au moins, et séparablement libre sur K dans le cas contraire.

Dire que x est séparablement lide sur K équivaut & dire qu'une coordonnée X,
de x est séparablement algébrique sur l'extension du corps K engendrée par les

autres coordonnées.

D'autre part; s’ J est une partie de I telle que la sous-famille (xi)ieJ
soit une base de transcendance de l'extension XK(x) de X, et si I ~J est
fini, alors card(I - J) est independant du choix de J ; nous disons alors que

la famille x est de codimension algébrique finie sur K et que l'entier naturel

card(I - J) est sa codimension algébrique sur K .

Cela dit, on a le critére svivant de sépersbilité d'une extension L du corps
K

pour que L soit séparable sur K, il faut et il suffit que chaque famille d'é~
léments de L qui est séparablement libre sur K soit de codimension algébrique

O sur K (i. e. soit algébriquement libre sur X ).

Nous dirons que L est quasi-séparable sur K si chaque famille d!'éléments de

L qui est séparablement libre sur K est de codimension algébrique finie sur X o

Evidemment, si L est séparable sur K, L est quasi-séparable. On peut démon=
trer que , si L est de type fini (en qualité d'extension du corps X ), alors L

est quasi-séparable sur K .
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Ces notions s'applijuent, naturellement, aux corps differentiels.

Soit & wun corps différerticl de ceractéristicue p ; désignons par C le

corps de ¢nstantes de & . Nous dirons que & cst différentiellement parfait

(resps différentiellement cuasi-parfzit) si chaque sur-corps différentiel de &

est sépareble (resp. quasi-séparable) sur $ .
Si p =0, éviderment § est diffeérentiellement parfait, donc différentielle~
ment guasi-parfait.
Si p#£ 0, on voit aisément que & est différentiellement parfait si et seu-
Icl

lement si C = %° .

Plus difficile & demontroer,mais également vrei, est le critére de quasi-perfec—

tion différentielle. § (& caractérisiigue ;)é 0 ) est différentiellement quasi-

perfait si et seulement si le degré [C : 5] est fini. ‘ous omettrons la démons-

tration.

5. Idéaux séparebles et idéaux quasi-scparebles.

Soit R un enneau commutatif et soit RO un sous-annesu de 1 «

Si p est un idéal premier de R et si f : R » R/p désigne 1'homomorphisme
canonique, le corps de froctions de f(R) est une extension du corps de fractions

de f(Ro) ; nous dirons que p est sépzrable (resp. quasi-séparable) sur Ro

si cette extension est séparable (resp. quosi-sépareble).

Cette notion de séparabllité peut &ire zéneralisée. Remerquons que p est sé-

parable sur RO 81 et ssulement si

ou bien la ceractéristique p de f(RO) est O,

oubien p#£0, et £(R)P et £(Ry) sont linéairement disjoints sur f(RO)p .
Considérons vn idéal t quelconque de R , et notons ¢ncore f ¢ R - R/f 1'ho-

momorphisme canonique. Fous dirons que t est séparable sur RO si t=R,

s .

ou si t#£R et les deux conditions suivantes sont remplies.

(1) a e Ry, a t, beR, bd t = ab ¢t (de sorte que % NnRy est

un idéal premier de Ry et f(RO) est intégre).

(11) Ou bien le ceractéristique p de f(Ry) est O oubien p#0 et
£(R)P et f(RO) sont linéairement disjoints sur f(Ro)p .

I1 est évident que,si g ¢ R - R' cst un épinorphisme d'anneaux avec
ker g ¢ £, alors t cst un idéal de R séparable sur R, (resp. un idéal
premier de R quasi-séparable sur RO ) si et seulement si g(%t) est un idéal
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de R' séparable sur g(Ro) (respe un idéal premier de R' quasi-séparable
sur g(RO) )e

6. Systémes conservatifs.

Soit R un anneau.

Considérons un ensemble € d'idésux de R tel que les trois conditions sui-

vantes soient satisfaites.

(i) L'intersection d'un enscmble quelconque d'éléments de € est elle-nfme un

élément de €.

(i1) Ia réunion d'un ensemble non vide d'éléments de € qui sst totalement

ordonné (par inclusion) est toujoursun élément de T .
(1ii) Si ¢e € ¢4 seR, alors c:s¥e @ {od cis” =U(c :Sn)).

Nous appellerons un tel ensemble € un systéme conservatif de R
pp 5

Exemples.
1° L'ensemble de tous les idéaux de P .
2° L'ensemble réduit au seul élément R

3° L'ensemble formé psr R et tous les iddaux de R séparables sur RO et

ayant avec RO une intersection donnée.

4° L'ensemble de tous les idéaux parfaits de R o Un idéal < de R s'apnelle

parfait si
2
(xeR et X €ea) = (x€q) .
5¢ L'ensemble de tous les ideavx différentiels d'un anncau différentiel.

6° L'intersection d'un ensemble non vide quelconque de systémes conservatifs
de R »

Un systéme conmservatif dont tous les éléments sont perfoits (resp. séparebles

sur R, , resp. différentiels) s'appellera psrfeit (resp. séparable sur R, , resp.
différentiel).

Soit F ¢ € - (€ wune cpplication de € dans un systéme conservatif d'un

anneau R' , et supposons que F( N ¢) = N F(c) pour tous les ensembles
ceM ceM .
McC . Alors F ost une application croissante
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acb=» F(C() CF(b) .
Si, de plus,

F(U ¢ = U F(c)
ceT cel
pour chaque ensemble T € € totalement ordenné, et si, pour cheque c¢ e € et
chaque s' € R' , il existe un Co € C tel que Flc) s'” = F(co) y &lors on

dit que F est une application conservative, ou un homomorphisme, de € dans C'.

-l o
Si F est un homomorphisme bijectif, alors F est un homomorphisme de C!

dens C ; on dit alors que F est un isomorphisme. On peut voir, dans le cas gé-

néral, que l'image F(C) est un systéme conservatif.

Exemples.

1° Soit RO
conservative. Désignons 1l'imege (sysbéme conservatif de RO ) par C[RO .

un sous-ameau de R . L'application ¢ - ¢ n Ry (c € ©) est

2° Spoit £ : R - R' un épimorphisme. L'ensemble de tous les ¢ € C avec
¢ > ker f est un systéme conservatif de R, et ¢ - f(c) en est un isomorphisme
sur un systéme conservatif de R' , que nous notons f£(C) . Quend f est 1'homo-

morphisme canonique R - R/t nous désignons f£(C) par G/t .

3% Soit 2 une partie non vide multiplicafive de R o L'ensemble de tous les
N . -l
c €€ qui sont Z-premiers est un systéme conservatif de R, et ¢ -5 £ C en

. . . . -l -1
est un isomorphisme surun systéme conservatif de %~ R que nous notons ¥ C .,

Une application conservative F : € 5 C' s'appelle parfaite si F(c) est
parfait chaque fois que ¢ 1lfest. Les applications conservatives des exemples
ci-dessus sont parfaites, et (dans les deux derniers exemples) leurs inverses

également.

Soit € un systéme conservatif de R . Si £ est une partie de R , on note
(z)c 1'intersection de tous les éléments de C contenant I , c'est=a-dire le
plus petit élément de € qui contient £ .81 c¢eC, c¢= ()5, et £ est
finie, on dit que I est une C-base de ¢ .

Pour un £ quelconque, on appelle C~composant de Z chaque élément minimal
de l'ensemble des dléments de € qui sont premiers et qui contiennent £ . Chaque

élément premief de € qui contient £ contient un C-composant de X .

IEME 1. - 81 & € (5) , il existe alors une partie finie ¢ de X avec
ae(@)q.
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Démonstration par récurrence sur card(Z) .

IEMME 2. - Soit T un systéme conservatif parfait de R j; soient % et T des

parties de R . Llors

(zT)@ = (z)g n (T)(z .

(ZT)Q:Z= n (ZT)\q‘:S: N (ZT) 3300
se - g€ C

est un élément de € contenant T , donc contenant (TXS 5 il en résulte que
(ZTyc : (T)@ est un élément de C contenant £ , donc contenant (le s ainsi
(Z)G (T%:c: (ZT%E . Puisque 1'idéel (ZT)G ast parfait, le résultet en découles

COROLIAIRE. - Si ¢ est un systeme conservatif parfait, alors chaque élément de

¢ est l'intersection de ses G-composants.

Soit ¢ €@ . 5% x¢ ¢, il existe un élément de C contenant ¢ meis ne con-
tenant pas x , donc il existe un tel ¢lément maximal m_ ;5 en utilisant le lemme
2, on voit que m est premier, donc que m contient un C-composant Py de

¢ o Evidemment N Py =P e
x¢c

7. Systémes conservatifs rittiens.

Pour un systeéme conservatif T les deux conditions suivantes sont équivalentes.
(i) Chaque élément posséde une C-base.

(ii) Chaque partie non vide de € posséde un élément maximal, Si € satisfait

ces conditions, et si, de plus, C est parfait, on dit que C€ est rittien.

Pour les systémes conservatifs rittiens, le corollaire ci-dessus peut &tre beau=

4 (3 I 4
coup précisé.

THEOREME 1. - S5i @ est un systeme conservatif rittien, chaque ¢ e € est 1l'in-

tersection din ensemble fini d'idéaux premiers dans T dont aucun ne contient un

autre ; cet ensemble fini est unique, étant 1l'ensemble de tous les composants de

C o

L'existence se démontre par récurrence sur ¢ (en munissant € de 1'ordre op-

posé & 1'inclusion). L'unicité ne présente aucune difficulté.

PROPOSITION 1. - Soit € un systéme conservatif rittien.

2« Chaque systéme conservatif contemu dans € est rittien.

be Chague image d'un Lomomorphisme parfait de € est rittien.
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(a) est évident. Quant & (b), remerquons que, si (c:!L) ess est une suite stric-
tement croissante dans F(C) , et 51 1'on note ¢y 1'intersection de tous les
cel avee F(¢) = c:!L , 2lors (ci) est une suite strictement croissante

dans C .

IEME 3. =~ Si le systéme conservotif parfait € de R n'est pas rittien, l'en-

g@emble des éléments de T qui ne possédent pas une C-base 2 un élément maximale

Un tel élément maximal est toujours premier.

L'existence d'un élément maximal résulte du lemme de Zorn ; que cet élément soit
premier est une conséquence du lemme 2.

PROPOSITION 2. - Soient R, et R, deux sous-anmeaux de R, R; étant un

sur-anneau de Ro de type fini, et soit € un systéme conservatif parfait de R.

81 C|R, est rittien alors C|R, est rittien.

On peut supposer que R, = Ro[v], v étant un élément de R o Supposons la pro-
position fausse. Il existe alors (lemme 3) dans 1'ensemble des &éléments de ¢|R1
sans (flRl-base un élément maximel m , et m est premier. C|R; étant rittien,

mn Ry aune € IRO-base ¥ 5 ¢videmment

dtol

m # (m n RO)GIR]_

et il existe donc un polyndme f = ag ) GO a € RO[X] avec f(v) em et
fv) d (mn RO)QZIR  En choisissent n aussi petit que possible, on 2 n >0 et
2q dm. A cause dé la maximelité de m , (ao , m)GZlRl a une G]Rl-base et (lemme
1) méme une (ElRl—base de la forme {ao} v¥, avec ¥, cm. '

Or, pour chague we m , on peut écrire w=g(v) , o ge RO[X] ; en divisant

g par £, ona alégzqf+r evee deg r < n , donc
: \ _
r(v) € (mn RO)'QZIRl = (Wl)glRl ’

d'ol

k
ay W e (£&) , Wl)(ﬂRl .

aom c (f(‘V) ’ q}l)GlRl *
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d'ol (voir le lemme 2)
m=mn (ao ’ m)qul =mn (aO , WZ)GIR]_ = (ao m o, @'Z)E‘Rl: (f('V) s ‘i’i ’@.Z)Q:IR]' ’
et ceci contredit le fait que m n'a pas une @]Rl-base.,

8. Un lemme.

Soit & =@f Yy o5 ove s yn} 1lfanneau différentiel des polyndmes différentiels

en une famille finie d'indétermindes différenticlles sur l'anneau différentiel R »

IEMME 4o - Soit p un idéal différentiel premier de §, quasi-séparable sur Rj
soit donné un rangement séquenticl de (yl g rev yn) s soit % une partie auto=
réduite de p telle que S, ¢ p pour chague s € ¥ , de rang minimal. Notons V
qui ne sont dérivés d'ordre > 0 d'sucun leader

1l'ensemble dcs dérivés des Vi
u, avec L e . I1 existe 2lors unc partie finie Y de V. telle que chaque
élément de p gqui est réduit per rapport & U est dans 1'idéal (p n R[Y]) de

S o

Soit W 1l'ensemble des éléments w e V tels que sculement un nombre fini des
dérivés de w soient dans V . On voit que, si v €V =W , alors il existe un
opérateur de dérivation & tel que &v € V - W . On peut démontrer que 1'ensemble

W est fini.

Remarquons ensuite que, si un élément P € p cst réduit par rapport & U et
PR, alors S_e p; c'est une conséquence de la minimalité du reng de % . Or,
si Pepn RIV - W] » @lors P est réduit par rapport & % . En utilisant le fait
que le rangement est séquentiel, et le lemme de réduction (§ 3), on peut démontrer

alors que, pour chaque P e p n®[V =~ W],

OP/ov & p (veV W R

Notons f ¢ s o s/p 1'homomorphisme cenonigmes Ce que nous venons de dire
montre que, si T est uve partie de V - W , alors la famille (f(v)‘)VET est
séparablement libre sur f(R) (c'est-a~dire, sur le corps de fractions de £(R) )o

Supposons le lemme faux. Notons Vi 1'ensemble des éléments de V d'ordre < i,
et posons q; = card(Vi) 3 on voit alors que, pour chaque i e N, il existe un
entier 1'> i tel que pn (R[Vi,] contienne un élément qui n'est pas dans
(pn m[Vi]) o Cela entraine que le degré de transcendance de f((R[Vi,]) sur
f((R[Vi]) est <qy, = q; « En posant
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1 =1

(0) _ . , i("*]') = i(v)' (v eN) )

on voit que le degré de transcendance de f((R[Vi(h)]) sur f(R) est

£q, + 2 (q 7y = Q ~,—1)=q - h .
17 oo GO T L) L (8)
Donec, pour chaque i , il existe un i¥*>1 tel que le degré de transcendance de

f(oz[vi*]) sur f(R) soit <qi* - g
Choisissons i(0) € N assez grand pour que W c vi(O) , et posons

ive 1) =1 (veD) .

Le degré de transcendance de f(R[Vi(v+l)]) sur - £(R) est < A (1) ~ Y (v) ?

done la famille (f(v)) vV est algébriquement lide sur f(R) .

. bd v.
i(v+l) i(v)
Cela étant ainsi pour chaque Vv , on voit, en posant

vi=U (v

) =V =V, V-W

1v+l) " Vi(w

que la famille (f(v)) veyr ©st de codimension algébrique infinie sur f£(R) .
Mais cette famille est séparsblement libre sur f(R) « Donc p n'est pas quasi-
séparable sur R .

9« Le théoréme de la base.

THEOREME 2. - Solent R un amnneau différentiel, 8 un sur-anneau différeuntid

de R de type fini, et € un systéme oonservetif parfait différenticl de $ .

Si T|R est rittien et i chaque élément premier de € est quesi=-séparable sur

R ,alors € est rittien.

Il existe un R-épimorphisme d'un anneau différertiel de polyn®mes différentiels
R{y; » ee+ , ¥} sur §; on peut donc supposer qua méme § = R{'yl.,. y see yn} .
Supposons le théoréme faux. Llors (lemme 3) il existe dans l'ensemble des éléments
de € sans (C=-base, un élément maximal p , et p est premier. En adoptant la
notation du lemme 4 de la proposition 2, on voit qu'il existe une partie finie V¥
de p nR[Y] telle que

P 0 8[Y] = Mg ary] ;

dtou

(p &) € @y .
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Si Be p, alors (lemme de réduction) on peut écrirs

1 sf(l*) f(ﬂ) = B*  (mod[2]) ,
hel
ot B* est réduit par ropport & % . En posent H = ] Sy I, , on en conclut que
Al

D'autrc part, on voit sans peine que I, ¢ p (A € ¥) , de sorte que H¢ p ;
donc (H , P)@ a une C-base, et méme (lemme 1) une C-base de lo forme {H}u &,

oi & C p o Done, grce su lemme 2,
p=po(H,Pg=pn(E,d)g=(H, d;==", ¥, ) )

de sorte que 4 U YU & cst une C-base de D «
Un anneau différentiel, dans lequel l'ensemble dec tous les idéavx différentiels

parfaits est un systeme conservatif ritticn, s'appelle rittien.

COROLLLIRE 1. - L'snmecu de polynBmes différenticls ®{y, , .. , v est

rittien si et seulemcnt si R cst rittien et, pour chaque idéal différentiel pre-

micr p, de R , le corps différenticl de fractions de R/bo cst différentielle-

ment quasi-parfeit.

Le seul point qui n'est pas conséquence du théordme est le fait cue si
R{y| 5 ooe s Y,} est rittien et si py est un idéal différentiel premier de R ,
alors le corps différentiel de fractions de R/po (corps que nous notons 5 ) est
différentiellement quasi-parfait. Or, on voit aisément que si R{yl 2 eve 9 Yy }
est rittien, alors (R/po) {y; 5 eev Y.} est rittien, done ${y; , «vo , ¥}
aussis. S1 & n'ételt pas différentiellement quasi-parfait, il y aurait (v01r
critére de quasi-perfection différentielle) une suite infinie (Y ) de constantes
dens 8§ telle que vy, # 5 (yy , v s +++ 5 Y3.1) pour chaque i ; les idaux
Py = (JP"YO ’ ((53’1) =Y s e, (6 Y]_)p" Y) de “{3’1 3 see 3’} seraient
différentiels et premiers (a fortiori parfaits), et formeresient une sulte infinie

strictement croissante ; donc d{yl y see yh} ne seralit pas rittien.

COROLLETRE 2. - Si ¥ cst un corps différentiel, 1l'anncau de polynbmes diffé-

rentiels S{yl s see yh} est rittien si et soculement si § cst différentielle=-

ment quasi-parfait.

COROLL:IRE 3+ - Si § estuncorps différentiel, le systime conservetif de tous

les idéaux différentiels perfaits de 3y, , ouo , v,} qui sont séparcbles sur &




T=l5
est rititien.

Ce dernier corollaire est le théoremc de Seidenberg.
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