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Séminaire DUBREIL-PISOT 5-01
(Algébre et Théorie des nombres)
l4e année, 1960/61, n® 5 12 décembre 1960

CATEGORISATION DE LA NOTION DE STRUCTURES ET DE STRUCTURES LOCAIES
CHEZ N. BOURBAKI LT C, EHRESMANN, I.

par Jacques RIGUET

La parution en 1945 du mémoire de S. EIIENBERG et MACIANE intitulé "general
theory of natural equivalences® marquera sans doute dans 1l'histoire des mathé-
matiques modernes un moment important. Grice & ce mémoire, en effet, les notions
de catégorie et de foncteurs, introduites d‘abord pour rendre compte de la "natu=
ralité" de constructions d'objets mathématiques & partir de certains autres et
de phénomeénes de dualité, allaient apparaitre comme susceptibles d'8tre appli-
quées & toutes les branches des mathématiques. De méme que l'epparition de la
théorie des ensembles de Cantor pouvait &tre caractérisée essentiellement comme
1l'apparition d'un langage nouveau, demandant sans doute un effort d'abstraction
plus grand, mais permettant l'apparition d'une mathématique "ensemblisée!, et pour
la premiére fois rigoureuse, de méme ‘apparition de la théorie de catégories
peut &tre, elle aussi, caractérisée essentiellement comme fournissant un langage
nouveau s'éloignant parfois notablement de 1'intuition premiére, mais récompen=
sant tres largement les efforts exigés par la "catégorisation" des notions an-
ciennes en permettant une expression épousant dans les moindres déteils, avec
toute la rigueur et la généralité voulues, les grandes constructions de 1l'algébre

et de la topologie moderne.

Les insuffisances du langage ensembliste, et la supériorité du langage des
catégories, deviennent manifestes lorsqu'aprés la lecture des structures fonda~
mentales de Nicolas BOURBAKI on cherche & faire entrer; dans ce cadre, des struc-
tures locales comme la structure de variété différentiable par exemple. On est
alors condvit & M"catégoriser" la notion d'espice de structure définie par N.
BOURBAKI, puis & définir, en termes de catégorie, comme 1'a fait C, EHRESMANN,
la notion de structure locale, obtenant ainsi une notion d'espéce de structure
assez générale pour englober toutes les structures mathématiques actuellement

connuese.



1., Notion de catégorie.

Définition. - Un graphe orienté I = (S, F, G) est constitué s

- par deux ensembles S =ob ', F =f1T qu'on appelle respectivement ensemble

des somets de ' ou encore ensemble des objets de I' , et ensemble des arétes

de I' ou encore ensemble des fléches de T ;

-~ par une relation binaire G C S x 8 x F qui, & un couple de sommets
(A, B)e S, associe par coupe un sous-enserble G(A , B) = ;A,B qui sera dit
ensemble des fléches de I d'origine & et d'extrémité B (ou encore de source
A etde_’t_all_‘E B ).

I1 serait équivalent de définir I' & partir des deux ensembles S et F et
de deux applications o et P de F dans S : a savoir 1l'application o qui,
4 une fleche f , fait correspondre le sommet a(f) constituant 1l'origine de x
et 1'application § qui, & la fléche f , fait correspondre le sommet ﬁ(f)

constituent l'extrénité de x .

G est alors donné en fonction de a et B par

G(h , B) = ot A) n ;3"1 (B) .

Réciproquement a ot f sont donnés en fonction de G par

a(f) =A 2 re (A} x S)

B(f) =B € re G(S x {B)) .

(Cette définition d'un graphe oricnté, 2 partir de deux applications a et B,
généralise légérement la définition des "Streckenkomplexe" donnée par REIDEMEISTER
[]‘3]: De 98.)

Définition. - Etant donné un graphe T , on appelle graphe dual de I' , et on

note I~ 1le graphe ayant méme ensemble de sommets et méme ensemble de fléches
et tel que

%% , B) =G(B , A) .
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La notion classique de graphe qu e naus venons de définir peut se généraliser
en considérant des "graphes" & dont les sommets et les arétes constituent, non
plus nécessairement des ensembles, meis des classes ob & , f1 § , chaque couple
de sommets L , B € ob § définissant un ensemble d'arétes SA,B o Dans ce qui
suit, nous désignerons per graphes ces "graphes généralisés" réservant la dénomi-

nation de graphe ensembliste aux graphes classiques.

La notion de catégorie généralise & la fois la notion de graphe et la notion
de demi-groupe. Une catégorie est en effet un grophe sur les fléches duquel on
s'est donné une opération associative définie nour les couples de fléches consé-
cutives et admettant des éléments neutres & droite et & gauche., Ainsi une femille
de demi-groupes & éléments neutres est une catégorie dont le graphe (ensembliste 1)
est constitué uniquement de fléches singulidres (c'est-a~-dire de fléches dont la

source est identique au but).

Définition. - Une catégorie C= (ob C, f1 C, T, t) est constitude

- par deux classes ob C et f1 C qu'on sppelle respectivement classe des ob-

jets de C et classe des fléches (ou des jections) de C ;

- par une "relation" qui, & un couple d'objets (L , B) , fait correspondre
un ensemble qu'on désignera souvent par Cp ,B et qui sera dit ensemble des
fleches de € de source L et de but B (ou ce qui revient au méme par deux
"applications" a et B qui, & une fleche f , font correspondre respectivement
sa source o(f) et son but B(f) )

- par une opération T qui, 3 toutcouple de fleches f € G, g 8€ G% o tel
-1..‘.,

que la source de g soit identique au but de £ , fait correspondre une fleche
g Tf qu'on notera le plus souvent simplement gf € QA ,C de méme source que f
et de m8me but que g , et qui n'est définie que dans ce cas. On exige que cette

opération soit associative, c’est-d-dire soit telle que
fec, B E°€ Gé’c h e CC,D — h(gf) = (hg)f 3

- par une "application" (¢ qui, & tout objet A € ob G, fait correspondre
une fléche neutre y € Gy A ayant sa source et son but identiquesd A o On
exige de cette fléche d’étre élément neutre & droite (resps. & gauche) pour les

fléches ayant A corme source (resp. comme but) 3 c'est-a-dire telle que
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fecC — L f:fLA:f

4,B B
B g G
= 7
£ h LA LB
= O O
A L f \
(ng)f = h(gf) L tpf=ft, =f B

Il est facile de voir que les ¢, constituent les seuls éléments neutres a

gauche (et aussi les seuls éléments neutres 3 droite).

On remarquera que C étant une catégorie, le graphe de C n'est pas quel-
~ nque : il est obligatolrement réflexif et transitif (dans un sens évident a

préciser) .

H
Définition. = Etant donnée une catégorie C , on appelle catégorie duale de

C , et on note c® , la catégorie ayant mémes objets et mémes fléches que C ,

telle que CO =C

LB et munie de la multiplication duale ¥ définie par
ot

B ,.A

f»g=¢gf .

(On vérifie en effet immédiatement que 1'on obtient bien ainsi une catégoriee)
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2« Eléments simplifiables et inverdibles.

Définition. = Soit C wume catégorie et soit & la classe des éléments neutres
(ctest-a-dire la classe des W lorsque % parcourt la classe des objets de
).

f une fléche de C est dite :

"simplifiable & gauche" lorsque fg; =fg, »g =g ,
"simplifiable & droite" lorsque g; f =g, f-g =8,
"simplifiable" si elle est & la fois simplifiable & gauche et a droite.

La fléche g est dite
Minverse & goauche de £ " si gf e &,

"inverse & droite de f " si fg ed ,
"inverse de f " si elle est 3 la fois inverse & gauche et & droite de f .

On voit facilement que dans ce dernier cas elle est unique et on la désigne

alors par et

On voit facilement que

2 . . . -1 -l -1
f et g inversibles et gf défimi - gf inverwible et (gf)™ =£ g .

<

On démontre aussi que :

£ invertible & gauche (& droitd - £ simplifiable & gauche (& droite),

gf simplifiable dgouche - f simplifiable & gauche,
gf simplifiable adroite - g simplifiable & droitee

Définition. - Une catégorie C , dont tous les éléments sont invertibles, est
appelée un groupoide. Il est facile de voir que si L est un objet du grou=-

poide C, 6!& A est un groupe.
b4

3. Sous=catégories, sous-groupoides.

Définitionss = Soit C=(ob C, f1 C, T, t) une catégorie et soit & une
classe de fléches de C .

On dire que & est stable pour T lorsgne

f,ged, g7vf définl -gT17fe $ .
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On appellera alors opération induite par T ar §, et on déaignera par Tg

1l'opération sur 3 obtenue en posant g Tz f=g7f.

On dira qu'une catégorie €' = (ob C' , f1L C' , 7', (') est une sous-catégorie

de € lorsque :
b Ob C, C Ob C s

-~ fl1 C' est stable pour v, et 7' est identique & la restriction de T 2
£f1 6

!
- yeflc, heobCoaleobC (s¢l=¢ ().
S1i C' est une sous-catégorie de €, on a évidemment V LA , B e ob C'

CA B € GT B ¢e gui exprime que le graphe de €' est un sous-graphe du graphe
’ *y
de G o

Une sous-catégorie ® de la catégorie C est dite pleine lorsque le graphe
de ® est un sous-graphe plein du graphe de C, c'est-d-dire lorsque

A, Beobﬁg*@ﬁl’quﬂ;’B ]

Une sous-catégorie pleine est donc entidrement définic par scs objetse

Etant donnée une catégorie € , unc sous~catégorie ® cst appelée sous=-grou-
—1
poide de C lorsque f € ® - f invertible dans C et £ € 0 »

On rcemarquera que si @ cst une sous-catégoric de C sans 8tre un sous—grou-
pofde de C, fe€ f1 ® peut 8tre invertible dans C sans 1'8trc dans 0 »

I1 est facile de montrer que, dans une catégorie C, les éléments simpli=-
fiables & gauche (& droite), les éléments invertibles & gauche (4 droite) forment
des sous-catégories que 1l'on notera sing C, sind C, ing C, ind C, que les
éléments invertibles forment un sous-groupoide in C . Les éléments neutres
forment un sous-groupoide id C de in C.

On a ainsi le diagramme d'inclusion

1 N
(") En effet ty est fleche neutre dans €' , done (f =.f T'iy o Mals ¢y
est fléche neutre dans C . Done (! = (f Tty « Mais T' étent la restriction
de T et ¢ étant fléchede C' ona ¢! Tt =t 7' L .
A Ik i iy A
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(/f““\\\ - N
id ¢ - >'>:'Ln6/ sin C C

S

S

AN

Par définition

sin € = sing C n sind C
in € =ing C Nind C

On montre facilement que

inC==sing C Nnind C =sind C ning C

o

4. Catégories quotient par une équivalence forte.

Soit C=(ob C, f1 C, T, () une catégorie, et soit R une classe de
couple de fléches de C .

On dit que R est une relation de congruence forte (2) de € lorsque R fait

(2) C'est ce que He CARTAN et S. EILENBERG considérent dens [3] sous le nom de
relation de congruence.
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correspondre & tout couple d'objets A , B de C une relation d'équivalence

1
‘RA,B sur l'ensemble GA,B telle que

(£, 8 e ® 5

Considérons €' = (ob G , £1 C' , T , (') définie par les conditions sui-

vantes

- ob & =ob C,
°sB
-Si A, Beob C on pose q =g
’ A,B
- T!' est l'opération quotient de 1l'opération T par 1'équivalence R qui au

couple de fléches f!' e C}

A,B g! e C! fait correspondre la fléche g' T !

B,C
définie par 1'égalité

R0 (8) T By 5 () = Ry gilg 7 ) ,

- ' est l'application de ob C' dans f1 C' gui, & Aeob C s fait corres~
pondre la fléche de C' ¢} définie par (f = (RA’A(LA) .

On montre alors que C! est une catégorie qu'on appellera catégorie quotient

de C pour la congruence forte R et qu'on notera ®/C .,
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5. Catégories quotient.

Nous allons meintenant généraliser les notions précédentes.

Soit C=(ob C, fLC, T, &) une catégorie et soit R= (Ry , R ) ob

Rob est une relation binaire sur ob C et ol Rfl est une "relation"

(Rflc:(ob Cx ob Cx ob Cx ob€) x (f1 C x f1 C)

qui, & tout quadruple (A , B, A' , B') d'objets de C tel que

) '
(A,A)E(RO

?
L et (B,B)eﬁob ,

fait correspondre par coupe une relation binaire que 1'on notera

RA’B’A"B‘ A,B A,B

telle que

- (RA,B,A,B- > Aq (en d'avtres termes f € G

A,B 2 (s B e gl
3

1
- = 1 T !
R JB,At, B! RA',B',A,B (en d'autres termes (f , f') e RA,BA’B'

-> (f' ’ f) € ‘RAB’A'B‘ ),

A',B',A",B" (RA,B,A',B' C (RA,B,A."’B" (en dtautres termes

(£, f")e RABA'B' et (f', f") e RA',B',A",B" > (£, te RA,B,A",B" )s

- 1
(£, £1) e ®y par g b (£, € Ry g pigr » (£, ) € Ry 610 g1



A, f  >p 8  >c<—=8l A
h ) ; 1
] ] {
R
sevsr 4 Teepror | Raoarer |
. z |
Ar ) £ opr 8  scic— 8% !.A'
i ‘ i
1 |
Rargrangn 1 Sigrgnon | Fegrangn i
! ’ ! |
an ! £ opn AN VD 3. An
R : ;
ABANRBN : RBCBnC " ‘ (RAC ANCn ;
!
! | o !
A L f >3 € sc<—8 i

On dira dans ces conditions que R est une relation de congruence sur C .

On dira que R conserve les sonmets lorsque (Rob :Aob c*
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Soit R ume rolation de congruence sur C= (ob C, f1 C, T, ¢) «

Considérons ¢ = (ob € , f1 €' , T , (') définie pour les conditions

suivantes :
ob
-2i A' , B*€o0b C,

(a' CA"BI . C %{
p = ou =
A B At,Bt T xeA' ,X

¥E3!

et ol (RA',B' est 1l'équivalence sur G, B! définie par

R p

,B XZEA,‘RXYZT ,

Y TEBl

- T est l'opération quotient de 1'opération T par 1l'équivalence R® qui,
au couple de fléches f' € Cf, ,B1 2 g' e Gy Gt 2 fait correspondre la fléche
g ¢ ' e 4, Gt définie par l’egallte

2

(RB‘,C'(g) T %;',B’(f) =(RA.',C'(g T f) 9

si fe GXY et ge G, . sont des fléches de ©C (b Xe A', ¥ ,2€e B,
?
Te Gt) telles que f! —RA,SB,(f) et g! =01B,,C,(g) R

At e ob C' , fait

juld

- L' esgt ltapplication de ob C' dans fl G qui,
correspondre la fléche de C' : (f, définie par

the = &, A,( ) si Ae€obC tel que A' = (Rob(l&) .

On montre alors que G!' est une catégorie cu'on appellera catégorie quotient de

€ par la congruence ® et qu'on notera &/C .
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6+ Trois exemples fondamentaux.

™

ler exemple. — Soient E un ensemble et Q C E x & une relation de préordre

entre éléments de E . On appellera catégorie associée au préordre O , et on

désignera par Q la catégorie telle que
-~ bQ=E,
- f10=0,
- EA,B ={(&, B)} si A et B sont deux éléments de E tels que A,BeQ
- la multiplication est définie par £ = (A, B) , g = (B,C)-gt=@,0),
-~ 4 = (a,d).

Si on désigne par A le préordre particulier constitué par lo diagonale de

E , le sous-groupoide des éléments neutres de T est identique a A e

’ . "1 e 7 N - I y "‘1 .
La catégorie Q n Q associde & la relation d'équivalence Q n Q constitue

—

le sous-groupofde des déments invertibles de Q .

2e exemple. =~ On désignera par Ens la catégorie des ensembles, c'est-d-dire
la catégorie telle que

~ ob Ens est la classe de tous les ensembles,

- Ensy ,B = ensemble des appllcatlons de l'ensemble A dans 1l'ensemble B
c eSu—a—dl e ensemble des triples (A , £, B) ob Zc A x B estune relation
fonctionnelle (autrement dit une relation telle que VY xe b, I(x) est
réduit & 1 é1ément),

~ la multiplication est définie par
f=(@A,%,B), g=(8,3 ,0) »gf=(A,sox,C)

ot o désigne la composition des relations binaires,
- ¢ =1, application identique de A sur L (ctest-a-dire (& , 4, , &) ).
Une application est dite injective ou injection, si elle est de la forme

A, Z,F) ot I estune relation biunivoque.

Une application est dite surjective ou surjection, si elle est de la forme
A,=,F) ot ZA)=F.
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Une application est dite bijective ou hbijection, si elle est & la fois injective
et surjective.

On démontre qu'étant donnée la fléche f de la catégorie Fns @
f est simplifiable & gauche & £ invertible & gauche 2 f application injective
f est simplifiable & droite 2 invertible a droite & f application surjective

£ est sirplifiable 2 f invertible £f application bijective

Les injections (resp. les surjections) constituent donc une sous~catégorie de
Ens que 1l'on notera inj Ens (resp. srj Bns ). Les bijections constituent un

sous—groupoide de Ens que 1'on notera bij Ens « On a evidemment

bij Ens = inj Ens n &.j Ens .

Bien que le produit de deux applications constantes soit une application cons-
tante, les applications constantes ne forment pas une sous~catégorie de Ens ,
puisque 1l'application identique n'est pas constante en genérals. Rappelons que si
A ot B sont deux ensembles telsque A goit un sous-ensemble de B , on appelle

injection canonique de A dans B 1'application

=(A’AA.’B) ¢

On a évidemment iA,A =1l ,etsl AcBcC,

In,c a3 =la,c .

Ceci prouve que les injections identiques forment une sous-catégorie de la caté-

gorie Ens que 1l'on désignera par injss Ens .

Rappelons par ailleurs que si f = (A , £, B) est une application de A
dans B, la coupe Z(A) de T par A se désigne par im £ et s'appelle
1'image de f .

La surjection (A , £, im £) se dénote f et on voit immédiatement que toute
application £ de A dans B se factorise de meniére unique en produit do

1'injection canonique de im f dans B par la surjection f
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im f
—»7
=1, ; = L
~imf,B * ~inf,B
£ N
A > B

Soient X un sous-ensemble de A et f wune application de & dans B .

On appelle restriction de f & X , et on note fl A 1tapplication de X

dans B :

fly = fuly

.];X,A
Soit R une relation d'équivalence sur un ensemble A o On appelle surjection
canonique associée & R 1'application jp de L dans %- qui, 3 xeh , fait

correspondre sa classe jR(x) = R(x) .

Etant donnée une application £ de L dans B, on dit que f est compatible

avec R lorsque f est constante sur les classes de R . Dans ce cas, on peut

, . . £
alors définir le quotient de f par R comme étant 1l'application T de %

dans B qui, & ja classe R(x) , fait correspondre £(x) %(R(x)) = £(x) .
On voit immédiatement qu'étant donnée une relation d'équivalence R sur A
compatible avec l'spplication £ de A dans B, f se factorise de maniére
unique en le produit du quotient de f par R par la surjection canonique

associde & R

N =
v

L o=




515
. . -l
En particulier si on considére 1'éguivalence R = f

f , elle est évidemment
toujours compatible avec f « On appelle co-image de f l'ensenble -;i%~; .
L'injection —3— se dénote T
f 7
On voit immédiatement que toute application f de L dans B se factorise
de maniére unique en produit de la surjection canonique de A sur coim f par
1'injection £ .

On a

imf=imf=dm T

coim f
Y
f /////

. —_ . j - *
coim f = coim T £ lf T
coimf:-{\'- /

A A - > B

—

f est une bijection (dite canonique)

de coimf sur imf .

coim f

Ainsi donc toute application f de 4

dans B se factorise en produit de
la gurjection canonique de A sur coim f par la bijection canonique de coim f

sur im f par 1l'injection canonique de im £ dans B :
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A iy S B
7l
£ =1 3
~imf,B -1 j L,
;5
P B

Plus généralement considérons une relation d'équivalence R sur A , une rela-

tion d'équivalence S sur B et une application f de A dans B .

On dit que f est compatible avec (R, 8) 1lorsque jS f est compatible avec

R . Dans ce cas on peut alors définir le quotleut de f par (R, S) comme
£ A

etant 1tapplication "(E—,—S')' de T dans ”S' qui, & la classe R(x) , fait

correspondre la classe Sf(x)

TR7§’ST (R(x)) = S£(x) \

On voit immédiatement que l'on a :

A f B
>
PRI S .
S ® ) 5) R IR Js
R f s

On montre facilement que si A , B, C sont des ensembles, sur lesquels sont
donndes respectivement les trois équivaelences R , S , T, f une application
de A dans B compatible avec (R, S) , et g une application de B dans
C compatible avec (S, T) , alors gf est compatible avec (R, T) et
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gf __ 8 £

S3i f est une application de A dans B, R une équivalence sur A et

S une équivalence sur B, ona

f compatible avee R «— f compatible avec (R, A)

L, £ compatible avec (R , S)

— Jjg £ compatible avec ®, 9

£
f =3
F, 5 ='W TrTs

¢

. . . £ . .
f compatible avec (R, S et £ surjective - surjective
. D ( » ) J }-r—’—g J

. . f
f compatible avee (R , S et £ Dbijective = bijective
mp ® 5 ) j ;5 bi

f.-l

wl.
ot () TR

injss Ens
/ N
id Ens bij Ens \ Ens

NS

SI'J Ens
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3e exemple. = On désignera par Top la catégorie des espaces topologiques,
clest-d-dire la catégorie telle que
~ ob Top est la classe de tous les espaces topologiques clest-a~dire de tous

les couples (& , @) ou @ e B(B(A)) tel que

10 g,ned

R0 I,Yed-sXnYed ’

3° xcds U XxXeda ,
XeX

- Top est l'ensemble de tous les triples (d, £, 8) ou f est
=L(a,®,(8,8)
une application contimue de l'espace (A , @) dans l'espace (B , B) , c'est-
d-dire l'ensemble de toutes les applications f de A dans B telles que
V Ye 8, f‘l(x)ea,
~ la mltiplication est définie par (8, g , O(&, £, 8) = (4, gf , ©) ,
@, =0, 5,9

Le groupolde des éléments invertibles de Top est évidemment constitué par

tous les homéomorphismes.

Soit (A , @) wun espace topologique. On appellera catégorie des ouverts de 4

et on notera ouv A 1la sous~catégorie de Top définie par les conditions sui-

vantes
-~ ob{ouv A) =4 ,

- (ouv A)U'V = ensemble des applications continues de U dans V , U et
b

V  étant munies des topologies induites,
- la multiplication est la multiplication induite par celle de Top ,

= les fléches identiques sont les applications identiques.

7. Homomorphismes de graphes.

Solent I et I' deux graphes orientés, et soit T = (T , Tfl) un couple
d'applications, Tob faisant correspondre & tout sommet L de I' un sommet
Tob(A) de TI' (quon notera toujours T(A) par abus de langage), Tpq faisant
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correspondre 3 toute aréte £ de I une arlte Tfl(f) de I'* (qu'on notera
toujours T(£) par abus de langage)s

Définition. = On dira que T est un homomorphisme du graphe [ dans le graphe

't ot on écrira T e hom(T' , I'"), lorsque T "respecte l'incidence des ar8tes

avec les sommets', autremant dit lorsque
) q

(T8 < Th@),1(8) .

Si o et P sont les applications faisant correspondre 4 uvne fldche @e T
sa source et son but, et si o , B' sont les applications analogues pour r,

T est un homomorphisme de I' dens A si et seulement si

i = 2 —
a =T o et BT, =T

"l ob ob P ¢

Exemple ¢

. /;s
Y e
AB b 4
A ’

I
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~
-

t

1

' ’ . .
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!

7(8) = T(C) = T(D)
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Cette notion si naturelle d'homomorphisme de graphes se généralise facilement
aux catégories : il suffit évidemment d'exiger que T "conserve la multiplica-
tion et les éléments neutres". Mais il est d'usage de parler de foncteurs plutdt

que d'homomorphismes de catégories.

8_. Foncteurs.

Soient C=(ob C, fL C, T, L) et G =(ob C , £f1C' , T' , ') deux
catégories et T = (’I‘Ob , Tf‘l) un couple d"applications”, T, faisant corres-
pondre & tout objet 4 de C wun objet Tob(A) de CG' (qu'on notera toujours
T(A) par abus de langage), T,y faisant correspondre 3 toute fléche f de €

une fléche Tfl(f) de @' (qu'on notera toujours T(f) par abus de langage).

Définit on. = On dira que T est un foncteur covariant (cu simplement un fonc-

teur) de G vers G' , et on éerira TE hom(C , C!') lorsque
-~ f,geflC, gTf défini - T(g) 7' T(£) définis et T()T' TE) = Tgr )
- N _— .
Ae€eobC- _(LA) Lha)
(Ia premiére condition implique évidemment que T est un homomorphisme de

n N olegted~di (G L) ¢ G °
graphe! c'est-a~dire que ( A,B) T(A),T(B) )

On dira que T est un foncteur contraveriant de C vers C' lorsque
T € hom( CO ;, C') clest-d-dire lorsque T est un foncteur covariant de la catée

gorie duale de C vers C* ,

Un foncteur étant une Mapplication® d'une catégorie dans une autre, on peut
appliquer aux foncteurs la plupsrt des qualificetifs usuels propres aux applica=

tions. C'est ainsi qu'on appelle foncteur identité de la catégorie C sur elle~

méme, et quion désigne par Ie le fomcteur de C dans C qui, & tout objet 4
de €, fait corresnondre T(A) =A et & toute fléche f 1la fléche T(f) =f »

Un foncteur T de la catégorie C dans la catégorie ® sera dit injectif
s8'il est injectif sur les fléches clest-d-dire si £ et f' é&tant deux fléches
de ¢

T(f) = T(£!') » £ = £ .
(Cela implique qu'il est injectif sur les objets c'est-a-dire

T(A) = T(A!) » A = At .)
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T sera dit surjectif s'il est surjectif sur les fléches c'est-&-dire si, pour
toute fléche g de ® , il existe une fléche £ de C telle que g = T(£) »
(Cela implique qu'il est surjectif sur les objets c'est-a-dire que, pour tout
Beob®, il existe A € ob C tel que T(A) =B .)

T sera dit bijectif s'il est & la fois injectif et surjectif.

Si ® est une sous-catégorie de C , on peut définir le foncteur injection de
@ dans C que l'on notera E®z€ qui, & tout objet A de ® , fait corres=
pondre T(A) =4 et 3 toute fleche £ de © la fléche T(f) = £ « On a évidem~

Si €, ¢, C" sont trois catégories, et si S est un foncteur de C wvers
G et T wun foncteur de C' vers C" , on définira le foncteur composé TS

come étant le foncteur de C vers C" qui, & 4 € ob C fait correspondre
(TS) (A) = T(S(A)) et qui, & £ € fl €, fait correspondre (IS)(f) = T(S(£)) -

Si ® est une sous—catégorie de C et si T est un foncteur de C vers C

on appelle restrictionde T & ® , et on note TIQ le foncteur de ® wvers C

défini par

Tl@ = TE@,G

Si T est un foncteur de C vers ® , on appelle image de T , et on désigne
par T(C , la sous-catégorie de ® dont la classes des objets est la classe
des T(A) ot A parcourt les objets de C et dont la classe des fléches est
la classe des T(f) ot f parcourt les fléches de C .

On pourrait développer des considérations sur les foncteurs compatibles avec
une congruence et les foncteurs quotients per une congruence en prensnt pour
modéle ce gue nous savons déja pour les applications. lous ne développerons pas

3ci ces considérations.

Si T est un foncteur de la catégorie C vers la catégorie ® , T(idC) est
évidemment un sous-grouvpoide de id ® . Si f est une fléche invertible de C,
T(f) est une fléche inveriible de @ et T(f)""1 = T(f-l) « On en déduit que
T(in C) est un sous-groupofde de in @ .
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On dit qu'un foncteur T de C vers @ est fidéle lorsque

£ gEG et T(f) =T(g —>f:g
H Q,B ( ) ((;)
et lorsque

f fléche invertible et T(f) fléche identité - f fléche identité .

Un foncteur injectif est évidemment fidele.

On dit qu'un foncteur T de C vers O est pleinement fidéle lorsque

£, gecA’B et T(f) =T(g) - f =¢

et lorsque

he @T(A),T(B) -3 fe GA’B h = T(f) . .

Un foncteur pleinement ficdéle est fidéle.
Un foncteur bijectif est évidemment pleinement fidele.

Si T est pleinement fidéle, T(C) est une sous-catégorie pleine de C

9. Transformations naturclles et catégoric hom .

Soient C et ® deux catégories, ct soient S € hom(C ,0) , T € hom(C y 0)
et soit =t wune M"application" de ob C dans fl® .

On dira que <t est une transformation naturelle de S wvers T lorsque pour
toute fléche f € C g ona
k]

T(f) T = T S(£)



S S(A) S(f) s(B)
, >

!

|

T : tﬂ | -CB

i

[ \
v |4 >1

T T(A) (£) 7(B)

Soient C et ® deux catégories. On appellera catégorie des foncteurs de €

vers ® , et on désignera par hom(C , ®) 1la catégorie définie par les conditions

suivantes

" = ob hom(€ , ®) = hom(C , @) (c'est-d-dire les objets de la catégorie sont

les foncteurs de € vers ® ),

-si S et T sont deux foncteurs de G vers @ , hom(@,@)s o est
- s

composé de toutes les transformations naturelles de S vers T,

- si gehom(c, 0)g o et <€ hon(c, @)T y » le produit de ces deux fléches
_— ’ — ?
est la transformation naturelle <o définie par (v0)y =7 o (7 o, Stent
le produit de deux fléches de la catégorie ® ). On appelle <to 1le produit lon-

gitudinal de o et <.

- S5i 8 est un foncteur de C deans ® , la fléche neutre de 1'objet S dans

hom(C, ®) , qu'on désignera par Ly » est la transformation naturelle identique
de S c'est-a-dire la transformation naturelle de S vers S telle que

(ely = ‘s) °

10, Un exemple important dec Foncteure

Définition. = Soient B wune space topologique et C une catégories On appelle
préfaisceau de base B & valeurs dans C tout foncteur F e hom(ouv BO , C) .

On appelle catégorie des préfaisceaux de base B 2 valeurs dans € la catée
gorie hep(ouv B” , €) .
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Définition. = Soit F un préfaisceau de base B & valeurs dans omus « Un wat

que F est un faisceau lorsqu'il satisfait au principe de recollement des mor=-
ceaux ¢ V Ui famille d'ouverts de B , V s; € F(Ui) famille cohérente,
clest-a-dire telle que

Vi, 0, Pllyag y )0 =Flgay,,u )05
i i 17303

J
3 se F(iéJI U;) tel quo sy = F(”I“Ui’ U Ui)(S) .

. , i€l

(On dit que s est l'agrégat ou le recollement des 85 .) .

Nous allons maintenant exposer la notion d'espece de structure et d'espéce de
structures avec morphismes en traduisant en termes de catégories les idées essen-
tielles du chapitre 5 de la Théorie des ensembles de BOURBAKI. Afin de faire entrer
dans le cadre des catégories ces idées, on estconduit "par la force des choses"

3 les généraliser quelque peu, retrouvant ainsi une présentation de la notion de

structure assez voisine de celle proposée per EHRESMANN dans [7].

On dit que S est une cspéce de structures lorsque S est un foncteur du

groupoide bij Ens en lui-méme.

Si se S(E) , ondit que s est une structure d'espece S sur l'ensemble L .

(Pratiquement le foncteur S est donné per une échelle d'ensembles construite
3 partir des foncteurs P et des fonctcurs X et par un systéme d'axiomes o
qui, & pertir d'un certain échelon M(E) de 1'échelle construite sur E , découpe
dans M(E) un certein sous-ensemble S(E) . Le systéme d'axiomes o Joue en

somme le r®le d'une transformation naturelle du foncteur M vers le foncteur S o)

étant donnés deux ensembles E et F , on dit cue la structure 1t € S(F) est
obtemue en transportant la structure s € S(E) 2u moyen de la bijection f lorsque
t = S(f) (S) .

On appelle groupoide des isomorphismes de l'espéce de structures S , et on
_désigne par disom S la catégorie définie par les conditions suivantes s

- o) isom S est la classe de tous les couples (E , 8) ot E est un ensemble
et o s € S(E)

- isom bCE,s),(F,t) est 1'ensemble de tous les triples (s , £, t) ot £
est une bijection ot s € S(E) et ou t =S(f)(e) ,

~ la multiplication est définie par (t , g, w) (s, £, t) =(s, gf , v) ou
(s, £, t) € isom S(E;SY?yt) et ot (v, g, u) € isom s(F,t),(G:u) ,




- la fléche identité de 1l'objet (E , s) est (s, L 8)

On vérifie immédiatement que la catdgorie qui vient d'&tre ainsi définie est

-l -1
un groupoide dans lequel (s , £, t)” =(t, £ , 8) .

On dit que S est une espeéce de structure univalente lorsque quels que soient
les ensembles E et T et s e S{E) et t e S(F) , il existe une bijection f

de E sur F telle que (s, £, t) est une fléche de isom S

Soit S wune espéce de structures et soit o une "application" qui, & tout
quadruple (B, s, F, t) tel que s e S(E) et t € S(F) , fait correspondre
un ensemble d'applications o(E , s , F, t) de E dans F o On dira que

(s ’ o) est une espice de structures avec morphismes lorsque les deux conditions

Suivantes sont satisfaites
feof ,s,F,t), geolf ,t,G,u) »gfecoE,s, G, u
(s, £,1t)e isom.ScE’s)’(F,t) 2f bijection, feolE, s, F, t),

= eof ,t,E, s .

Soit (S, 0) wune espéce de structures avec morphismes. On appelle catégorie

des morphismes de (S , 0) , et 1'on désignera par mor(S > g_n)“ la catégorie

définie par les conditions suivantes :

~ obmor(S , o) =ob isom S ,

N

- mor(S , o) E,5), (F,t) est 1'ensemble de tous les triples (s , £, t) ob
— ?S b b4
feol,s,F,t) et ox t=5(£)(s) ,

- la multiplication et les fliches identités se définissant exactement comme
pour isom S .

On prendra soin de remarquer que si f est une bijection et si (s s £, t) est
un morphisme de (5 , o) , il n'en résulte pas nécessairement que (s, £, t)
est un isomorphisme de S .

(Par exemple, si (S, o) est l'espéce des topologies avec applications contie
. . . . -l
mies comme morphismes, une bijection £ peut 8tre continue sins que f le
soit.)



5=26

Iftant donné 1l'espdce de structures S (resp. l'espéce de structures avec more
phismes (S , o)) on appellera foncteur canonique de S (resp. (S, o) ) le

foncteur p € hom(isom S , Ens) (resps p € hom(mor(S , o) , Ens) ) défini par

=

p(E , 8) =

p(s, £,1t) =¢ .

Soient (S , o) une espéce avec morphisme, E wun ensemble et s; » 8, € S(E) .

On dit que s, est plus fine que s, (relativement & o) lorsque

(s 5 Ly » sp) e mor@, O)ol’n .

(S

On voit immédiatement que si f est une bijection de E dans F et si
se€S({E) et te5(F) telsque (s, f, t)e mor (S , G)S,‘b , alors S(f)(s)
est plus fine que 1t .

PROPOSITION. - Soit (S , 0) une cspéce de structures avec morphismes o la
comparabilité entraine 1'identité (c'est-a-dire telle que S; s 8 € S(E) et

" s, plus fine que s, et s, plus fine que s; " entraine s, = Sy )e Alors

isom S, = {(6, £, t)e mor(s, o)’t , f bijection} .

Soit (S , 0) une espéce de structure avec morphisme et soit s; € S(Ei) une
famille de structures d'espéce S sur les ensembles Ei ¢ On dit que s € S(E)

au moyen des applications u, de E dans

est structure initiale pour les s, 1

i

Ei lorsque

fedF ,t,E,s)e VvV i, uifeo(F,t,Ei,si)

(F , t)

(Ei , Si)
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Cette définition entraine que si s existe, s est unique et est moins fine

que tous les s'e S(E) tels que ug eoE , s',E, , si) .
<L

Soit s € S(El) et soit wu; une application de E deas L, .

On dit que s e S(E) est image réciproque par u de la structure 8, , 81 s

est structure initiale pour S; an moyen de u .

Soient s € S(B) et A& un sous-ensemble de E o Soit t e S(A) o On dit que

t est la structure induite par s sur A , et on éerit t = s| 5 lorsque 1'i-

mage réciprogue de s par Ly g existe et est égale & t .
?

Soit (8, 0) wune espéce de structures avec morphismes. Soit 5y € S(Ei) une
famdlle de structure d'espéce S sur les ensembles Ei .

On dit que © e S(Il E;) est structure produit des s, si t est structure

initiale pour les 8. au moyen des PT; o

i
Soit (S, 0) wune espéce de structures avec morphismes. Soit 8; € S(Ei) une

famille de structures d'espéce S scur les ensembles Ei .

(F, t)
\
fu, f
i
(Ei R Si) N (E , s)

On dit que s € 3(E) est structure finale pour les S; au moyen dee applica=

tions u, de Ei dans E lorsque

feoE, s F,t) <2 V i, fu, eo(B ,8 ,F,t) .

. Cetto définition entratne que si s existe, s est unique et est plus fine
que tous les s' e S(E) tels que u € o(Ei » 85 5 B s') o

Soit s, € S(E;) et soit u une application de E, dans E .
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On dit que s € B(B) est image directe par u de la structure s; lorsque

s est structure finale pour s au moyen de U

Soit (S , o) wune espéce de structures avec morphismes. Soient E un en=-
sembly R une dquivelence sur © et s e S(B) . Ondira que te S(E/R) est
structure quotient de s par R lorsque l'image directe de s par la surjec-

tion canonique jp de I sur E/R existe et cst égale & t .«

11. Exemple.
L'espéce de structures topologiques T est définie comme étent le foncteur

du groupoide bij Ens en lui~-méme

- qui, 3 l'ensemble E € ob bij Ens , fait correspondre l'ensemble
T(E) € ob bij Ens , constitué par les Oc B(E) satisfaisant aux axiomes des

ouverts d'une topologie,

- qui,.éf la bijection f € bij En%,F , fait correspondre la bijection
T(f) € bij EnsT(E) ,1(F) telle que

V 9e¢ T(E) , T(£)(9) = {£(U) e T(F)/U e T(E)} .

Soient E , E' deux ensembles et O € T(E) , O € T(E') . On peut désigner
par y(E s 0, EY, @) 1tensemble des applications continues de 1l'espace
(E, © dens l'espace E' , & c'est-d-dire 1l'ensemble des applications f de
E dans E' telles que p(£)(O) c 0, p désignant le foncteur de Ens® dans
Ens qui, & un ensemble E € ob Ens , fait correspondre pE) = B(E) ;-twqui, a
une application f € Ens s fait correspondre f € Eon E définie comme 1'ap-
plication de P(F) dans *B(E) qui, & Y e B(F) , fait correspondre £ (Y)e fB(E).

On voit facilement que (T , y) est une espéce de structure avec morphisme
et 1'ona mor T , y =Top .

Etant donnée une famille (Ei , Oi) d'espaces topologiques, la topologie ini-

tiale sur E pour la famille d'applications fi de E dans Ei existe et est
égale 3 la topologie engendrée par

U ople)(e)

iel
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C'est la moins fine des topologies © telles que V ieI, p(£,)(0,) co
clest=d~dire la moins fine des topologies © rendant continus tous les fi .

/
Etant donnée une famille (Ei ’ Gi) d'espaces topologiques, la topologie

finale sur E pour la famille d‘'applications fi de Ei dans E existe et

est égale a

n 10(fi)"l (9,) .
iel

Ctest la plus fine des topologics O telles que V i €I, ;(fi)(GD co,
clest-d~-dire la plus fine des topologies O rendent continues les fi .
On déduit de 14

1° que toute topologie ©' € T(®) admet si f est une application de E

dens E' une image réciproque qui n'est autre que p(f)(9')

2° qu'étant donnée une topologie O € T(E) 1la topologie induite sur le sous=-

ensemble A de E existe et est égale da O], = p(l, ) (0) , et que 1'on a
A= PR y SV Q

Bch-ol,ly=0|g ,

3° gu'étant donnée une fanille Ei s 04 d'especes topologiques, il existe sur
Ml Ei une topologie produit qui est la topologie engendrée par

JUECRICH I

4% gu'étant donné un espace topologique E , O et une relation d'équivalence

R sur E, il existe sur E/R une topologie quotient qui est égale a
.yl
L © .

12. Espéces de structures sur un groupofde. Subordination. Espéces enrichiess

Nous allons maintenant généraliser les structures "engemblistes" avec ou sans
morphismes en remplagant la catégorie "concréte" bij Ens par une catégorie

"gbstraite" € « On obtient ainsi les définitions suivantes



5~30

Soit 9 un groupeide. On dit que S est une espéce de structure sur le grou-

poide 9 ou encore que S est une S-espece de structure, lorsque S est un

foncteur de & dans bij Ens .

Si S est une $-espéce dec structure, on appellera groupclde des isonorphismes

de S, et on désignera par disem S , la catégorie définie par les conditions

suivantes s
~ ob isom S est la classe des couples (E, s) oi s€ S(E) et ot E€ obge
- - - ' n » \1
isom S(E,s),(F,t) est l'ensemble des triples (s , £, t) ot fe gE,F ’
et ou se€ S(E) et t =35(f)(s) , 1a multiplication et les fléches identités

étant définies de manidre tout-d-fait analogue & celles relatives aux structures

ensemblistes.

On appellera encore foncteur canonique de S 1le foncteur p € hom(isom S , 8)

défini par

p(E ’ g) =E

Soient S et T deux espéces de structure sur le groupcide © . Cn appelle

subordination de l'espece S & l'espéce T toute transformation naturelle o

du foncteur T vers le foncteur S o On dit alors que T est une espece de

superstructure sur l'ecspace S ou que S est sous-jacentc & T ougue T est
plus riche que S, et si s €S(E) et t = qE(s) , on dit que s est sous=

jacente & t ou une infrastructure de t , ou un invarient de t , ou que t

est subordonnée & s , ou une superstructure de S .

PROPOSITION. —~ Si ¢ est une subordination de l'espéce T & 1l'espice S ,
alors G, défini per oft) = op(t) si te T(E) , est un foncteur de isom T
dans isom 8 tel que p5 =q, p et q &tant les foncteurs canoniques res-
pectifs de S et de T .

Solent € une catégorie et $ un sous-groupofde ayant mbme objets que C .
On dira que S est une $-espdce de structure C cnrichic lorsque S est un

foncteur de C dans Ens tel que S(9) ¢ bij Fns .

On appelle catégorie des morphismes de la S-espéce de structure C enrichie,
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et 1'on note mor S , C 1la catégorie définie par les conditions suivantes :

~ obmor S, C est la classe des couples (E , s) oi s e S(E) et o

Eeon:obG,

RS

G t - 3 C
- mor S , G(E,s)(F,t) est l'ensemble des triples (s , £, t) ou
| fe GE’F ou se& S(E), et ot t =35(f)(s) ,

la multiplication et les fléches identités étant ddfinies de menicre analogue &

celles définies pour isom S .

13+ Structures locales.

Si nous considérons l'espace des structures topologiques, nous pouvons remar-
quer que, non seulement nous avons, ainsi que nous l'avons déja constaté, une
notion de topologie induite qui nous permet de définir pour tout espace topolo-
gique (E, 0) wune topologie induite O], sur toute partie A de E , et donc
a fortiori une topologie induite O}U sur tout ouvert U € O, mais méme de
pouvoir, & partir de topologies Oi données sur des sous-ensembles Ui d'un
ensemble E , et recouvrant celui-ci, construite "par recollement! une topologie
O sur E telle que chaque @i apparaisse précisément comme la topologie induite
par O sur chaque Ui s & condition bien entendu que ces €& soient "cohérentes",

clest-ad-dire telles cue, quels que soient 1 et J , oilU = GBlU .
j i
Nous avions, & vrai dire, déja constaté des phénoménes analogues dans la catée

gorie Ens : étant donnée une application f de l'ensemble E dans l'ensemble
F non seulement nous savons définir 1l'application induite flA sur une partie
A de E , mais encore nous savons "ecoller des morceaux d'applications"

fi € EnEEi,F en un agrégat f € EnSE,F ou E =U Ei a4 condition que ces "more

ceaux" goient "recollables" c'est-d-dire tels que

Vi,3, £5lg = %lg, .
j i

Mais il s'agit 13 d'un phénoméne qui se présente dans bien d'sutres sitvations :
c'est ainsi que si l'on considére we variété différentiabley on peut remarquer
que 1l'on a, li aussi, une notion de variété induite sur tout ouvert et qu'il

suffit de connaltre la structure induite sur une famille d'ouverts constituant
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un recouvrement de la variété pour connaltre lo structure touvte éntidre.

A portir de ces notions de "structurcs locales" ainsi rencontrécs, on est

conduit & rechercher une définition générale précisant en Aétail ce que nous avons

déja reconmu cn gros, c'est-a~dire qu'une espece dc structures locales est subor-

donnée & l'especc des structurestopologiques, qutelles sont runies d'une "loi

d'induction" et qu'elles satisfont & un "principe de recollement.

[L]
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