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Séminaire DUBREIL~PISOT ) 4-01
(Algébre et Théorie des nombres oy N 0
l4e année, 19%60/61, n° 4 5 décembre 1%

PRODUIT SYMETRISE

par Jacques LEVY ~BRUHL
A, Généralités.

1, n-mots.

Soit un systéme quelconque de symboles, et soit M 1'ensemble des mots qu'on
peut former avec ces symbolese M a une structure de demi-groupe, si on désigne
par ab le mot formé par la juxtaposition des mots a et b o Dans tout cet ex-
posé, nous considérerons des n-mots, c'est=a~dire des éléments de la forme
(a1 y see s an) eM?,

Si on se donne un anneau R , on peut construire un module ayant les n-mots pour
vecheurs de base, et une algébre associative sur ce module ¢ S, » dés 1ltinstant

u'on définit sur les n-mots une multiplication associative.
q p

La donnée de cette multiplication associative n'est pas unique $ par exemple la
construction du corps quadratique (a , a')(b , b') = (aa' + mbb' , ab' + ba') .

Nous nous proposons ici d'en étudier un type particulier.

D'autre part, on peut introduire entre n-mots une relation d'équivalence Tn
compatible avec 1l'addition et la multiplication dans Sn s ce qui permettra de

définir une algébre quotient Sn/Tn « Par exemple
+ q!
(al 3 seo ai ai ’ ai+1 9 oee an)
= (a a, , a, a, e sya )+ (a a, , a, . con
( 172 °°° 2 %4a1 %1 Tqe1 2 00t 0 n) ( 12 %1 %00 Biyg 200y an)

qui exprime la distributivité par rapport 3 la somme dans S1 4 la i-iéme place,

ou encore

(a5 8)) + (by , b)) = (a; +b,, 2, +1b,) .

2+ Recherche d'un produit associatif.

Soient trois n~mots A = (a1 s sen o an) , B = (b1 s see bn) s C= (01, con ,%9

et recherchons s'il existe des produits associatifs du type
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9 eve 9 3 b)

b sn n

AB:ZkS(aS]. bl y & o

82
ol kS € R est supposé unitaire et d'intégrité, et s une permutation quelcongue
des indices (1, ees 5 n) , sp désignant 1'indice sur lequel s'applique p ,il

vient immédiatement
(AB)C = st kS' (ass,l bS'l Cl 3 oo ass,p bS'p Cp 9 oo ass,n bS'n Cn)

et

A(BC) = st ks,(asl bs,l Cl 9 eoe asp bs'p Cp 9 see asn bS’n cn) .

=kSkS‘, VS,S‘.Si ks,#o’
= ke e« Tous les s

En comparant, l'associativité exige kss' ks'
ona k., =k , etsi k #0 , en faisant s =e , Ky
pour lesquels k =k # 0 forment un groupe, ear k, =k, =k entratne

k !
ss
k, = 0O, ona koot k

= ke s et les s forment une partie stable d'un groupe finie. D'ailleurs si

gt Sk k= 0 ; ky=0, V s'.Dod:

PROPOSITION, ~ Les seuls produits associatifs de la forme

(al 3 eae an)(bl 9 eee bn) =Z ks(asl bl g eee g & 9 oee y 8 bn)

sp bp sn

sont ceux ou kS =0 pour toutes les permutations, sauf pour celles qui appartien-

nent & un groupe G , ol on peut prendre kszl .

DﬁFINITION. - C'est ce produit associatif de n=-mots qu'on appellera produit

symétrisé relativement au groupe G .

EXEMFLE. = Pour n =2 , on a deux produits symétrisés relativement &

G = {e} (al ’ 3-2)(b1 ’ b2) (al bl b4 3.2 b2)

G =3, (ag 5 8y)(by 5 By) = (ay By 5 3 By) + (ay by 5 8, b)) -

REMARQUE 1. ~ Quand nous parlerons de produit symétrisé (sans plus) il stagira

toujours du produit symétrisé relativement au groupe symétrique Sn .

REMARQUE 24 - On peut dire qu'il y a quasi-distributivité du produit par rapport
aux signes + et (') , en ce sens que si on remplace (') par + ,on obkient la
formule usuelle de (a1 + bl)(a2 + b2) .
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Be. Cas ou les n-mots sont commutatifs.

Dans ce paragraphe, nous supposerons établfe 1'équivalence entre n-mots

s eve s By ) » pour toutes les permutations i1 9 eee in

(a ,...,a)=(a
1 n 1 n

i
des indices (1 , ese y n) , et nous désignerons par (a1 © 85 see © an) la classe

d*équivalence de (a1 9 eee an) e« I1 y a d'ailleurs isomorphisme entre

(a1 O ses O an) et la somme symétrisée 2 (ai y wee s B ) étendue 2 toutes les
‘ 1 n

permutations des indices 1 , aee , n o

Le produit symétrisé
(al O see © an)(bl O eee O bn) =2 (ail b1 ® eee ® &i; bn)
car on voit immédiatement que 1'équivalence établic entre n-mots est compatible
avec le produit symétrisé.,
On peut alors considérer la matrice (aL:.L bj) carrée d'ordre n , et le produit
symétrisé apparalt alors comme le permanent de la matrice, c'est-a~dire la somme
des termes du déterminant sans alternance de signe, le signe © jouant le r8le du

signe de multiplication.,

l. Calcul des coefficients dans le cas ol certains des ay 33_ bj sont égaux.

Nous emploierons la notation abrégée 2%k pour désigner la partie d'un n-mot
commutatif formée de a oa oa oa ( k fois), et posons

ok o ok ok! ok!?
1 k? n 1
A = (a1 ca, " °.oa ) 3 B = (b1 © ves 0 b )

les ki et k& étant des entiers positifs ou nuls satisfaisant 2 la condition
Ly, =2x =n.
i i
Un terme quelcongue du développement de AB (i1 y en a en tout n! ) se présente

sous la forme

Ry = (ay b1)°

ou les hij sont des entiers positifs ou nuls en nombre de n2 s qu'on peut dis-

h

h
nn

oh, . o
11 O ee0 O (ai bj) iJ O ee0 © (an bn)

poser suivant un tableau carré d'ordre n : (hij) =H o La somme des éléments de
la i-iéme ligne de H est ki s de la j-ilme colonne est k5 e A toute matrice

telle que H correspondra un terme RH .
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PROPOSITION. = Le coefficient de RH dans le développecment de AB est
1 1?2
T
1]

Comptons de combien de maniéres on peut répartir les kl facteurs u, on m grou~

pements contenant hli facteurs ay On a ck11 possibilités pour le premier

By '
groupement, C,~_ ~ pour le deuxiéme, au total
11
1
Gl g1 13 S
ky kymhyg kgthygthyg o By e

maniéres de disposer ay afin d'obtenir RH « On raisonne ensuite de méme sur

3.2, an’ bl’ bn.

2+ n=mots commutatifs réduits .

ok ok
Soit le n-mot commutatif A = (a1 1 oeee o a 1) avec les a; distincts. On

appelle n-mot réduit le n-mot

A

] = .
1 n

Calculons le produit |af|B] . Ona AB = ZKH Ry « D'od

Ryl

IIki&IIk%_IA]lB] = EZkH Hkij!
et en tenant compte de 1'expression de KH

Wlsl =S Il

Tous les coefficients dans le développement du produit symétrisé de deux mots

commutatifs réduits sont égaux 2 1 .

REMARQUES

1. Ce résultat suppose essentiellement que tous les a; bj sont distincts ;

Re L'emploi des n-mots réduits supprimant les factorielles peut avoir une signi=-
fication quelle que soit la caractéristique dec 1l'anneau des coefficiants. Mais cet

emploi présente par contre l'inconvénient que le produit des n-mots réduits n'est

pas associatif.
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C. n-mots monogenes.

1. n-mots monogénes.

On appelle n-mot monogéne tout n-mot de la forme

k

(ul,ocﬁgun)

k, étant un entier positif ou nul et u - désignant le vroduit de k, mots égaux
a u .
kl kn
Nous aurons & considérer en plus du n-mot monogéne commutatif (u ~ o ee. o u )
le n-mot monogéne alterné (u ! A ses AL n) , nul si deux mots sont les mémes, et
changeant de signe dans Sn si on transpose deux de ces mots. Le n-mot alterné

peut s'obtenir & partir d'un n-mot par antisymétrisation.

2. n-mots monogénes commutatifs.

A tout n-mot monogéne commutatif A , on peut associer de fagon bijective la

. . . . 1 n
suite d'entiers non croissants (k 0o k ) si A = (u O ses O U )
1 2 9 n H }

ki >/ki+1 o
Si on fait le produit de deux n-mots commutatifs monogénes
1~ 1 1
ky %0y, K1 % £ ‘1,
AA':-'(U. O es0e O U )(u O eea O U )=Z(u O see O U )

n
tous les termes du sommet correspondront 2 des partitions du nombre 2 (ki + ki) .
1

ki ;,k!+1 s on appellera "sommet de AA' " le n-mot

Si ki > k. i

i+l ?

k, +k! k_+k? k_+k!

(u 171, woouP Poiou®™ B, Clest le terme de hauteur la plus élevée,

dans le développement.

PROPOSITION. - Tous les termes du produit AA® correspondent & des partitions
de N, multiples (au sens donné dans “Antisymétriseurs") de la partition corres-

pondant au sommet .

o . 3
Le mondme partition correspondant au sommet a pour exposants successifs

R
1

- k + ! L X !
(k, + k1) + + (k, + k)

I'2 = (k2 + ké) + ase + (kn + kltl)

H
1

!
kn + kn .
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Soit maintenant Ri = (Ki + Ki + aes * Km + Ké) la suite des exposants des mond-
mes partitions correspondant & un terme quelcongue du développement de AA' , avec

] 2 - s 1
Ki + K{ Z'Ki+1 + Ki+1 s les Ki et Ki etant des permutations des ki ct ki .

Je dis que Ri z_ri pour tout 1 compris entre 1 et n . 0On a

K, + e0ee +k, . K
ln

1 1 1

1 1 1 !
K} + oo+ kI 2 KD+ o 4K

+ e0e + Ki"l

puisque les kp ne sont autres que les Kp rangés dans un ordre non croissant.

i-1 i-1
1 - - ! - - 1 R
Dfod r; =N 12 (ki+ki)sRi i % (Ki+Ki)

REMARQUE. = Si on fait le produit de deux n-mots monogénes commutatifs réduits,

le sommet ne peut se réduirec ct son coefficient cst égal a 1 ,

DéFINITION} - Un n-mot monogénec élémentaire commutatif est de la forme

(uk1

© eee ou ) ob tous les k; sont égaux 2 0 ou 1 ,
B [e] . . » .
S5i on pose u =1, tout n-mot monogéne commutatif s'écrit
ol on~-i
(u™ oI )

T onei )

et on désigne par s; le n-mot réduit correspondent (uoi o =il(n - i)'.si .

Théoréme des n-mots monogénes commutatifs réduits. = Tout n-mot monogéne com-

k
s 1 n . . . R
mutatif réduit [u © e0e O U l ou kija’ki+1 s'exprime d'une maniére unique
. « s . < . . . » p1 pn
comme fonction linéaire & coefficients entiers de mondmes de la forme s1 cee sn s

P p
ou la partition 1 1 ceen ' est multiple de la conjuguée de la partition
(k) 5eoes kn) .

p b
On démontre de fagon élémentaire qu'il existe sll ces snn dont le sommet est

k
fa 1 eee ou Y . Le sommet d'un produit étant le produit des sommets, on a
ki Sy #Dyyq toeee t p, VY i, ce qui détermine les p; de maniére unique. La
oy Py Pn .
partition 1 ~ ... n est alors la conjuguée de (kl 9 ees s kn) » et tous les

p

. 1 n .. .
n-mots intervenant dans Sp7 eee 8, développée, correspondent d'aprés la propo-

.. p p
sition précédente a des partitions multiples de 1 1 ceen ', Comme le coefficient
k

1 n s , : ,
de lu © ees ou 1| est égal 2 1, le théoréme est démontré par récurrence sur
les hauteurs.
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3o Définition des fonctions de Schur.

LEMME, - I1 existe une application bijective entre 1'ensemble des partitions d'un
+
entier n en entiers positifs ou nuls, et l'ensemble des partitions de SELjrllE

en entiers positifs ou nuls distincts.

Soit k, + ece + kn =n, k, >k, . . Considérons la suite

1 i =71+l
(k1 +n=-1,k+rn-2, ..., kp D =pyees, k)= (ki yooes kﬁ) .
' . n{n + 1) . . —
C'est une partition de ———»—= en entiers positifs ou nuls distincts car
[N N ) - - .
ki ki+1 ki ki+1 >0
Soit maint t tition k! k', de n(n + 1) en entiers positifs
oit maintenant une partitio 12 eee s K ——— po
ou nuls distincts. La somme de n' entiers distincts positifs ou nuls étant au
' | -
moins égale 2 EL&EL-ZA—il , on doit avoir n'(n' - 1) <n(n + 1) ou en posant
n' -1 =x, celadonme n'& n+ 1 .4 part la partition (n; n =1, ees, 0)
toutes les partitions en nombres distincts de Eﬁ&lé;_lz ont au plus n termese.

Cela étant, on aura successivement, (ki s see kﬁ) Stant une partition de 242;:;2)

en nombre positifs ou nuls distinets, kh:; o, kg_l >1, ki >n -1 et on pourra

oser k =k! - (n - .
pspp(p)

LEM/E 2, = Si A est un n-mot symétrisé et B un n-mot alterné; le prodult

symétrisé AB est une somme de n-mots alternés.

(al o a2 O eee Oan)(bl A eoe Abn) - Z (ail b1 A oo Aain nn) .
PROFOSITION. = ki ,.0.,k} étant une partition de .Eiﬁﬁg_ll en entiers distincts

k., k!
P 1 n s . .
les n-mots alternés (u ™~ A eee Au ) sont des formes linéaires & coefficients

k
o1 nl(un-l n=2

ehtiers des produits symétrisés ‘u 1, ooe AT A sese AU AI),

kl""’kn étant une partition de n .

En effet si

1 kn n-1 n=-2 ki b
lu O see O U I(u Al A ose /\u/\I)=Zpi(u A ees /\un) ’

1'entier Ps correspondant au sommet est égal & 1 , ct toutes les partitions

figurant au deuxiéme membre seront des partitions multiples de celles correspondant
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au somet (proposition du numéro 2). D'ol le résultat énoncé par récurrence sur
les hauteurs. La matrice des p, carréo d'ordre égal au nombre de partitions de

n cst done inversible dans 7 .

Quand la division par (un-l A ess AU AI) est possible, on voit que ies

k, k, (u” A aul
U~ 0 eee 01U s'expriment linéairement en fonction des =1 L
(u

A .;. AulAI)
qu'on appelle la fonction de Schur correspondant & la partition ké +pe-n= kp
de n .

REMARQUE. - Caractéres du groupe symétrique Sn o = Signalons quc si on effectue

le produit

T r
,un o Ion-l‘ lu 2 o Ion-ll kO Ion~1l(un-1

cee lu A see Aul /\I)

les coefficicents apparaissant dans le développement de ce produit sont les carac-

téres du groupe symétrique S, (cf [4], p. 87).

4+ Un théoréme de Dedekind. ([3], p. 72).

T T
THEOREME. - Les produits Pr =ay ees amm ou les entiers Ty sont tels que

by

+ see + r,=n+ 1  s'ecxpriment comme fonctions linéaires & coefficients entiers

r
0
des mineurs d'ordre n + 1 de la matrice -bg = ai—j si 0<1i~-i<<n et bg =0

si i=-j<0,o0u i=j>m,
Soit n + 1 +m indices O, 1 , m +n . I1 cxiste une application bijective de
1'ensemble E des Cn+1

m+n+1
combinaison &tant écrite dans l'ordre croissant) sur l'ensemble F des combinai-

combinaisons de ces indices n +1 2 n + 1 (chaque

sons & répétitions de m + 1 indices n+1 & n + 1, ces combinaisons étant
écrites dans 1'ordre non décroissant des indices. Les éléments de F  ainsi éerits

sont ordonnés lexicographiguoment.
Exemple + m=n =3 : 000, 001, 002, 003, O11, 012, ... , 333 .

A tout élément de F , on fait correspondre 1'élément de E obtenu en ajoutant
0 au premier indice, i au i + 1-iéme, n -1 au n-iéme : 3 011 correspond

023 . Cettc application est bijective.

Cela étant, cffectuons le produit symétrisé

w] -2 o u-(n-l)) (uio

0
(W ou "o u” o4 °ouU T o sae oU



4-09

ol (io s i1 s ses s in~1) eE, i < ip+1 , cn convenant de considérer comme

P
nuls dans AB tous les termes u? o% k est négat;f. On voit aisément que le
i - i +ti-n . .
sommet de AB est alors uWrC o W - o ees ouw Bl (au sens lexicographique)

et est affecté du coefficient 1 , ce qui démontrera le théoréme par récurrence

sur les hautecursa.

D. Mots permutables,

1
Les mots uk et uk sont évidemment permutables, au sens du produit des mots.

A la théorie des n~mots monogénes correspond par "polarisation" unc théorie des

n -mots permutables ¢ uv = vu .

1o, Formule de Newton-Cayley-.amilton.

PROPOSITION, = u Uy g see 5 Uy Sdtant des mots permutables, et X0 X

des mots quelconques, on a la formule
"'/Y . neo
(T o X; © eee O xn__l)(u1 © ses O un) ) (u1 © Xy O ses O Xn—l)(I ou, o o1ﬁ?

)

+ ("' 1)p Z (ul u2 00 o up o] Xl O oen O Xnul)(IOp'O uw 10..., o un

pt

+ (”“ 1)*1 (ul 112 en s un o Xl O pee O Xn_.l)(:[on) =0 °

En appliquant la régle du produit symétrise, on voit en effet que les termes

s'annulent deux & deuxe

Cas particuliers. Si on fait Uy T oese U S U, la formule devient la formule

de Cayley-Hamilton

n
- 1)P PP °n-p °Py -
% ( 1) Cn(u ° Xy ess 0 Xn_l)(u o I ) =0 °
Si 1'on fait de plus Xy = eee TX = I, et sil'on pose Sp = |uP o Ion-ll
et luon-p ° Iopl = Sn—p s les factorielles disparaissent, et il reste
n
% (- 1)P Sy Spup = O (formule de Newton); V n .

2+ Théoréme de Poisson~Schlafli.

On peut démontrer ;ar les mémes procédés le théorémc de Poisson-Schlefii (cf. par

exemple [3], po 312) qui exprime les fonctions symétriques de plusicurs systémes

d'indéterminées, en fonction de produits dc fonctions symétriques élémentaires.
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E, Cas oit les n-mots sont multilindaires et commutatifs.

1, Théoréme de Phillips:

Si on suppose que les mots appartiennent & un R-nodule, et que les n-mots sont

n linéaires, c'est-a-dire que

(u1 3 oeee g Uy F ui s ceo un) = (u1 s Us o un) + (u1 ’ ui s un)

T I un) =a(uy 5 eeo s un) aeR, V i,

On a notamment les propriétés suivantes si c¢n prend des n-mots commutatifs

(ul O cee O un) o

THEO; SMB de Phillips. = Les Ti 5 T§ s Tﬂ étant tous des mots permutables entre

elixy, et les us s u3 ’ uﬁ étant des mots quelconques, les rclations

= i ! - it 1 = o
(1) 21%_Ti 0 Zxﬁ Tj 0 Z1ﬁch 0

* H 11 i i1 - . 301c
entralnent zl(ui o uj o uk)(Ti Tj Tk °x ° XQ) 0 quels quec soient les mots

b' X, » la somme étant étenduc 2 tous les arrangements T, T& i (efe [5], pe 18)

1 H
Si on effectue chaque terme du développcment le produit symétrisé est séparément
- ? H 1! n g i c . 3
nul, par exemple z.ui X ° uj 'I‘i Tj Tk o uj X, est nul si laissant 1 et k fixe,

on somme par rapoort & j , en vertu de la deuxiéme relation (1) ot de Ti Tg = Tg Ti

51 en particulier les mots T, sont des indéterminées, le résultat cst valable
3 condition de remplacer les Ti par dcs éléments permutables apres la multipli-

cation,

EXEMFLE. = De u, -~wI =0, u et u, étant pcrmutables, on
déduit
(u1 - Tl) o u, - T2) = (u1 Q u2) -T,(Io u2) - T,(1 o ul) + T, (T o I)

et par la spécialisation T, » u ox, T,= (u2 ° x) , T, Ty = (u1 u, o° x)
le deuxiéme membre devient égal & zéro pour tout x « En faisant u; Su, , on

retrouve la formule de Cayley~.iamilton pour n =2 ,

2., Rang ot équation caractéristiguc d'un élément du Remodule E

Un élément (mot) v € E ost dit de rang k si v #0, v~ o « On appelle

équation caractéristique de u € E , 1'équation (u = sI)"® =0 s 51 tous leos éléments



4-11

de E ont au plus un rang égal & n, ou s ost unc indéterminée, En vertu de

la multilinéarité de 1'opération o , on aura

(u - SI)on = (uon> - C; S(I o uon-1> + a0

+ (- 1)P cﬁ P TP o ®P) + ... o+ (- 1)7 ST 10Y .

En passant aux n-mots réduits, les coefficients binomiaux disparaisscnt, et

1'équation caractéristique s'écrit simplement
0= luon' + cee + ("' 1)p Sp IIOP o uon‘-pl + eee + ("' l)n Sn 'Ion’ .

Le coefficicnt indépendant de s , luonr stappclle le déterminant de u ; cclui
de u™P 1a trace d'ordre p de u .

Si on peut identifier les n-mots & des éléments de l'anncau R , la formule do
Cayley-Hamilton exprime que u vérifie sa propre écuation caractéristique. On
vérifie immédiatement que si R est un corps algébriquement clos, on a alors

kl kn | kl kn
lul O qee O U l =2 Sy ese 5, 4 ce qui permet d'interpréter la théorie des

n-mots commutatifs monogénes comme la théorie des fonctions symétriques de

Sl,noo’Sno

3. Propriétés diverses démontrées & 1'aide du produit symétrisé.

1° La trace de Uy Uy oeeo uq ne change pas sl on permute circulairement les
factours uy (si R est un anncau commutatif, et si un n-mot pout Gtre iden~
tifié 2 un élément de R ).

2° L'équation caractéristique de Uy W, ees U, Ne change pas si on fait une

permutation circulaire des uy ([5]y pe 23)

3° On a la relation

”k'

'aok, (ul O ese © u‘k)’b = laulb O ess © aukbl ’

ce qui peut s'appeler la propriété d'invariance du k-mot (u1 O sss O uk) « En

particulier le déterminant de uv est le produit des déterminants de u ot de v

car (W) = nt(w’?) .

F. Cas ou lecs mots sont des matrices dlordrec n .

On peut représenter une matrice A =2 ag eg » et on définira un produit

A oB=2 ag bi(eg ° ei) avec la condition que le produit o est alterné pour la
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suite des indices inféricure, comme pour la suite des indices supérieurs. Le pro-

. . S _ T 8 . .
duit el o ei est alors commutatif. Si alors eg e, = 6q ep (produit hobituel des
matrices), on vérifie immédiatement la formule

(1) (&) ° ees 0B )(B; 0 cuuv 0 B,) = Z(Ail By © aes OAin B)

étendue 2 toutes les permutations il 9 ses in des indices n o Le produit o

est commutctif, associatif, distributif, per rapport & 1'addition des matrices, et
relié au produit ordinaire par la formule (1)s qui n'est autre que celle du produit
symétrisé. I1 a été considéré dens le cas de deux matrices par STEPHANOS ([5]y p &4
et [8]). I1 se réduit au produit direct de Kronecker A o B si les eg figurant

dans A et B ont des indices tous distincts,

Si les A et les B sont des matrices carrdes dl'ordre n sur un anneau com=

i i

mutatif R , on a évidemment
(Al O e OAn)(Bl O eee O Bn) = (Bl O eee O Bn)(Al O sese OAn)

et en développant les deux nombres par la formule (1), on obtient des identités

entre sommes de déterminants, ou de produits de déterminants, [1]., Signalons que
pon (Aon~k o 4 qk)

e O ece O ©
1 Py
dtordre n =p de A formé avec les lignee et les colonnes complémenteires de

= n} déterminant de A , et que est le mineur

pl”"’pk;ql”"’qk°

Dtailleurs A%k est une matrice égale & la k-iéme composée de la matrice A ,
et on a par exemple la formule (A°k)(B°k) = k‘.(AB)ok , d'aprds la formule (1), ce

qui donne un théoréme connu sur les matrices composéese

Si on considére des matrices carrées d'ordre n , on peut établir une explica=-
Q Ak

tion bijective cntrc lcs motrices de la forme e_~ o ees 0 @ et les matrices for
1 Py
, . Vi , . Uye1 .
mées avec lessuites d'indices complémentaires ep O ses ? ep s ce qul permet
k+1 ‘ n

de retrouver les théordmos de Sylvestor, Francke ot Jacobi sur les mineurs d'une

matrice composée.

S1 les matrices Ay 5 ese A représentent des cndomarphismes dfun R-module,
le produit Al ° ase O.An représante un invariant simultané de ces n  endomor=-

phismese I1 en est de mime de tous les produits Ai © see 7 Ai quel que soit
1 n

1'arrangement 2 répétition 1) seees in .
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Signalons enfin que la théorie des déterminants cubiques((6], pe 131) sc rattache

au produit symétrisé de n matricess

Ge Générateurs de dérivetions

Rappelons qu'une dérivetion dans une algébre cst un endomorphisme de module de
cette algébre dans clle-mlme, vérifiant D(u +v) =Du+Dv, Da=0 si aeR,
D(u y v) = Duev + uDv o Si, au licu de uv , on emploic le symbole (u s V) 5 On

voit qu'on reut écrire cette derniére formule sous la forme

DoI)u, v)=@Du, Iv) + (Iu, Dv) s
si on pose Iu =u , On est donc encorc ramené & un exemnle de produit symétrisé.

Si on considére par exemple (D o I)(D o I){(u « v) =((D2 oI)+ (D oD))(u, v)
et qu'on généralise & (D o I)n sy on retrouve lo formule de Leibnitz.

Si on considére le produit (Di , D'j)(u , v) , o0 ij = ji , on retrouve le

jacobion de u ot v .
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