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SUITES ÉQUIRÉPARTIES DANS UN GROUPE COMPACT

par Pierre EYMARD

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
14e année, 1960/61, n° 3

28 novembre 1%0

(d’après B. ECKMANN et G. HELMBERG)

Parmi ,les théorèmes d’équirépartion de H. WEYL [6], l’un des plus simples est le
suivant : sur une circonférence T de longueur 1, l’ensemble des points d’abscisse

curviligne pa, où a est un nombre irrationnel donné et p = l ! Z ~ ... ~ est

équiréparti, c’est-à-dire que, pour tout arc fermé E de T , on a lim 

gueur de E , où désigne le nombre des entiers p tels que 0  p  n et

tels que le point pa soit sur E . En 1944, ECKMANN [1] en a donné une

généralisation au cas d’un groupe compact (nécessairement abélien) admettant un géné~
rateur topologique a . En 1958, HELMBERG [3J l’a étendu au cas d’un groupe compact
quelconque pour un nombre fini de générateurs topologiques. Notre objet est d’exposer
successivement ces deux . généralisations.- .

1. Notions d’analyse harmonique sur les groupes compacts ~5~ ~ .

a. Soient G un groupe compact, d’élément-unité e 9 et C(G) l’espace des fonc-
tions f(x) à valeurs complexes, définies et continues sur G ~ muni de la topologie
de la convergence uniforme sur G . Il existe une forme linéaire continue sur C(G)
et une seule, notée f .~ ou encore f... /G f(x) et appelée mesure
de Haar de G ~ qui satisfasse aux propriétés : f > 0 ~--~-..~ ~,~f~ >~.0 p

pour tout s e G ; ~(l) = 1 . Soient un fermé E c G et (p~(x) sa fonction carac-

téristique. On pose = inf / f(x) qu’on appelle mesure de E .
"

Si de plus la frontière de E est de mesure nulle, on a aussi .

Soit U un ouvert de G ; on pose = 1 - ~,(~ U~ .
b, Une représentation unitaire irréductible de G (en abrégé : r, u. i.), de

dimension À ( À entier> 0 ), est un homomorphisme continue x -~ M(x) de G



dans le groupe des matrices unitaires d’ordre ~. ~ tel qu’aucun sous-espace vecto-

riel non trivial de C~’ ne soit invariant par toutes les M ~ x~ e On a en particu-
lier la r, uo io triviale, qui est de dimension ~. 9 et définie par M(x) = ~~1~~
pour tout x E G . Deux r. u. i., x -~ M(x) et x -~ L (x~ sont dites équiva-

lentes, si elles ont même dimension et s’il existe une matrice unitaire U telle

que M(x) = UL(x) U" pour tout x E G . Soit .

où 1 ~ i ~ j  ~(a~ ~ dimension de la représentation une famille de r. u. i.

obtenue en choisissant une fois pour toutes une ot une seule r. u, i. dans chaque

classe d’équivalence des ro u, i. On appelle polynôme trigonométrique toute combinai-
son linéaire finie de coefficients m(03B1)ij (x) . On a les relations d orthogonallte

pourvu que l’une au moins des relations (~3~ ~ i ~ soit vraie.

De plus, toute f(x) E C(G) est limite uniforme sur G de polynômes trigonomé-
triques (théorème d’approximation de Weyl) :

c. Si, plus particulièrement, G est compact abélien, toutes ses r. u. i. sont
de dimension l a et leur ensemble s’identifie à l’ensemble G des caractères

continus sur G ’ i. e. des homomorphismes continus x -~ m(x) de G dans T .

G est muni d’une structure évidente de groupe (discret) par multiplication ordinaire
des caractères. Réciproquement (théorème de dualité G s’identifie à l’ensemble

des caractères sur G, à x E G correspondant le caractère m -~ m(x) . Enfin, si

H est un sous-groupe fermé de G et H~ son orthogonal dans ~ (i. e. l’ensemble
de m E G tels que m(x) = 1 pour tout c’est un sous-groupe de C~ ~~ on
a : G/H ) ~ = H~ et H = 

Dans le cas considéré par H. WEYL, G = T ,  = Z , à l’entier m correspondant
le caractère défini par x ~ m(x) = exp(203C0 imx) pour tout x e T .

2. Trois définitions équivalentes d’une suite équirépartie.

PROPOSITION 1. - Soit G un groupe compact, et soit x une suite d’éléments de

G (p = 1 , 2 , ...) . Les trois assertions suivantes sont équivalentes ;



(p ) pour tout fermé E c G et dont la frontière soit de mesure nulle, on a :
1

où == le nombre des entiers p tels que: 0  p~ n et x e E ~
2014 E 2014201420142014201420142014-2014~"20142014201420142014 20142014~**20142014 ’~~’ P

(P.,) pour toute f(x) ~ C(G) , 

/

DEMONSTRATION.

a, (P ~ ~> (P ~ : supposons (P ~’ et soient N(x~ ~ les matrices

d’une r, u, i. non triviale. Comme mij(x) E C(G) , on a za

Cette intégrale est nulle (relation d’orthogonalité), donc (P3).
Supposons ~P ~. Soit d’abord un polynôme trigonométrique

où (0) est l’indice de la représentation triviale. D’après (P3)’ on a

D’après les relations d’orthogonalité, la ~(x) ~ on a donc pour

tout polynôme trigonométrique. Soient maintenant f(x) e C(G) , et e > 0 ; en vertu
du théorème d’ approximation, il existe un polynôme trigonométrique g (x) tel que



dès qu’on choisit n assez grand, en vertu de appliqué à Donc (P~) .
b. ===> (P~) : Supposons un fermé E c G et de frontière de

mesure nulle, et e >0 . Il existe f(x) et g(x) e C(G) telles que

0 . g(x) ~ f(x) , et que :

D’après ~P 2 ~~ dès que n est assez grand, on a :

dès que n est assez grand, d’où (P1).

Reste à voir que => (P2). On s’ appuie sur le

LEMME. - Soient f(x) G C(G) , à valeurs réelles, et c >0 . Alors il existe un

nombre fini d’ouverts Xi , deux à deux disjoints, dont la réunion a pour complé-
mentaire dans G un ensemble N~ de mesure nulle, et tels que l’ oscillation de

f(x) dans chaque Xi soit  ~ .
1. 

-1
En effet, les fermés Fh = f((h)) , où h e R , sont tous de mesure nulle, sauf

pour un ensemble dénombrable D de valeurs de h , f(G) étant borné, on pemt le
recouvrir par une suite finie de segments fermés [h0 , h1] , ... , [hq-1 , hq] ,
où h0  h1  ... hq , de les hi (i = 0 , 1 , Il’ , q) étant
de plus choisis dans le complémentaire de D . Alors les Xi = ré-

pondent au problème, avec N~ = Ü Fh .e 
i= 1

Supposons (Pi ) . Alors on a aussi (Pi) en remplaçant nE Par Un ouvert dont la

frontière est de mesure nulle. D’autre part 03BDE(n) = 03C6E(xp) , et Par suite

(P1) n’est autre que l’égalité (P2) écrite Pour f(x) = 03C6E(x) . L’hypothèse (P1)



entraîne donc (P~) pour toute fonction étagée 1 c. (x) construite à l’aide
~ 1 . 1 1

d’un nombre fini d’ouverts de frontière de mesure nulle et deux à deux disjoints.

Soient f(x) ~ C(G) , et ~ > 0 9 diaprés le il existe une telle fonction éta-

géo g g (x) telle que f ~x~ ~- g ~x~ ~ §  e sauf pour x ~ N 
c 

de mesure nulle o Pour

tout n ~

Au second membre le premier et le terme sont ~ .,; pour tout n a Quand

n a ~ ~, le deuxième ternie tend vers zéro (appliquer ~P ~ aux fonctions étagées) ;
la quatrième est majoré par 

°’ v N qui tend vers zéroo Donc 
e

DÉFINITION 1. - On dit qu’ une suite x E G (p = 1 , 2 , est équirépartie
dans G si elle remplit les trois conditions équivalentes ~P~ ~~ (PZ), (P3) de la
proposition 1~

3. L e théorème d’Eckmanno

DÉFINITION 2. - On dit qu’un groupe compact G est monothétique, s’il existe

tel que la suite des a~ ( p e Z ) soit dense dans G ~ Un tel a est

appelé générateur topologique de G . Ayant un sous-groupe cyclique dense, un groupe
monothétique est nécessairement abélien«

PROPOSITION 2. - Pour qu’un groupe abélien compact G soit monothétique, il faut
et il suffit que son dual G soit isomorphe algébriquement à un sous-groupe de T 0

DÉMONSTRATION. - Si G est monothétique, de générateur topologique a , l’appli-
cation m -~ m(a) de G dans T est un homomorphisme, et son noyau est réduit

au caractère trivial : en effet, si m(a) = 1 , on a = 1 pour tout

p E Z , et par continuité m(x) = 1 pour tout x E G ~

Réciproquement, si 03C6 est un homomorphisme de G dans T , d’après le théorème
de dualité il existe a E G tel que 03C6(m) = m(a) pour tout m ~  . Si de plus (p



est injectif, on a 1 pour tout m non trivial ; l’orthogonal dans G du

sous-groupe ferme H 
a 

de G engendré par a est donc réduit à l’élément-neutre

de 6 . et H =G .

Soit G un groupe compact monothétique. Si a est un générateur tcpo-
logique de G j, la suite des ap (p = 1 , 2 , ...) est équirépartie dans G .

DÉMONSTRATION. - Soit m ~  , non trivial. On a m(a) ~ 1 , diaprés la démons-
tration de la proposition 2 ~ et donc



où les qi et q sont dans Q . On procède par récurrence sur j .

Pour j = 0 , il suffit de po ser = 1 . Par hypothèse de récurrence, sup-

posons obtenu un isomorphisme 03C6j-1 de Hj-1 dans T tel que, pour tout x ~ Hj-1

où les qi et q ~ Q .Etendons 03C6j -1 
en i somorphi sme cp , de H , dans T . Il

y a trois cas :
a. x. J E Hj-1 , et donc H. J = H. J- 1 : l’extension est toute faite. ,

b. xj ~ Hj-1 , :nais il existe dans Hj-
1 

des puissances de x. : soient a.lors n

le plus petit entier > 1 tel que = y ~ Hj-1 , et z l’un des nombres complexes
tels que zn = 03C6j-1 (y) . Tout x ~ Hj s’écrit x = ~xmj , ou X E H. et m entier
éventuellement de plusieurs façons. On pose 

nombre indépendant de la décomposition choisie pour x . On a ainsi étendu 03C6j-1
en un homomorphisme y, de Hj dans T , 03C6j est un isomorphisme : en effet, si

x = ~xmj G Hj est tei que 03C6j *> 
= i , alors 03C6j (xn) = &#x26;i -i ’> = i , donc xn = e

et par suite x = e , car G est sans torsion.

c. pour tout entier n / 0 , x9 / Tout x e H , admet alors une décompo-
si tion unique de la forme x = où x ~ Hj-1 , m entier. On pose:J J -

ce qui prolonge 03C6j-1 en un homomorphisme (p. J de H , dans T de la forme désirée.
est un isomorphisme : cela résulte immédiatement de l’indépendance linéaire des

c sur Q .

G étant réunion de la suite croissante des sous-groupes H. , l’existence de
est donc établie par induction, d’où la proposition 3. 

J

A l’opposé, il existe des groupes monothétiques totalement discontinus, par exem-
ple le groupe additif des entiers p-adiques, muni de sa topologie compacte usuelle



dans lequel le groupe des entiers rationnels est dense, comme il est bien connu.

5. Le théorème d’Helmberg.

Soient G un groupe compact (non nécessairement abélien), et a1 , ... , a
r

des éléments de G en nombre fini. On dira que l’ensemble des éléments

_ ~1 ~2 ~r
~p ~1 ~2. ~ ~r (0~:i k= 1 ~ 2 ~ ... ~ r) est rangé dans un o rd re

naturel si :

- 

x. =e (i. =0 pour tout k=l ~ 2 ~ ... ~ r) ~
- les 2~-1 éléments suivants sont donnés par i. = 0 ou 1 pour tout k ~

avec i. == 1 pour un k au moins ; par ailleurs dans un ordre arbitraire ;

- les 3 - 2 éléments suivants sont donnés par i, = 0 ~ 1 ou 2 pour tout

k , avec i. = 2 pour un k au moins, par ailleurs dans un ordre arbitraire ;

-" etco

Les (i + l) premiers éléments de la suite x ainsi construite sont précisé-

~1 
’ 

’r 
P

ment les a....a ~ où 0~i.~i pour tout k== 1 ~ 2 ~ ... ~ r ~

THÉORÈME 2. - Soient G un groupe compacta et a1 , ... , ak , ... , a r élé-

ment s de G tels que, pour toute r. u. i. x ~ M(x) non triviale de G , l’un
au moins des a. vérifie det[M(ak) - M(e)] ~ 0 . Alors la suite des

xp = ai11 ai22 ... airr , rangés dans un est équirépartie dans G .

DÉMONSTRATION. - Soient , x ~ M(x) une r. u. i. non triviale de G , et 
a.,

qui, en vertu de l’hypothèse, vérifie



Considérons séparément chaque terme à l’intérieur du crochet pour en effectuer
une majoration. Adoptons les notations suivantes : A = ~aij~ étant une matrice

d’ordre 03BB , on désignera par le, matrice d’éléments la..1 ; soit d’ autre

part F la nlatrice d’ éléments a. , = 1 quels que soient l i , j  03BB . On a
immédiatement les règles suivantes :



résulte en vertu de l’hypothèse (4) :

On obtient successivement les majorations :

De (7) et (8), on déduit immédiatement que (6) tend vers 0 quand n tend vers

l’infini,
~ 

C.Q. F. D.

REMARQUES.

1° L’hypothèse du théorème 2 est encore valable, (a) si l’on change l’ordre des

al ’ ... , a ; (b) si l’ on ajoute à ces éléments un nombre fini a r+1 9 ... , a
d’autres éléments. Les suites x obtenues dans ces diverses circonstances sont

toutes équiréparties. 
P



2° Si a. ~ a ~ . , . s a satisfont à l’hypothèse du théorème 2, ils forment
un système fini de générateurs topologiques de G (cette affirmation n’est qu’un
faible corollaire du théorème z ~ . La réciproque est vraie dans le cas où G est

abélien, mais non en générale
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