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Séminaire DUBREIL-PISOT 2-01
(Algébre et Théorie des nombres)
l4e annde, 1960/61, n° 2 21 novembre 1960

SUR IES MODULES PROJECTIFS

par Jean-Pierre SERRE

Conventions.

Tous les anneaux considérés dans cet exposé sont supposés commutatifs, noethé-
riens, et pourvus d'un élément unités Tous les modules sur ces anneaux sont sup=

posés unitaires et de type fini.

Introduction.

Les modules projectifs sur un anneau de dimension O ou 1 sont assez bien
connus (cfe par exemple [10])s Il n'en est plus de mfme en dimension supédrieure.
Par exemple, lorsque n est un entier >3 , on ignore si tout module projectif
sur ll'anneau des polynfmes k[X1 y soe Xn] est libre (k désignant un corps).
Pour n =2, on sait d'aprés SESHADRI [13] qu'il en est bien ainsi 3 dans la
premiére partie de cet exposé nous reproduisons sa démonstration, en 1'adaptant
a un cadre un peu plus général. Dans la deuxiéme partie, nous construisons cer-
tains modules projectifs, et nous montrons que, s'ils sont libres, certaines
variétés algébriques sont des "intersections complétes" ; dans cette direction,
de nombreuses questions restent & résoudre. Les deux parties sont essentiellement
indépendantes.

I. Le théoréme de Seghadri.

1. Enone Se

by

Soit A wun anneau, et soit A[X] 1'anneau des polyndmes en une variable a
coefficients dans A « Si E est un A-module, nous noterons E[X] le A[XJ-mo-

dule défini & partir de E par extension des scalaires. On a ¢

E[X] = A[X] ® E .

Tout élément f e E[X] s'éerit de fagon unique sous la forme

i
f:ZaiX ,

ou les a, sont des éléments de E , nuls sauf un nombre fini d'entre eux.
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Soit F un A[X]-module. Nous dirons que F provient de A s'il existe un
A-module E tel que E[X] soit isomorphe & F o Cette condition détermine alors

E & isomorphisme prés, car E = F/XF .

e théoreme de SESHADRI s!énonce ainsi ¢

THYOREME 1, - S1 A est un anneau de Dedekind, tout A[X]-module projectif pro-
vient de A .

COROLIAIRE 1. - Tout A[X]-module projectif non nul est somme directe d'un mo-

dule libre et d'un module de la forme a[X] , ol « estun idéal non nul de A

Cela résulte du théordme de structure des A~modules.

COROLLAIRE 2, - Si A est un anneau principal, tout A[X)~module projectif est
libre.

Cela résulte du corollaire 1 (ou du théoréme 1, au choix).

[Le théoréme 1 a été démontré par SESHADRI lorsque A est 1'anneau de coordon~
nées d'une courbe affine non singuliére définie sur un corps algébriquement clos

[14], et lorsque A est un anneau principal [13].]

REMARQUE. - Soit F un A[X]-module projectif. Si F est de rang 1 , il cor-
respond & une classe de diviseurs de A[X] (en effet les amneaux locaux de A[X]

asont réguliers, donc factoriels)s Or, il est facile de prouver que le groupe
C1(A[X]) formé par ces classes de diviservs est isomorphe au groupe c1(a)

(cfs par exemple [7])s Il stensuit que F provient de A . Si mintenant le rang
de F est 22, le théoréme 1 de [10] montre que F =L oQ , ou Q est de rang
2 (en effet, dimA[X]=dimh +1 g2 ). Finalement, on voit qu'il suffit de
prouver que tout A[XJ=module projectif de rang 2 provient de A ; c'est ce que

nous ferons au numéro 3,

2+ Résultats auxiliaires.

IEME 1, - Si E et E? cont deux A~-modules, EmX[Y](E[X] , Et[X]) stiden-
tifie & Extz(E , E1) [X].

En effet, A[X] est un A-module libre, donc plat, et 1l'on peut appliquer 1texer-
cioce 11, pe 123=124, de [1]
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REMARQUEs = Soit O - E' » E" -» E - O une suite exacte, et e 1'élé-
ment correspondant de Ext‘k E ’ E') « Cette suite définit une autre suite exacte &

0 - E[X] - Ev[X] - E[X] - 0,

dvolh un élément e(X) € Exti[X](E[X] y Et[X]) « On vérifie aisément que 1'iso~
morphisme du lemme 1 transforme e(X) en 1'image canonique de e dans
EX’GX(E y E') [X] ; nousnotaronsencare ¢ cette image (c'est un polynfme "réduit &

son terme constant").

A partir de maintenant, et jusqu'a la fin du numéro 3, nous supposerons que A

est un anneau de Dedskind.

Soit p un idéal premier non nul de A , soit k = A/ , et soit E un A-mo-

dule projectif de rang 2

On sait (cfe [10] par exemple) que E =EAE est un k-espace vectoriel de
dimension 2 « Il s'ensuit que E[X] = E[X]/pE[X] est un module libre de rang
2 sur 1l'anneau k[X]

[EME 2 - Tout automorphisme de déterminant 1 de E[X] est induit par un

automorphisme de E[X] .

Dtaprés le théoréme de structure des A-modules projectifs, on peut supposer que
E est de lafome E=za @b, ol a et b sont deux idéaux non nuls de A .
L'espace vectoriel E se décompose alors en somme directe des deux sous-espaces
de dimension 1 , & et b . En prenant des bases & et 1 de ces espaces,
on obtient du mfme coup une base du k[X]-module E[X] . Soit 6 un autemorphisme
de déterminart 1 de ce module ; il nous faut trouver un automorphisme f de
E[X] dont la réduction F mod p soit égale & 6 « Comme l'anneau k[X] est
euclidien, la matrice représentant 6 est produit de matrices de 1l'un des types
suivants (of. [15], § 108) ¢

(a) Matrice triangulaire supérieure, 6, = ‘{1 P(X)\ sy P(X) e k[X].
0 1.

I

(b) Matrice triangulaire inférieure, © N {1 O) .

\P(X) 1

(6) Matrice diagonale, 93 =(2 O\'_, Ap =1,
l.li

I1 nous suffit évidemment de prouver que ces trois types de matrices "se remontent"
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(c'est-a-dire sont de la forme f , ob f est un automorphisme de E[X])e On
peut méme se borner aux deux premiers types 3 en effet, une matrice 93 appar-
tient & SL(2 , k) , donc est produit de matrices du premier type (cf. [2], pe 36).

Considérons donc une matrice du type (a) « Soit P(X) =X o5 x* , avec

c; € k_{ On reléve chaque cy e-rf un élément Xy de 1'idéal fractionnaire

¢ = ba (cela a un sens, car ¢ est de dimension 1 sur %k , et la donnde

des bases & , n définit une bage F;"ln de € sur k). Soit Q(X) =>:xixi.
Si ge «[X] , ona Qg eb[X] . On peut donc définir un automorphisme f de

E[X] au moyen de la matrice @

f:{

et il est clair que f =6, « On raisonne de méme pour 6, »

Ce Qe Fo Do

On conserve les mémes hypothéses sur p et sur E . On pose V = Extz(k , B)

En localisant en p , on voit que

V = Ext, (k , E) = Ext; (k , B
p

P)’

et on en déduit que V est un espace vectoriel de dimension 2 sur Xk .

. 1 2
IEME 3. = Soit ¢ € Ebe[X](k[X] s E[X]) = V[X] un &lément tel que 1'exten—
sion Fe, correspondante soit un A[XJ-module projectif. Si &y et e, forment
une base de V sur k , les composantes de € suivant e, et cy sont des

—

éléments étrangers de k[X] .

Par construction méme de F , on a une suite exacte de AlX J=modules ¢
OeE[X]—-)Fe»k[X]—)O .

S1 G est un A[X]~module, le fait que F. soit projectif montre que 1'homo-

morphisme
. » 1
d s HomA[X](E[X] , G) - ExtA[X](k[X] , G)
est surjectif,

De plus, si h e HomA[X](E[X] s G , d(h) n'est autre que he(e) , image de
€ par l'homomorphisme
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h, : Exti[xj(k[}(] ,E[X]) - Extypyy(x], Q.

On applique ceci & G = k[X] . Pour faire le calecul, il est commode de supposer

gue A est un anneau principal (on se raméne & ce cas en remplagant A par

2

1tanneau local AP ), et E = I ; 1ltisomorphisme E = A" définit alors une

base e; , ¢, de V . On décompose & sulvant cette base @
e =g (X) e + 82(X) ey Si(X) e x[x] .

Un homomorphisme h : E[X] - k[X] est donné par ses deux composantes
hy x) , h2(X) e k[X] « Le module ExtX[X](k[X] , k[X]) s'identifie & k[X] .

Enfin,
b () = () & () + D) S0
Puisque d est surjectif, il existe h; et h, tels que h*(a) =1, ce qui
prouve bien que el(X) et 82(X) sont étrangerse
[Inversement , il est facile de montrer que, si &, (X) et SZ(X) sont étran=

gers, le module F_  est projectif Je

IEME 4. - Bvec les hypothéses du lemme 3, il existe un automorphisme f de
E[X] tel que f*(s) =€ o

1o suite exacte 0 » P » A = k = O montre que V =P"1 E/E ; le choix
d'un générateur de pAP permet donc d'identifier V et E = E/pPE . Cette iden=-
tification est compatible avec les structures de HomA(E ’ E)-modules de V et
de E . On identifie de méme V[X] et E[X].

Ceci fait, puisque €&, et €, sont étrangers, il existe h; , h, tels que

hlsl+h282=1.Lamatr’ice

est unimodulaire, et transforme € en e, . Dtaprés le lemme 2, il existe un au-
tomorphisme f de P telque f = 6. D'oh le lemme.

IEME 5, - Soit O - EB[X] - F = A/p[X] - O une suite exacte, avec E
projectif sur A , et F projectif sur A[X] . Le module F provient alors de A .

Soit € 1'élément de Extz[xj(ﬂ/p[x] , B[X]) correspondant & cette extension.
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D'aprés le lemme précédent, il existe un automorphisme f de E[X] qui trans-
forme € ecn un élément ¢ indépendant de X . Le module F est isomorphe au
module Fe correspondant & e . Puisque e est indépendant de X , Fe est de
la forme Et[X] , ot E! est une extension de A/p par E . Done F provient de
A,

3« Démonstration du théoréme 1.

IEMME 6. = Soit A un anneau régulier de dimension < 2 . Soient P et Q

deux A-modules projectifs, contenus dans un méme A-module sans torsion X .
D 3

Alors Pn Q cst un A-module projectifs

On se ramene tout de suite au cas o A est un anneau local régulier de dimen—

sion 2 . On a 1o suite exacte :
0 - PnQ » PeQ -» P+Q =0 .

Pour prouver que dah(P n Q) =0 , il suffit de prouver que dh(P +Q) <1 . Or
P + Q est un module sans torsion. On a donc codh(P +Q) > 1 (cf. (9] pour

tout ce qui concernc la codimension homologique). D'o dh(P + Q) L1,
Co Q. Fo Do
[On aurait égalcment pu utiliser le fait que tout module réflexif sur A est
projectif, cfe [11], lomme 6].

Soient maintenant P et Q deux modules projectifs de rang 2 sur A[X],
avec Qc P.Si n estun entier >0 , nous dirons que le couple ®,Q

vérifie la propridété Tn s'il existe un idéal non nul a de A <vérifiant les

deux conditions suivantes g

(i) aPcQ
M
(i1) Si «= Hpi est la décomposition de « en facteurs premiers, on a

zni':-'ne

IEME 7. - Pour tout module projectif P de rang 2 sur A[X] y il existe un

sous-module libre Q de P ct un entier n >0 tels que (P s Q) vérifie Tn .

Soit 8 = A -{0} , et soit K 1e corps des fractions de A . On a st A=K,

—1 -
et S A[X] =K[X] . Comme K[X] est principal, le module S Lp et libre. On

en conclut qu'il existe un sous-module libre Q de P s de rang 2 , tel que
~1
S

-1 . s ’= 2 o .
P=5"Q.8i P est engendré par des éléments X, 5 il cxiste donc S5 € S
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tel que Sy xie Q o L'idéal « de A engendré par le produit des 85 vérifie
alors (i),

C. Q. F. D.

IEME 8. - Soit n un entier >0 , et soit (P , Q) wun couple vérifiant T .

Si Q provient de A , il en est de méme de P .

On raisonne par récurrence sur n 3 si n=0, ona P =Q , et notre asser-
tion est triviale.

Soit donc n>1 , soit « un idéal vérifiant (i) et (ii), et soit p un idé-
al premier de A divisant <« « Posons @ =bp . Le module PP est projectif
(ctest évident par localisation, par exemple). Posons @

Q' =Q n PP 9 P' = pP .
Dtapres le lemme 6, Qv est projectif. D'autre part, on voit tout de suite que
BP' ¢ Q' , donc (P! , Q') vérifie T ., »
Considérons alors la suite exacte $
0 - Q/p = QfQ - PB/PP .
Si k =Afp , les k[X]-modules QFQ et P/pP sont libres de rang 2 + Ily
a donc trois possibilités pour Q‘/bQ :

ae Q!'/pQ =0 . Dans ce cas, Q' =pQ , donc Qf provient de A (car PQ peut

aussi s'éerire p g Q ).

be Q'/f) est isomorphe & k[X] . Corme pQ provient de A , le lemme 5 s'ap-
pligque aux modules F =Q' et E[X] =pQ . On en conclut que Q! provient de
A

ce Q'/pQ est libre de rang 2 sur k[X] . Comme le quotient de Q/pQ par
Q¥/pQ est sous-module de P/pP , donc sans torsion, on a nécessairement
Q'/pQ =Q/pQ , d'ok QF =Q et Q! provient encore de A .

Dtaprés l'hypothése de récurrence, P' provient aussi de A , et comme P est

isomorphe & ot ® P' , il en est de méme de P,
Ce Qe Fo Do

En combinant les lemmes 7 et 8, on voit que tout module projectif de rang 2
sur A[X] provient de A , ce qui &établit le théordme de SESHADRI.
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II. Intersections completess

4. Constructions.

IEME 9. - Soit A un anneau, soit E un A-module, et supposons @

(i) dh@E) <1 .
(11) Exti(E , ) =0 .

Alors E est projectife

On se raméne tout de suite au cas ot A est local. Puisque dh(E) <1 y 11

existe une sulte exacte

0 - L » I' »= E -» 0

ot L et L' gont libres. Vu (ii), on a Extll&(E , I) =0, ce qui montre que

E est facteur direct de L' , donec projectifs

PROPOSITION 14 = Soit F un A-module de dimension homologique < 1, soit
g eEx‘ci(F y A) , et soit EE 1l'extension de F par A correspondant & § .
Pour que Ei soit un module projectif, il faut et il suffit que & engendre le
A-module Exti(F s A)

La suite exacte
0 » A - Ea - F - 0
montre que dh(EE) <1 . La suite exacte des Ext s'éerit iei ¢

4 1 1
HomA(A , A) — ExtA(F , A) = Exl-,A(E5 s 4 = 0 .

On a HomA(A s A) = A, et 1'image par d d'un élément x € A est égale A

x&.+ L'application d est donc surjective si et seulement si & engendre
1

ExtA(F , A) « La proposition résulte de 1& et du lemme 9.

Supposons maintenant que A soit intégre, ce qui permet de définir le rang

de tout A-module E . Si m est un entier, nous dirons que A vérifie la pro-

priété Lm si tout A-module projectif de rang m est libre. Avec ces notations,

on a 3

PROPOSITION 2. = Supposons que A vérifie la propriété L1 « Soit F un

A-module de dimension homologique < 1 , et de rang m » Alors la condition @
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(i) F peut &tre engendré par m + 1 ¢éléments

entratne la condition @

(ii) Extz(F , A) est un A-module monogéne.

Réciproquement, si A vérifie L, » la condition (ii) entrafne la condition (i).

Si (i) est vérifié, on a la suite exacte 3

0 - P - a™ L 7 5 0 .

Puisque dh(F) <1 » P est projectif. Comme le rang de F est égala m, le
rang de P est égal 2 1 , et on en conclut que P est isomorphe & A « Il exis-
te dong une extension de F par A qui est un module projectif, et la proposi-

tion 1 montre bien que (ii) est vérifide.

Réciproquement, supposons (ii) vérifide, et soit & un générateur de Ext.i((F &)
Soit EE 1'extension correspondante, D'apres la proposition 1, E5 est un A~-mo=-
dule projectif, évidemment de rang m + I . Puisgue A vérifie L ., , E est
isomorphe a Am+l , et comme F est quotient de E , on voit bien que F peut

8tre engendré par m + 1 élémentss,

COROLIAIRE. - Supposons que A vérifie les propriétés L, et L‘,2 « Soit «

un idéal non nul de A , de dimension homologique < 1 + Les deux conditions sui=

vantes sont alors équivalentes @

(i) a peut &tre engendré par 2 élémentse

(ii) Ext‘i(c; , A) est un A-module monogénes

En effet, le rang de « est égal a 1 .

1
(Noter que ExtA(a , A) = Exti(A/cc , A) , & cause de la suite exacte des Ext ).

5 Le cas de la dimension 2 o

IEMME 10, -~ Soit A wun anneau local régulier de dimension n , et soit & un

idéal de A qui soit primaire pour 1'idéal maximal m de A . Pour que a soit
irréductible, il faut et il suffit que Bxt, (4/x , A) soit monogéne.

(Rappelons que a est dit irréductible s'il n'est pas intersection de deux
idéaux b, et bg , avec bizé'; pour i=1,2).

Dans le cas classique, ce résultat est dfi & MACAUIAY (au langage prés) ; le cas
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général est dfi & GROTHENDIECK et GABRIEL (cf. [3], n° 8). Rappelons briévement
comment procéde GABRIEL 3

Soit k = A/m , et soit I 1ltenveloppe injective de k o On montre que I
stidentifie & 1_1.)m Ebe(A/q y 4 , pour ¢ parcourant l'ensemble des idéaux de
A primaires pour m . S1 E est un A-module de longueur finie, on pose
Et = HomA(E ’ I) s c'est le module gll_gl du module E . Cette dualité jouit des

propriétés habituelles (elle fournit une équivalence de la catégorie des

Aemodules de longueur finie avec la catégorie duale)s. On vérifie également que
EV est isomorphe a Extz(E ,A) «8i E =A/a s E'l n'est pas autre chose que
le sous-module de I annulé par « , on le note o (c'est 1' Minverse system
de MACAUIAY). Comme la dualité transforme intersection en somme, on voit que «
est irréductible si et seulement si a"l n'est pas somme (de fagon non triviale)
de deux sous-modules, c'est-a~-dire si c-l est monogene. Comme cc—l est iso=-

morphe & ExtX(A/ a, A) , cela démontre le lemmes

PROPOSITION 3. = Soit A un anneau local régulier de dimension 2 , et soit

a un idéal de A qui soit primaire pour 1'idéal maximal de A « Les deux con-

ditions suivantes sont alors équivalentes @

(1) a peut &tre engendré par deux &léments }

(i1) o« est irréductibles

On applique le corollaire & la proposition 2. Comme A est local, il vérifie
Ly et L, . Comme il est régulier de dim;znsion 2 ,ona dn(a) <1 . Enfin,
le lemme 10 montre que la condition "ExtA(q , A) est monogéne!" peut &tre rem-

placéepar la condition (ii).

REMARQUE. -~ Le résultat précédent avait été démontré par MACAULAY [6] dans le

cas particulier de la géométrie algébriques

Passons maintenant au cas globals Soit C un ammeau principal, ayant une in-
finité d'idéaux premiers, et soit A = C[X] . D'aprés le théoréme de Seshadri,
A vérifie 11 et L2 « On peut en outre démontrer que tout anneau local A
o m est un idéal maximal de A , est un anneau local régulier de dimension 2 .

FROPOSITION 4. - Sous les hypothéses précédentes, soit « un idéal de A dont
tous les idéaux premiers asgocids soient maximaux. Soit

'32=qlﬂ * s ﬂqh
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la décomposition primaire de « dans A . Alors, pour que « puisse 8tre en~
gendré par deux éléments, il faut et il suffit que tous les q3 soient irréduc-

tibles.

Soient My g eve My les idéaux maximaux correspondant aux qi » et posons
Ay =4 . En localisant en m; , on voit facilement que ExiA(a s 4) est som-

me diredte des modules Qi = Extz (C{:.L ’ Ai) , lesquels sont de longueur finie
i

sur Ai « On en conclut que Exﬁi(a , A) est monogdne si et seulement si tous
les Qi le sont, c'est-d-dire (proposition 3) si et seulement si les 93 sont

irréductibles. La proposition résulte alors du corollaire & la proposition 2.

REMARQUE. - La proposition précédente s'applique notamment & 1l'anneau “E[X] ’

ainsi qu'aux anneaux de polyndmes k[X , Y] , o k est un corpse

6e Formes différentielles et foncteurs Ext

A partir de maintenant, nous nous bornons au cas géométrique, autrement dit,
nous considérons des variétds algébriques sur un corps algébriquement clos k 3

les notations employées seront celles de FAC [8].

Soit V une variété non singuliére de dimension r j; nous noterons Q, le
faisceau des formes différentielles de degré r sur V . Clest un faisceau lo-
calement libre de rang 1 . Soit maintenant W une sous-variété de V . Suppo-
sons W de codimension h en tous ces pointss Si W est non singuliére, le

faisceau §)w est défini, et 1'on construit facilement un isomorphisme canonique 3

WQEXth,(Gw » ) =%
(ofs [5]).

Lorsque W n'est plus non singuliere, on mrend la forrmle précdédente comme
définition du faisceau §?w o Lorsque par exemple W est une courbe, GROTHENDIECK
a verifié que le faisceau f?w ainsi défini cofincide avec le faisceau des

"formes différentielles régulidres" de W » au sens de ROSENLICHT (ctest le fais-
ceau noté Q' dans [12], chap. IV, § 3).

Nous dirons que W est une varidété de Cohen~Macaulay si les anneaux locaux de

W sont de Cohen-Macaulay, c'est-d-dire si leur codimension homologique est éga-

le & leur dimension. Toute courbe est une varidté de Cohen~Macaulays Nous dirons

s 2 I 3 o I 2 i
que W est une variété de Gorenstein si c'est une variété de Cohen-Macaulay, et
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si ()w est localement libre de rang 1 . Pour une courbe, céla signifie que,
pour tout Q € W, on a 1'égalité "y = 26Q ", cfs [12], po 80=8le Nous dirons
que W est une intersection compléte en Q (resp. sur une variété affinme V)
si 1'idéal < de QQ(V) (resp. de 1'algébre affine de V) défini par W peut

Etre engendré par h é&léments. On démontre aisément que, si W est une inter-

section compléte en Q , c'est une variété de Gorenstein en Q o

7+ Dimension supérieure.

Commengons par le cas local :

PROPOSITION 5. - Soit V une variété non singulidre, soit Qe V , et soit W

une sous-variété de V de codimension 2 passant par Q « Les deux conditions:

suivantes sont équivalentes @

(1) W est une intersection compldte en Q

(i1) W est de Gorenstein en Q@ .

On sait déja que (i) ==> (ii). Inversement, soit A 1tammeau local de Q sur
V, et soit « 1'idéal de A défini par W . L'hypothdse (ii) équivaut & dire
que Exii(A/b ; A) est isomorphe & A/e , donc est monogdne ; la proposition ré-

sulte alors du corollaire & la proposition 2.

COROLLAIRE. - Dans une variété non singuliire de dimension 3 , toute courbe de

Gorenstein est localement une intersection compléte.

Dans le cas global, il nous faut faire davantage d'hypothéses ¢

PROPOSITION 6. - Soit V wune variété affine non singulidre sur laquelle tout

fibré vectoriel de rang 1 est trivial. Soit W une sous-variété de Cohen—

Macaulay de V , de codimension 2 en chacun de ses points. La condition

(1) W est une intersection compldte dans V ,

entrafne alors :

(ii) Le faisceau Q est isomorphe au faisceau Oy o

Réciproguement, si tout fibré vectoriel de rang 2 sur V est trivial, la
condition (ii) entrafne la condition (i)

Le faisceau Q?V est localement libre de rang 1 , donc isomorphe & GV d'apres

1'hypothése faite sur V. Si W est une intersection compléte, on en déduit une
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résolution explicite de ®w. qui montre tout de suite que (ii) est vérifide. In-
versement, si A (resp. a) désigne 1l'anneau de coordonnées de V (resp.
1'idéal défini par W ) , le faisceau associé 2 Extz(A/a y &) est isomorphe

& Qp 3 si (i) est vérifié, on en déduit que ExtA(&/q , A) est monogéne

(en fait isomorphe & A/a ). D'autre part, puisque A/« est localement un an-
neau de Cohen-Macaulay, on a dh(a) < 1 . On peut donc appliquer le corollaire

a4 la proposition 2,
Ca Q. F. D.

EXEMPLE. -~ Prenons pour V l'espace affine de dimension 3 , et pour W une

courbe de cet espace affine. Un en déduit que, pour que W soit une intersec-
tion compléte, il faut que ce soit une courbe de Gorenstein, et que son fibré
tangent (correspondant au dual du faisceau §?w ) soit triviale On ne pourrait
affirmer la réciproque que si l'on savait que tout fibré vectoriel de rang 2
sur l'espace affine k3 est trivial (en particulier si 1l'on pouvait étendre le

by

théoréme de Seshadri & la dimension 3 ).

COROLLAIRE. - Supposons que tout fibré vectoriel de rang 2 sur l'espace af-

fine k3 soit trivial. Soit W wune courbe non singulidre de k? de genre O

ou 1 . Alars W est une intersection complites

Puisque W est non singuliére, elle est de GORENSTEIN, et il nous faut voir
que son fibré tangent est trivial. C'est clair pour le genre 1 (car le fibré
tangent d'une courbe elliptique est trivial). Pour le gerre O 5 cela résulte

du fait que tout fibré vectoriel sur la courbe est triviale

[Ainsi, pour mettre en défaut le théoréme de Seshadri en dimension 3 , 11
suffirait de construire une courbe non singulidre de k3 g de gemre 0 ou 1 ,
qui ne soit pas une intersection compléte... Malheureusement, il est difficile
de prouver qu'une courbe, donnée explicitement par des équations, n'est pas

une intersection compléte. ]

8¢ Intersections compldtes de codimension 2 dans 1'espace projectif.

LEME 11s - Soit A un anneau local régulier de dimension m, et soit E un

A-module de Cohen-Macaulay de dimension m - h (autrement dit, on a
dim(E) = m ~ h = cod h(E) ). On a alors Extz(E oA =0 pouwr iAh, et le
module E? = Exiﬁ(E > A) est un module de Cohen-Macaulay de dimension m=h «




2-14

Ce résultat est bien connu (cfe par exemple [Sj, page 8) 3 rappelons rapide-

ment la démonstration ¢

Lorsque h=m , E est de longueur finie, et le lemme se démontre immédia-
tement par récurrence sur la longueur de E . On raisonne ensulte par récurrence
sur m - h = codh(E) . Si x est un élément de 1'idéal maximal m de A qui

fait partie d'une "E~-suite", on a la suite exacte

0 » E3 E o> E/xE =+ 0 .

Doy la suite exacte des Ext ¢
i i X i i+l

Ex‘bi(E/)&} ;A) » Ext €, A) S Ext (B, A) - Ext (E/<E , A) .
Comme E/3E est un module de Cohen-Macaulay de dimension m = h =1 , 1'hypothe-
se de récurrence montre que X @ Exti(E , 4) - ExtX(E s A) est surjectif
pour iZh , d'od la nullité de Exti(E , A pour iAh.Powr i=h, on
voit que x est non diviseur de zéro dans E' , et que E'/xE! s'identifie &
Exii+l(E/XE ’ A) ; comme ce dernier module est un module de Cohen-Macaulay de

dimension m = h =1 , cela achéve la démonstration.

REMARQUE. - Le résultat ci-dessus (comme d'ailleurs tous les résultats locaux
de cet exposé) reste valable lorsqu'on remplace A par 1llalgebre graduée
k[Xl s oo s an ( X é&tant un corps), et E par un A-module gradué. Cela se
voit, soit en refaisant la démonstration dans ce nouveau cadre, soit tout sim-
plement en passant au localisé de k[X1 s see Xm] par rapport & 1'idéal ma-
ximal engendré par les Xi .

PROPOSITION 7. = Soit r un entier >3 , et soit W une sous~variété de

1tespace projectif ~2r(k) qui est de codimension 2 en chacun de ses pointse

Pour que W soit une intersection compléte, il faut et il suffit que les deux

conditions suivantes soient satisfaites ¢

(8) W est une variété de premidre espéce au sens de DUBREIL (cf. [4], ain-
si que FAC, [8], n2 77).

(b) I1 existe un entier N tel que le faisceau (2w soit isomorphe a OWGN) .

Soit A = k[TO s eee Tr] , €t soit « 1'idéal de A défini par W . Dire
que W est une intersection compléte signifie que a peut &tre engendré par
deux polyn8mes homogeénes. Si tel est le cas, on sait que dh(A/a) =2, ce qui
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signifie que W est de premiére espece (cfe FAC, n° 77 et 78)s De plus, si
1'on désigne par d; et d, les degrés de ces polyn8mes, on a une suite exac-

te de faisceaux @

0 » o0f=d =-d) » o-d)eol-d) » o » 0y »0

Cette suite permet de calculer Qp » en tenant compte de ce que QV =O(=1r =1)

On trouve 3

Qy = OW(N) savec N=d +dy=-r =1, (cf+ loce cite, proposition 5) .

Inversement, supposons les conditions (a) et (o) vérifides et montrons que

W est une intersection complétes Soit F = Exti(A/a , A) ; d'aprés le corollaire
4 la proposition 2 (transposé au cas gradué), il nous suffit de prouver que

F est un module gradué monogéne. Le faisceau & associé & F n'est autre que
le faisceau E&tg(ﬂw » ©) , clest-a-dire le faisceau Qw(r + 1) + Vu 1thypothése
(b) , c'est le faisceau OW(N +1r +1) . Notons alors F7 1e module gradué at-
taché au faisceau & (cf+ FAC, n® 67). Puisque le module attaché & O, est
Aa/a (FAC, p» 273, proposition 5, (a)), ona FT=A/a(N +r +1) , et F”

un module monogéne. Mais d'autre part, le lemme 11 montre que dh(F) =2+ On en

est

f=.
déduit que 1'application canonique F - F 7 est bijective (cfs FAC, po 271,
proposition 2 = clest ici qu'intervient 1'hypothése r >3 )« Done F est mono-

gene,

Ce Qo Fo Do

COROLLAIRE. - Pour qu'une courbe non singuliére W de 3.3(1{) soit une inter-

section compléte, il faut et il suffit que ce soit une courbe de premiére es-

péce et que sa classe canonique soit égale 4 un multiple entier de la classe

des sections planess

En effet, si K est un diviseur canonique, et si H est un diviseur découpé
sur W par un plan, la relation "Krn NJH " est équivalente & la relation
"Qy ©€st isomorphe & OW(N) ",

EXEMPIE. - Soit W wune courbe de genre 4 , non hyperelliptiques Le systeéme
lindaire des diviseurs canoniques de W définit un plongement de W dans
AI"g(k) « Ce plongement vérifie les conditions (a) et (b) , avec N =1 . On
retrouve ainsi le fdit que W est intersection cempléte de deux surfaces de

degrés 2 et 3.
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