
Séminaire Dubreil.
Algèbre et théorie
des nombres

JEAN-PIERRE SERRE
Sur les modules projectifs
Séminaire Dubreil. Algèbre et théorie des nombres, tome 14, no 1 (1960-1961), exp. no 2,
p. 1-16
<http://www.numdam.org/item?id=SD_1960-1961__14_1_A2_0>

© Séminaire Dubreil. Algèbre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1960-1961, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algèbre et théorie des nombres » im-
plique l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SD_1960-1961__14_1_A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


2-01

SUR LES MODULES PROJECTIFS

par Jean-Pierre SERRE

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
14e année, 1960/61, n° 2 21 novembre 1960

Conventions.

Tous les anneaux considérés dans cet exposé sont supposés commutatifs, noe thé-

riens, et pourvus d’un élément unité. Tous les modules sur ces anneaux sont sup-
posés unitaires et de type fini.

Introductiono

Les modules projectifs sur un anneau de dimension 0 ou 1 sont assez bien

connus (cf. par exemple [10]). Il n’en est plus de m~me en dimension supérieure.
Par exemple , lorsque n est un e ntier > 3 9 on ignore si tout module projectif
sur l’anneau des polynômes k[X1 , ... , Xn] est libre ( k désignant un corps).
Pour n = 2 , on sait d’après SESHADRI [1f3 ~ qu’il en est bien ainsi ; dans la
première partie de cet exposé nous reproduisons sa démonstration, en l’adaptant
à un cadre un peu plus général. Dans la deuxième partie , nous construisons cer-
tains modules proj ectifs, et nous montrons que , s’ils sont libres, certaines
variétés algébriques sont des "intersections complètes" ; dans cette direction,
de nombreuses questions restent à résoudre. Les deux parties sont essentiellement

indépendantes.

I. Le théorème de Seshadri. 

1. Énoncé.

Soit A un anneau, et soit A[X] l’anneau des polynômes en une variable à
coefficients dans A . Si E est un A-module, nous noterons E[X] le 

dule défini à partir de E par extension des scalaires. On a :

Tout élément f E E[X] s’écrit de façon unique sous la forme

où les a, sont des éléments nuls sauf un nombre fini d’ entre eux.1



Soit F un A[X]-module. Nous dirons que F provient de A s’il existe un

A-module E tel que E[X] soit isomorphe à F o Cette condition détermine alors

E à isomorphisme près., car E = 

Le théorème de SESHADRI s’énonce ainsi x

THÉORÈME 1. - Si A est un anneau de Dedekind, tout projectif pro-

vie nt de A o

COROLLAIRE 1. - Tout proj ectif non nul est somme directe d’un mo-

dule libre et d’un module de la f orme a ~X ~ ~ où a e st un idéal non nul de A c

Cela résulte du théorème de structure des A-modules.

COROLLAIRE 2. - Si A est un anneau principale tout A[X]-module projectif est

librec

Cela résulte du corollaire 1 (ou du théorème 1 g au choix) 0

[Le théorème 1 a été démontré SESHADRI lorsque A est l’anneau de coordon-

nées d’une courbe affine non singulière définie sur un corps algébriquement clos

[14]~ et lorsque A est un anneau principal ~13~ ~S~

REMARQUE. - Soit F un A[X]-module projectif. Si F est de rang 1 , il cor-

respond à une classe de diviseurs de A[X] (en effet les anneaux locaux de A[X]

sont réguliers:9 donc factoriels.) a Or; il est facile de prouver que le groupe

C1(A[X]) formé par ces classer de diviseurs est isomorphe au groupe Cl(A)

(cf. par exemple ~7~) ~ Il siensuit que F provient de A o Si maintenant le rang

de F est ~ 2 ~ le théorème 1 de [10] montre que F = L ~ Q , où Q est de rang

2 (en effet, dim A[X] = dim A + 1 ~ 2 ). Finalement, on voit qu’il suffit de

prouver que tout A[X]-module projectif de r ang 2 pr ovient de A ; c’est ce que

nous ferons au numéro 3 ~

2. Résultats auxiliaires. ,

LEMME 1. E et E 3 s ont deux A-modules, E’[X]) 
tif ie à E’) ~X ~ ~

En effet, est un A-module libre, donc plat, et l’on peut appliquer 

cice 11, ps 123-124, de [lJo



REMARQUE. - Soit O ~ E’ ~ E" ~ E ~ 0 une suite exacte, et e l’élé-

ment correspondant de E’) . Cette suite définit une autre suite exacte :

d’’où un élément e (X) e E ~ X . On vérifie aisément que l’iso-

morphisme du lemme 1 transforme e (X) en l’image canonique de e dans

E~) [X] ; noua noterons encore e cette Imago (c’est un polyn8me "réduit à
son terme constant").

A partir de maintenant, et jusqu’à la fin du numéro 3 ~ nous supposerons que A

est un anneau de Dedôkind.

Soit p un idéal premier non nul de soit k = et soit E un A-mo-

dule projectif de rang 2 .

On sait (of. [10~] par exemple) que E - E/pE est un k-espace vectoriel de

dimension 2. Il s’ensuit que ~~X~ ~ est un module libre de rang

2 sur l’ anneau 

IEME 2. - Tout automorphisme de déterminant 1 de est induit par un

automorphisme de E[X] .

D t après le théorème de structure des A-modules projectifs, on peut supposer que
E est de la forme a et b sont deux idéaux non nuls de A.

L’espace vectoriel E se décompose alors en somme directe des deux sous-espaces
de dimension 1 , a En prenant des bases 1 et ~ de ces espaces,
on obtient du coup une base du k[X]-module B[X~] . Soit 8 un automorphisme
de déterminant 1 de ce module ; il nous faut trouver- un automorphisme f de

E[X~] dont la réduction f modp soit égale à 8 . Comme l’anneau est

euclidien, la matrice représentant 0 est produit de matrices de l’un des types
suivants (cf. [15], § 108) s

Il nous suffit évidemment de prouver que ces trois types de matrice s « se remontent"



sont de la forme ? ~ où f est un automorphisme de On

peut même se borner aux deux premiers types ; en effet, une matrice 0 appar-

tient à SL(2 ~ k) , donc est produit de matrices du premier type (cf. [2]~ p. 36).

Considérons donc une matrice du type (a) . Soit == S Xi , avec
c. e k . On relève chaque en un élément x. de 1 t idéal fractionnaire

c == ba (cela a un sens , car c est de dimension 1 sur k , et la donnée
des ba se s Ç , q définit une base 03BE -1~ de ? sur k ). Soit Q (X) = Z xi Xi .
Si g e on a Qg ~ b[X] . On peut donc définir un automorphisme f de

E[X] au moyen de la matrice :

et il est clair que f = 6..On raisonne de même pour 6~ ~

On conserve les marnes hypothèses sur p et sur E . On pose V = E) .
En localisant en p, on voit que

et on en déduit que V est un espace vectoriel de dimension 2 sur k.

LEMME 3. - Soit ==V[X] un élément tel que l’exten-

sion F correspondante soit un A[X]-module projectif. Si el et e forment

une base de V sur k , les composantes de e suivant e1 et e2 sont des

éléments étrangers de 

Par construction même de F~ , on a une suite exacte de A[X]-modules :

Si G est un le fait que F E soit projectif montre que l’homo-
morphisme

est surjectif.

De plus, si h e G) , d (h) n’est autre que h~(e) ~ image de
e par l’homomorphisme



On applique ceci à G = k[X] . Pour faire le calcul, il est commode de supposer

que A est un anneau principal (on se ramené à ce cas en remplaçant A par

l’anneau local A 
P 

), et E = A~ ; l’isomorphisme E = A~ définit alors une

base de V. On décompose s suivant cette base :

Un homomorphisme h : E~X~ -~ k[X] est donné par ses deux composantes

e k[X] . Le module s’identifie à k[X] .

Enfin, 

Puisse d est surjectif, il existe h1 et h2 tels que h*(~) = 1 , ce qui
prouve bien que e(X) et sont étrangers.

[Inversement, il est facile de montrer que, si e~(X) et e~(X) sont étran-

gers, le module F 
c 

est projectif]. .

LEMME 4. - Avec les hypothèses du lemme 3, il existe un automorphisme f de

E[X] tel que f~(e) = e~ .
La suite exacte O~p-~A-~k-~0 montre que V = ?" E/E ; le choix

d’un générateur de pAp permet donc d’identifier V et E =E/?E . Cette iden-

tification est compatible avec les structures de Hom~(E , E)-modules de V et

de B . On identifie de même V[X] et E[X] .

Ceci fait, puisque s. et s sont étrangers, il existe h~ tels que

h e~ + h2 s~ = 1 . La matrice 
i ,

e st unimodulaire , et tr ansf or me E en D ’après le lemme 2, il existe un au-

tomorphisme f de P tel que f = 8 , D t où le lemme.

LEMME 5. -. Soit 0 ~ E[X] ~ F ~ A/p[X] ~ 0 une suite exacte, avec E

projectif sur A , et F ectif sur A[X] . Le module F provient alors de A .

Soit £ l’élément de correspondant à cette extension.



Diaprés le lemme précédente il existe un automorphisme f de E[X] qui trans-

forme e en un élément e indépendant de X ~ Le module F est isomorphe au
module F 

e correspondant à e. Puisque e est indépendant de X , F 
e 

est de

la forme où Et est une extension de A/p par E . Donc F provient de
A .

3 . Démonstration du théorème 1.

LEMME 6. - Soit A un anneau régulier de dimension  2 . Soient P et Q

deux A-modules projectifs contenus dans un même A-module sans torsion X .

Alors P n Q est un 1B-module projectif.
On se ramène tout de suite au cas où A est un anneau local régulier de dimen-

sion 2. On a la suite exacte :

Pour prouver que dh(P n Q) = 0 , il suffit de prouver que dh(P + Q) ~ 1 . Or
P + Q est un module sans torsion. On a donc codh(P + Q) ~ 1 (cf. [9~] pour
tout ce qui concerne la codimension homologique). D’où dh(P + Q) ~ 1 ,

C. Q. F. D.

[On aurait également pu utiliser le fait que tout module réflexif sur A est

projectif, cf. [11], lemme 6].
Soient maintenant P et Q deux modules projectifs de rang 2 sur A[X] ~

avec Q c P . Si n est un entier >. 0 ~ nous dirons que le couple (P , Q)
vérifie la propriété T~ s’il existe un idéal non nul a de A vérifiant les
deux conditions suivantes :

(i) aP c Q .

~i(ii) Si (x= 03A0pi1 est la décomposition de a en facteurs premiers, on a
2 n. = n e

LEMME 7. - Pour tout module projectif P de ran 2 sur A[X] , il existe un
sous-module libre Q de P et un entier n > 0 tels que (P . Q) vérifie T .201420142014201420142014201420142014201420142014 - 201420142014201420142014201420142014201420142014 

- 20142014201420142014-3:20142014 B ~ ~ 

Soit S = A - {0} ~ et soit K le corps des fractions de A . On a S"~ A = K ~
et S A[X] = K[X] . Comme K[X] est principal, le module S"~ P est libre. On

en conclut qu’il existe un sous-module libre Q de P y de rang 2 ~ tel que
S P = S Q . Si P est engendré par des éléments x. , il existe donc s. 6 S



te l que Q . L’idéal o~ de A engendré par le produit des S . vérifie

alors 

C . Q. F. D’.

LEMME 8. - Soit n un entier >. 0 , et soit (P , Q) un couple vérifiant T .

Si Q provient de A , il en est de même de P .

On raisonne par récurrence sur n 9 si n = 0 , on a P = Q , et notre asser-

tion est triviale.

Soit donc n ~ 1 9 soit ~: un idéal vérifiant (Z~ et (ïi~.j et soit ~ un 

al premier de A divisant a . Posons a = Le module pP est projectif

(c:’~est évident par localisation, par exemple) . Posons :

D’après le lemme 6, QI est projectif. D’autre part, on voit tout de suite que

Q’ , donc vérifie 

Considérons alors la suite exacte :

, Si k = A/~ ~ le s k[X]-modules et P/pP sont libres de rang 2. Il y

a donc trois possibilités pour Q’/pQ : .

a. Q’/pQ = 0 . Dans ce cas, Q’ = pQ , donc QI provient de A (car pQ peut
aussi s’écrire p A Q ).

b. est isomorphe à k[X~] . Comme pQ provient de A ~ le lemme 5 s ~ ap~-

plique aux modules F = Qt et On en conclut que Q~ provient de

A .

c. est libre de rang 2 sur k~X ~ . Comme le quotient de par

Qi/pQ est sous-module de donc sans torsion, on a nécessairement

= Q/pQ ,d’où Qc =Q et Q’ provient encore de A.

D’après l’hypothèse de récurrence, P’ provient aussi de A ~ et comme P est

isomor he à p-1 ®A Pt > il en est de même de P ,

C. Q. F. D.

En combinant les lemmes 7 et 8 , on voit que tout module proj ectif de rang 2

sur A[X] provient de A , ce qui établit le théorème de SESHADRI.



II. Intersections complètes.

4$ Constructionsc

LEMME 9. -Soit A un anneau, soit E un A-module, et supposons :

(i) dh(E) : 1 .

(ii) A) =0 , .

Alors E est projectife
’ 

On se ramène tout de suite au cas où A est local. Puisque dh(E) ~ 1 , il
existe une suite exacte

où L et L~’ sont libres. Vu (ii)~ on a L) = 0 ~ ce qui montre que
E est facteur direct de L’ , donc projectifo

PROPOSITION 1. - Soit F un A-module de dimension homologique ~ 1 , soit

A) , et soit E03BE l’extension de F par A correspondant 
Pour que Eg soit un module proj ectif, il faut et il suffit que 03BE engendre la

A-module 

La suite exacte

montre que La suite exacte des Ext s’écrit ici :

On a A) = A , et l’image par d d’un élément x ~ A est égale à

x~. L’application d est donc surj ective si et seulement si § engendre

Ext.(F ~ A) .La proposition résulte de là et du lemme 9.
Supposons maintenant que A soit intègre, ce qui permet de définir le rang

de tout A-module E . Si m est un entier, nous dirons que A vérifie la pro-

priété L si tout A-module projectif de rang m est libre. Avec ces notations.,
on a :

PROPOSITION Zo .. Supposons que A vérifie la propriété L , Soit F un

A-module de dimension homologique ~ 1 , et de rang m . Alors la condition :



(i) F peut ~tre engendré par m + 1 élément~~

entraîne la condition :

(ii) A) est un A-moduie mono gène .

Réciproquement, si A vérifie la condition (ii) entra1ne la condition (i).

Si (i) est vérifiée on a la suite exacte :

Puisque dh ~F)  1 ~ P est projectif.) Comme le rang de F est égal à m ~ la

rang de P est égal à 1 , et on en conclut que P est isomorphe à A. Il exis-

te donc une extension de F par A qui est un module projectifs et la proposi-
tion 1 montre bien que (ii) est vérifiée.

Réciproquement, supposons (ii) vérifiée, et soit .Ç un générateur de 

Soit Et; l’extension correspondante. D’après la proposition 1 f E~ est un A-mo-

dule proj ectif, évidemment de rang m + 1 . Puisque A vérifie E est

isomorphe à Am+~ ~ et comme F est quotient de E , on voit bien que F peut

étre engendré par m + 1 éléments.

COROLLAIRE 4 .- Supposons que A vérif ie les propriétés L1 et L2 . Soit a

un idéal non nul de A , de dimension homologique ~ 1 . Les deux conditions sui~-

vantes sont alors équivalentes :

(i) a peut être engendré par 2 éléments.

(ii) A) est un A-module monogène.

En effet, le rang de a est égal à 1 .

(Noter que A) = A) , à cause de la suite exacte des Ext .

5. Le cas de la dimension 2 .

LEMME 100 - Soit A un anneau local régulier de dimension n , et soit « un

idéal de A qui soit primaire pour l’idéal maximal m de A . Pour que a soit

irréductible, il faut et il suffit que A) soit mono gène.

(Rappelons que a est dit irréductible s’i.l n’est pas intersection de deux

idéaux )B e t ~ 9 ave c ~ . ~ ~ pour i = 1 ~ 2 ).

Dans le cas classique 9 ce résultat est dû à MACAULAY (au langage près) 9 le cas



général est dû à GROTHENDIECK et GABRIEL (cfe C3 ~ ~ n° 8). Rappelons brièvement
comment procède GABRIEL 5

Soit et soit I de k ~ On montre que I

s’identifie à A) , pour q parcourant l’ensemble des idéaux de

A primaires pour m . Si E est un A-module de longueur finie, on pose

Hom (E ~ I) , c’est le module dual du module E . Cette dualité jouit des

propriétés habituelles (elle fournit une équivalence de la catégorie des

A-modules de longueur finie avec la catégorie duale). On vérifie également que
E~ i est isomorphe à A) .Si E = E’ n’est pas autre chose que

le sous-module de I annulé par a , on le note a 20141 (c’est l’ ~’inverse system"
de MACAULAY)o Comme la dualité transforme intersection en somme , on voit que a

est irréductible si et seulement si n’est pas somme (de façon non triviale)
de deux sous-modules ; c’est-à-dire si c 

~ ~ 
est monogène. Comme a est iso-

morphe à A) , cela démontre le lemme ~

PROPOSITION 3 ~ ~. S oit A un anneau local régulier de dimension 2 ~ et soit

a un idéal de A qui soit primaire pour l’idéal maximal de A . Les deux con-

diti.ons suivantes sont alors équivalentes :

(i) a peut être engendré par deux éléments ;

(ii) a est irréductible a

On applique le corollaire à la proposition 20 Comme A est local, il vérifie

L1 et Comme il est régulier de dimension 2 , on a dh(a) S 1 . Enfin,
le lemme 10 montre que la condition A) est monogène" peut être rem-
placés par la condition (ii) 0

REMARQUE. - Le résultat précédent avait été démontré par MACAULAY [6] dans le
cas particulier de la géométrie algébrique,

Passons maintenant au cas global. Soit C un anneau principal, ayant une in-
finité d’idéaux premiers, et soit A = C[X] . D’après le théorème de Seshadri,
A 

, 

Vérifie % et L~ . On peut en outre démontrer que tout anneau local A ~
où m est un idéal maximal de A ~ est un anneau local régulier de dimension 2 .

PROPOSITION 4. - Sous les hypothèses précédentes, soit a un idéal de A dont

tous les idéaux premiers associés soient maximaux. Soit



la décomposition primaire de a dans A . Alors, pour que x puisse être en-

gendré par deux éléments, il faut et il suffit que tous les qi soient irréduc-

tible s.

Soient ml ’ ... , m les idéaux maximaux correspondant aux qi ’ et posons

A. ~ 1 = A m. . En localisant en m. a. 1 a 
on voit facilement que A) est som-

me direc te des modules Q. = A . ~ z ~ lesquels sont de longueur finie

sur A.. On en conclut que Ext ~ a ~ A) est monogène si et seulement si tous

les Q. le sont, c’est-à-dire (proposition 3) si et seulement si les sont

irréductibles. La proposition résulte alors du corollaire à la proposition 2.

REMARQUE. - La proposition précédente s’applique notamment à l’anneau Z[X] ,
ainsi qu’aux anneaux de polynômes k~X ~ où k est un corps.

6. Formes différentielles et foncteurs Ext .

A partir de maintenant, nous nous bornons au cas géométrique, autrement dit,
nous considérons des variétés algébriques sur un corps algébriquement clos k ;

les notations employées seront celles de FKC [8].

Soit V une variété non singulière de dimension r ; nous noterons 

faisceau des formes différentielles de degré r sur V . C’est un faisceau lo-

calement libre de rang 1 . Soit maintenant W une sous-variété de V. Suppo-
sons W de codimension h en tous ces points. Si W est non singulière, le

faisceau Qy est définie et l’on construit facilement un isomorphisme canonique :

Lorsque W n’est plus non singulière, on prend la formule précédente comme
définition du f aisceau ~ . Lorsque par exemple W est une courbe, GROTHENDIECK
a vérifie que le faisceau 03A9W ainsi défini coïncide avec le faisceau des
"formes différentielles régulières" de W , au sens de ROSENLICHT (c’est le fais-
ceau noté 03A9’ dans [12], chap. IV, § 3). .

Nous dirons que W est une variété de Cohen-Macaulay si les anneaux locaux de
W sont de Cohen-Macaulay, c’ est-à-dire si leur codimension homologique est éga-
le à leur dimension. Toute courbe est une variété de Cohen-Macaulay. Nous dirons
que W est une variété de Gorenstein si c’est une variété de Cohen-Macaulay, et



si QTT est localement libre de rang 1 . Pour une courbe, cella signifie que,

pour tout Q e W , on a l’égalité "n~ == 2~ Q " ~ cf. ~12~ y pc 80-81. Nous dirons
que W est une intersection complète en Q (resp. sur une variété affine V )
si l’idéal 03B1 de OQ(V) (resp. de l’algèbre affine de V ) défini par W peut
être engendré par h éléments. On démontre aisément que , si W est une inter-

section complète en Q , c’est une variété de Gorenstein en Q ~

7. Dimension supérieure.

Commençons par le cas local :

PROPOSITION 5Q ~. Soit V une variété non singulière, soit et soit W

une sous-variété de V de codimension 2 passant par Q . Les deux conditions.

suivantes sont équivalentes :

(i) W est une intersection complète en Q .

(ii) W est de Gorenstein en Q .

On sait déjà que (i) ~ -~ (ii) ~ Inversement, soit A l’anneau local de Q sur

V , et soit a l’idéal de A défini par W c L’hypothèse (ii) équivaut à dire

que A) est isomorphe à ,~~ ~r ; donc est monogene ; la proposition ré-
sulte alors du corollaire à la proposition 20

COROLLAIRE. - Dans une variété non singulière de dimension 3 , toute courbe de
Gorenstein est localement une intersection complète.

Dans le cas global,, il nous faut faire davantage d’hypothèses :

PROPOSITION 6. - S oit V une variété af f ine non singulière sur laque lle tout
fibre vectoriel de rang 1 est trivial4 Soit W une sous-variété de Cohen-

Macaulay de V , de codimension 2 en chacun de ses points. La condition

(i) W e st une intersection complète dans V s
entraîne alors :

(ii) Le faisceau 03A9W est isomorphe au faisceau OW .
Réciproquement, si tout fibre vectoriel de rang 2 sur V est trivial, la

condition (ii) entrane la condition (i). 
~’ ’~ ’ ’ ’

Le faisceau 03A9V est localement libre de rang 1 , donc isomorphe d’après
l’hypothèse faite sur V. Si W est une intersection complète on en déduit une



résolution explicite de OW qui montre tout de suite que (ii) est vérifiée. In-
versement, si A (respo a) désigne l’anneau de coordonnées de V (resp.
l’idéal défini par W ) ~ le faisceau associé à A) est isomorphe

a ~ W 9 si (ii) est vérifié, on en déduit que A) est monogène
(en fait isomorphe à D’autre part, puisque est localement un an-

neau de Cohen-Macaulay, on a dh(a) ~ 1 . On peut donc appliquer le corollaire

à la proposition 2,

C o Q. F~. D.

Prenons pour V l’ espace aff ine de dimension 3 , et pour W une

c ourbe de cet espace affine. On en déduit pour que W soit une intersec-

tion complète, il faut que ce soit une courbe de Gorenstein, et que son fibré

tangent (correspondant au dual du faisceau 03A9W ) soit triviale On ne pourrait
affirmer la réciproque que si l’on savait que tout fibré vectoriel de rang 2

sur l’espace affine k est trivial (en particulier si l’on pouvait étendre le
théorème de Seshadri à la dimension 3 ) o ’

COROLLAIRE. - Supposons que tout fibre vectoriel de rang 2 sur l’espace af-
fine k3 soit trivial. Soit W une courbe non singulière de k3 de genre 0

ou 1 o Alors W est une intersection complète~

Puisque W est non singulière 3 elle est de GOREIJSTEIN.9 et il nous faut voir
que son fibré tangent est trivial. C’est clair pour le genre 1 (car le fibré
tangent d’une courbe elliptique est trivial) a Pour le genre 0 , cela résulte
du fait que tout fibre vectoriel sur la courbe est trivialo

[Ainsi, pour mettre en défaut le théorème de Seshadri en dimension 3 , il
suffirait de construire une courbe non singulière de de genre 0 ou 1 ,
qui ne soit pas une intersection complète... Malheureusement, il est difficile
de prouver qu’une courbe, donnée explicitement par des équations, n’est pas
une intersection complétée]

8. Intersections complètes de codimension 2 dans l’ espace projectif.

11. - S oit A un anneau local régulier de dimension m ~ et soit E un

A-module de Cohen-Macaulay de dimension m - h (autrement dit, on a
dim(E) = m - h = cod h(E) ) ~~ On a alors A) = 0 pour ~. ~ h , et le
module E’ = Ext (E , A) est un module de Cohen-Macaulay de dimension m - h .



Ce résultat est bien connu (cf. par exemple ~~~~ page 8) ; rappelons rapide-
ment la démonstration :

Lorsque h = m ~ E est de longueur finie , et le lemme se démontre immédia-

tement par récurrence sur la longueur de E . On raisonne ensuite par récurrence

sur m - h = Si x est un élément de l’idéal maximal m de A qui

fait partie d’une on a la suite exacte :

C omme E/xE est un module de C ohen.-Macaula,y de dimension m - h - 1 , l’ hypothè»
se de récurrence montre que x : A ~ ) est surjectif

pour i ~ h , d’où la nullité de ExtiA (E , A) pour i ~ h . Pour i = h , on

voit que x est non diviseur de zéro dans E’ , et que Et/xE’ s’ identifie à

A) ; comme ce dernier module est un module de Cohen-Macaulay de

dimension m - h - 1 , cela achève la démonstration.

RE?.4ÀRQVE. - Le résultat ci-dessus (comme d’ailleurs tous les résultats locaux

de cet exposé) reste valable lorsqu’on remplace A par l’algèbre graduée

... , ( k étant un corps) , et E par un A-module gradué. Cela se

voit, soit en refaisant la démonstration dans ce nouveau cadre, soit tout sim~

plement en passant au localisé de k[Xl ’ ... ~ X ~ par rapport à l’idéal ma-

ximal engendré par les X..

PROPOSITION 7. - Soit r un entier  3 , et soit W une sous-variété de

l’espace projectif P (k) qui est de codimension 2 en chacun de ses points.

Pour que W soit une intersection complète, il faut et il suffit que les deux
conditions suivantes soient satisfaites :

(a) W e st une variété de première espèce au sens de DUBREIL (cf. ~q. ~ ~ ain-
si que nQ 77).

(b) Il existe un entier N tel que le faisceau 03A9W soit isomorphe à 0W(N) .
Soit A = k[To , ... , Tr] , et soit a l’idéal de A défini par W . Dire

que W est une intersection complète signifie que a peut être engendré par
deux polynômes homogènes. Si tel est le cas, on sait que = 2 , ce qui



signifie que W est de première espèce (cf. FAC ~ n° 77 et 78). De plus, si

l’on désigne par d 1 et d~ les degrés de ces polynômes, on a une suite exac-

te de faisceaux 1

Cette suite permet de calculer en tenant compte de ce que Qy = 0(- r - 1) .
On trouve :

Inversement, supposons les conditions (a) et (b) vérifiées et montrons que

W est une intersection complète. Soit F diaprés le corollaire

à la proposition 2 (transposé au cas gradué) , il nous suffit de prouver que
F est un module gradué monogène. Le faisceau 6 associé à F n’est autre que

le faisceau Ext2O(OW , O) , c’est-à-dire le faisceau + 1) . Vu l’hypothèse

(b) , c’est le faisceau OW(N + r + l) . Notons alors le module gradué at-

taché au faisceau S (cf. FAC, n° 67). Puisque le module attaché à OW est

A/03B1 (FAC, p. 273, proposition 5, (a)), on a Fq = A/a(N + r + 1) , et F est

un module monogène. Mais d’autre part, le lemme 11 montre que dh(F) = 2 . On en

déduit que Inapplication canonique F ~ F" est bijective (cf~ FAC~ p. 271~

proposition 2 - c’est ici qu’intervient l’hypothèse r > 3 ). Donc F est mono-

gène,

COROLLAIRE. - Pour qu’une courbe non singulière W soit une inter-

section complète, il faut et il suff it que ce soit une courbe de première es-

pèce et que sa classe canonique soit égale à un multiple entier de la classe

des sections planes.

En effet, si K est un diviseur canonique, et si H est un diviseur découpé
sur W par un plan, la relation ~’ K ru N.H " est équivalente à la relation

~ est isomorphe à t~ (N) If 
.

EXEMPLE. - Soit W une courbe de genre 4 , non hyperelliptique. Le système
linéaire des diviseurs canoniques de W définit un plongement de W dans

Ce plongement vérifie les conditions (a) et (b) , avec N = 1 . On

retrouve ainsi le fâit que W est intersection complète de deux surfaces de

degrés 2 et 3~
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