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Sémineire DUBREIL~PISOT 1401
(Algdbre et Théorie des nombres)
l4e année, 1960/61, n® 14 27 février 1961

SUR IES B/ER.DEMI-~GROUPES

par Mile Marie-Paule BRAMERET

Dans [4], KAPLLNSKY introduit une classe d'ennesux avec involution, les Baer -
anneaux. Prensnt comme point de départ le demi-groupe multiplicatif d'un Baer*-
anneau, FOULIS détermine, en posant certains axiomes, un Baer* ~demi~groupe [1]s I1
éteblit une correspondance entre ces demi--groupes et les treillis . orthocomplémomtés,
faiblement modulaires, utilisés per LOOMIS [5].

I. Baer ~demi-groupe.

Une involution dans un demi-groupe (miltiplicatif) D est une application

x » x* telle que (xX)* =x™ =x et (xy)* = y* x* quels que soient x et y

ke

dans D 3 il suit de x = x que ltapplication * est bijectiveo

( 3 ] 2
Un élément e € D est une projection si e =e” = e* .

Soit K un idéal biletére non vide du demi-groupe D ;3 K est appelé idéal fo-
cal si, pour chaque élément xe D , le quotient & droite K .* x={y, ye 8,

xy € K} est un idéal principal & droite engendré par une projections

Un Baer*—-demi-groupe est le couple (D , K) formé par un demi~groupe avec invo—

lution D et un idéal focal K de D . Lorsculavcune confusion ne peut en résul-

ter, on désignera par D le Baer*-demi—groupe D, K .

Notons P = P(D) 1'ensemble, supposé non vide, de toutes les projections de D
Cet ensemble est partiellement ordonné par la relation

e, feP, egf = ef=c¢ (équivalent & fe=¢e) .

Si un iderl principal & droite I de D , est engendré par vne projection e ,
il est évident que la projection e est uniquement déterminée per 1%idéal I .
Par conséquent, chaque élément x € D détermine une projection unique x! telle

que K o¢ x = x!'D . L'application ' : D - P est appelée applicetion focalee

L'idéal focal K posséde la propriété suivente : les relotions ae D et

* , .. * * *
aa € K ontrafnent a € K (en effet, si aa € K, alors a = cala” et

a = aa! € K ). Par consdcuent K = K* ycar de ¢ €K suit a a=a ()" €K
E ——
et a €K,
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On vérifie =isément que 1'application focale posséde les propriétés suiventes 3

(1) Quel que soit ae€ D, a = ea" ; en particulier pour tout élément

eeP, ege".

(2) Si les éléments a , be D vérifient 1'égalité ob =a , alors b' La',

en perticulier si e, fe P, o f ecntrefne ftge' .

PP

(3) Quel que soit ae D, a! =a',

On utilisers souvent, dans 1z suite, le faoit que si vn élément a € D commte

avec une projection ee€ P, a commte aussi avec e! o En effet si ae =ea,

R * *
alors eec! = ace' € K , donc ae! = c'ae! . De ae =ca suit a e =ea , d'od

* *
a” e! = ela e! et e'a =-clae'! « Par conséquent ac! = eta

Une projection ¢ € P est dite K-close, si e = e . lotons P! =P'(D) 1'en~
semble de toutes les projections KX-closes dc D « P! cst 1l'image de D dans
1tapplication focale ; si f€ P, f¥ est la plus petitc projection K-close

contenent f

THEORMIE 1. - La condition nécessaire et suffisente pour que P! soit contenu

dans le centre de D est que 1#idéal X soit semi-premicre.

(4

DEMONSTRATION. - La condition est nécesseires Soit y’p+le K, p entier 21,
Done y’yp = ype y*t D et y"ype K o« Puisque y" € P! , y=yy" =y"y et
y.p = y"yp (S X .

L
done (e’:«:e)2 =e!, (xee!) xe€K et c'xe € K, clest-d-dirc exe = xe + On

. * * by 3
a aussli ex e =X e clest-d-dire exec =ex , donc ex = Xe

condition est suffisante. Soit e € P!, Pour tout x€D , (xe) e' =zxfeYek

jO]

Dens le théordme suivant, on montre que D posséde un ¢lément unité. Remarquons,

pour cels, que si u est un élément unité & droite (ou & gouche) d'un demi-groupe

L3 [ * » . i 3 . o
avec involution, alors u=u est 1*élément unité (bilotére) du demi-groupcs

THEOREME 2. - Si (D, K) estun Baer*—demi—groupe , 2lors D vpossdde un é1lé-
ment unité 1 , et 1 est la plus gronde projection de P*(D) « De plus, 1' est

le plus petite projection de P! ;3 11 apportient su centre de D et XK = 1'D=DI'.

Par conséguent si un demi-groupe avec involution posséde un idéal focal, celui-ci

cst unique.

S ——
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et done e = kle

Soit k un élément de K ; pour tout élément ee P , kee K,

ek!

i

Quel que soit aeD , a =aa" avec a'"e€ P! , donc ak! =a . I1 cn résulte
que k! est 1'élément unité de D « On pose k' =1 . Lc reste de la démonstration

est évidente du fait que 1! = lelt e K &

lous nous proposons d'étudier la question dc l'existence de 1= borne inférieurc
dans P' de deux éléments e , £ € P' . Dens le cas particulicr ou e ot f
commtent, il est évident que infpfle , f} cxiste, et cst égel & of . Dans lc cas
général, de flect € K suit e! < (f‘e)' donc e!' et ¢ = c¢" commutent avec
(f'e)? . Par conséquent infp, {(fre)? , ¢} ecxistc et cst égal & (f'e¢)! e o Puis-
que fr(fte)! e = flo(flc)'e K, ona (f'e)! e £, et (f'c)? ¢ cst tn mino-
rant dans P' de {e , f} . Soit qe P! , si qLe ,f , flegq=f'q=1ffqek,
clest-a-dire q < (f'e)! . Par conséquent g & (f'e)! ¢ « On o montré quo
infp,{e , £} existe, et est égale & (f'c)! e

Posons c A f = (f'e)! ¢ » Il cst immédiat que si e , £ € P! , la projection
(et A £1)t = [(fe')? o]t est la borne supéricurc dans P! de e ct f o« On la

désignere pver ev £ = (et A £1)1 ,

En résumé, P! ecst un treillis avec élément maximum 1 ct un élément minimum
1t , L'application ¢ » e! de P! sur P! est unc orthocomplémentation [6].
(En effet si ce P!, eacet =ect = [(It)Y et]t et =11 Ao =11 et cvel=1),

Dans [5], LOOMIS définit un treillis orthocomplémenté faiblement modulairc comme

étant un treillis dans lequel 1'inégalité e f implique
f=cvVv (f aet) .

On remerque que l¢ treillis P! cst faiblement modulaire. En cffet, pour
c, febP' avec eg f , nous avons
£ = [(fel)t et = [(fel)l A et]t = (fel)" v e .
Puisque f commite avee ¢ , il commte avec c' « Donc
fe! = f A et = (fen)

dtou

f=(Enre!) ve .
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THEOREME 3. - Soit O, K un Baer*-domi-groupo. Ltenscmblc P! des projec-

tions K~closcs de D eost un treillis orthocomplémenté faiblemont modulairc,

1torthocomplémentation colncident avee la restriction dans P! dc 1'application

focales

Remorquons qutun sous-cnscmble (non vidc) de P! posséde unc borne inféricure
dans P , si et sculoment sfil posséde unc bornc inférieurc dans P! , ct que ces
deux borncs inférieurcs, si elles oxistent, coincident. Cette remerque ntest pas

valoble pour lcs borncs supéricurcse

THEOREME 4o - Soit M un complexe dc D . L'cnscmble K ¢ M={y, yeD,
Mye D} cst un idéal principal & droite engendré par unc projection si ct seule~-

ment si {m' , m e M} posséde une borne inféricurc dans P .« Do plus, si
£ =dnfoim , me M} alors fe Pt of Koo M=1D.

DEMNSTRATION. - I1 cst immédiat que K o« M= fD entrafne f = inf {m' , meM}
si feP cstla borne inféricurc de {m' , m e M}, alors f e P! o On cn dé-
dvit fe Ko* 14 et fD g K o Mo

Soit y € X «.° M, ctest-da-dirc my € K , quel que soit m € M « Done
¥rieX ot m=m(y"t o Per suite (y)" gmt o, dled (y*)"§ £

De y* = y* (y*) résultc y* f= y* ct y =fye fD o Par conséquent
Koo M= fS o

Si pour tout complexc M de D , l'ensemblc K oo M cst un idéel principel &
droitc cngendré par unc projection 1'iddal focal K sera dit complcte

Du théoréme 4 suit immédiatoment ¢

THEORELE 5. - Pour que lo treillis P! soit complot, il faut ot il suffit que
1'idéal focal K sgoit complet,

EXEMPIE. -~ Soit D le demi-groupc {1 , 1% , ¢ ,f ,a ,b , ¢} dont lo milti-

plicetion cst donnde par la taeble,
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c 1t c 1t c e f £

:

Ltapplication It 1, 121, e-=e, f-f, a=a, b2c et c-»b
est unc involution, 1! est élément zéro de D , ot (L!') cst 11idéal focal de
D .

P’(D):P(D):{l',l,e,f} .

Dans le paragraphe suivent, on montre qufétant donné un treillis L orthocom-
plémenté faiblement modulaire L , on peut trouver un Baer*—demi~groupe O, K
dont le treillis des projections K~closes est isomorphe & L « Il s'cnsuit dene
qu'un treillis orthocomplémentd faiblement modudaire peut 8trc défini comme étant

le treillis des projections closes pour 1'idéal focal dtun Baor*-demi-gr'oupeo

IT. Treillis orthocomplémenté faiblement modulaire.

Soit L un treillis avec élément meximum 1 ot élémont minimum O orthocomplé-
mnté (¢ -»c?!) feiblement modulaire.

On notera M(L) 1le demi-groupe (par rapport & la composition des fonctions)
des applications isotones de L dans L .

On appelle hemimorphisme [3] de L , une application & : L » L qui vérific 3

(e v£) ® =¢®v £® quels quc soient ¢, fe L

O(D:O o

Etent donné un élément & € M(L) , unc fonction isotone ™ dc L dems L est
ditc adjointc & & si les inégalités
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* *
(1)1 L e ot (') g e
sont setisfaites par tout élément ¢ € L .

Il existe au plus une fonction adjointc & & « St'il en cxistait deux, soient

8* ot &, en posent f = c®®, ce L, on aurait f1og et , done o g (£'9)?
*
ot of g (£19) 8" g1 =ce® . Do mme ¥ g et b o8 = o jatey & =0 .

Notons D(L) 1'ensemble dcs fonctions isotones de L dans L qui possédent
une fonction adjointc.
3 Kk
I1 cst évident que si & € D(L) , d" e D(L) et » =090,

THEOREME 6, - D(L) est un demi-groupc (pour la composition dcs fonctions) avee

: . * . ke
involution ® - & ; il posséde un élémcnt zéro, et tous ses éléments sont dos

hémimorphismes du treillis L .

DEMONSTRATION, = Soient @ , ¥ € D(L) , et soit ¢ € L « Les indgelités
(ea9)t ¥ 2% g (e0)t & & et
¥ 89t ovg (e¥)r vg et
entrafnent
* ¥
@) = v .
Soient ¢ , £ deux éléments erbitraires de L « Posons g =c¢ v £ « Si
¢eD() ,
e? L gd ot MLg? .
Si 1*¢élément h € L mjorc e et fo ,
h' & (ed)! ot (£3)!
dtol
he*g (ed)t o* ot (fo)r o* .

I1 suit que h'@*\< e! , f' , clestsd~dirc ¢ , £ (h'fb*)' « Par conséquent
8 (hi@*)! , dtou gd g (h’¢’5‘ ® < h . Cecl montre cue

(e veE) d=cdv £d .

*
Si e€ L, pour quc ¢® = 0 , il faut ot il suffit que e & (12 )! . En effet,
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gi e® =0, 2lors

1% = (e2)r Lt

d'ou
e & (l<I>* )R .
Inverscment,
GRS (18%) 1 entratne e®g (lfb*)', dL1r =0
donc

efb = O °
En particulicr, 0 =0 et & est un hémimorphisme.
Ltapplication constontc © & ¢ » 0 est 1'élément méro dc D(L) «

Soient ®, ¥eD(L) . Pour que B = ©, il feut ot il suffit que 1< (1¥9)r.
En effet, si 19L& (l‘If*)’- ; quel que soit ee L,

e¢W§ 1 =0

done

1l
@
[

Y

Inversement, si ¥ = O , alors

(18) ¥ =0 et 10K (1¥H .
A chague élément g e L , on fail correspondre 1l'aspplication eg e M(L) définie

per

o, = (e v g') Ag qucl que soit c€ L .
Remarquons que si h , ge L, hgg catrafnc h= heg s car de hg sult
g'& ht ot le feible modulerité de L permet d'éerire

hi = (bt A g v g
ctest-a-dire

h=( vg') Ag=he .

g

I1 enrésulte que & = ez + De plus, pour e €L ,
<]
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o) = llev ) nel q=llrady el =[Ergvalne

=[e‘Ag]eg:o'Ag\<e' H

Y
%

done Sg oxiste ot cst égale & eg .

Par conséquent eg egt unc projection du demi-groupc svee involution D(L)

THEOREME 7o = 5i L ost un treillis orthocomplémenté faiblement modulairc,
@O(@ , {8} cstun Ba.cr*n-demi—-groupe} ct la corrcspondznec g ¢ eg eatre L

ot PU[D(L)] cst un isomorphisme de treillis rospectent 1!orthocomplémentations

DEMNSTRATION. - Soit & e D(L) » Posons g = (1)t o Dioy %, =© . Diautro
part, supposons que la fonction ¥ &€ D(L) vérific licgalité 9¥ = © . Il s'ensuit

que  1v¥ < g 5 donc, pour tout c€ L,

* * *
c¥V&eg ot o¥ eg:e‘lf s
¢t par conséquent,
W* g = W*
8
clest-a-dirc
*
'lI)‘ = 1}' = .
8g eg‘P

Donc, () : & ost 1'idéal principal & droite de D(L) ongendréd per lo projoce
tion eg et (@ est 1t'iddel focal de D(L) « Il est évident cuc, pour ¢, f€L ,
1tinégalité e f cst vérifide si ot sculement si €, 8 T &, 9 donc lo corrcs—
pondonce ge<— g cntrec L ot Pi[D(L)] cst un isomorphismc dc treillise De
plus (sg) 1 = €g° , donc cct isomorphisme rcspectc 1'orthocompldémentotions

Dans [6], von NEUMANN & montrd quc si L est un trcillis modul-ire complémentd
possédent au moins 4 ¢lémonts perspectifs indépendents, il oxiste un annecu régu-
liecr R , détcrminé & un isomorphisme prés, appeld anncau coordonnd de R , dont

lc treillis des iddeux principeux & droitc cst isomorphe & L e

» ° o * . » > .
On définit un Bacr -demi-groupc coordonné, pour un treillis L orthocomplémentd

feiblement modulaire, comme &tent un Bocr'-demi-groupe (D , 101) el que 1
treiilis P'(D) soit isomorphe au treillis L dens un isomorphisme respectant
1torthoccmplémentation~
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I1 a donc été démontré que tout treillis L orthocompléienté faiblement modus

laire posséde au moins un Baer*-denu'.-groupe coordonné qui est [D(L) , {©}] .

EXEMPIE, - Soit L le treillis de Boole & 4 &ldments ©,1,a,a),

P'[D(L)] constitué par @

e, 3 O-—;O, 2=

®=8O: O-»O, a-~0
€ 3 00, a-g
a
ea!g O-)O, a-0

est isomorphe au treillis L .

Les autres éléments de D (L)

1Ifl=‘I’1: 0-0
‘1'2: 0-0
W;: 0-0
‘}'3: 0-0
‘I’;: 0-0
"I’4: 0-0
‘If;: 0-0
‘I’5: 0-0
ty;: 040

WG,.W’;:W;‘, 0-0

Yo=YV, : 040

7= %y

Y o=¥; 040

H

™

£

al—)af’l-)l
at+0, 120
at 20, 1laa

atl = gt y L oat

-1, a'-»l, 151
«)l, afaa, 11

-’a',a'el,l-»l .
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L'application 1'=+0 , l=+¢ ., e2€ 5 foe,, a->¥ , b- ¥, et
(I ‘If; est un homomorphisme du demi-groupe D (exemple 1) dcns le demi-groupe

D(L) , et cet homomorphisme respecte les involutions des deux demi-groupess

I1I. L'homomorphisme naturel de D dens D[P'(D)].

Si D estun Baer*-demi.-groupe, et L =P'(D) , il existe un homomorphisme na-
turel de D dans le Baer*-dent‘L-groupe coordonné D(L) + Cet homomorphisme respecte
les involutions. Pour le mettre en évidence, & chacue élément x€ D , on fait

correspondre llapplication fbx t L1 définie par
ed = (ex)" quel que soit e e L .

On vérifie aisément que 1'% =1' , que e®x\< x" pour tovt xe D, et que,
si h et g€l avece hE g, h@g:h.

Le théoréme suivant montre que CPX est un hémimorphisme de L

THEOREME it {e ) ; V - L
E 8¢ - Soit ey jy yCcLljsi e= {ea} existe dans » pour tout

acl
x€D, \/I (ea <I>x) existe dens L , et est égele & e
o<

DEMONSTRATION, — Soit K 1'idéz1l focal de D . Pour tout o € I ,

! = !
e x(ex) e ex(ex)!' e X
donc

1 1 ¢ .
(ex)' & (ea x)! et e, b Sot,

D'autre part, si ge€ L mejore €y <I>X pour tout o € I , >lors N xq' € K, et

q'x* e e K, donc e, < (a'x™)* « I1 suit que

CRACEDE

dtol
q‘x*eeK et exqte K .
. Done
Q< (ex)?
et par conséquent
ed <q
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THEOREIE 9. - L'application de D dens D(L) qui, & x , fait correspondre la

fonetion <I>X s est un howmomorphisme respectent 1l'involution. De plus, si g€ L ,

e =& .
g g

DEMONSTRATION, - Il est immédiat que pour tout a et tout ye D, 1'8galité
(1) (ay)" = (a"y)"
est Vérifiéeo

Si 1l'on pose a=ex, e€ L, x€D , on a donec

3 o o
Xy~ x ¥y
X

Si l'on pose (ex)! =a et x =y , 1'égalité (1) devient

e )¢ = | (ex)?® 1 .
(€80t & = [ "

De (ex) (ex)! € K , clest=a-dire (ex)! x e e K suit
(ex)* x) "< e .

, % X * _
Par conséquent ¢, existe, donc 3 € D(L) et o, = <I>x* .

Si e et el ,de (eg)t LK ghlt=9g suit ed & =¢ed Done
g ’ (L g =¢g ¢ % g

¢8:®=8® .
g g g g 8

De ce & suit ee & = ee donc & ® =g o Par consdgucnt
g\ & g g % g g ‘g neca
e =9 .

La restriction de l'homomorphisme du théoréme précédent zu sous-ensemble L de
D est un isomorphisme du treillis L 'sur lc treillis des projcctions {®}-closes
de D(L) » En conséquence, si e et fe P'(D) , e ot f commtent dans D s 51
ct sculement si e et ep commitent dans D(L) .

Par suite si L est un treillis orthocomplémenté faiblement modulaire, et si
deux éléments de L commutent dans un Baer*-demi-groupe de L, ils commtent

dans tous les autres Baer*—demi-groupes de L
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