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Séminaire DUBREIL~-PISOT ) 13-01
(Algébre ct Théorie des nombres 20 février 1961
l4e amnée, 1960/61, n° 13 evrier 19

PROBLEME DES MOTS APPARTENANT AU SOUS~GROUPE D*UN GROUPE LIBRE

par Julian PETRESCO

Soient G = [[A]] wun groupe libre et H un sous-groupe de G »
On démontre (1) que H admet une base libre progressive X , c'est-a-dire que @
(1) H = [[X]]

ce qui équivaut & s

X est progressif <== [X](\) ¢ [X(\)]

we

(2) ?\(nxi) > 7\,(xi) , pour tout mot irréductible ﬂxi avec x, € XU X! .

Soit dtautre part b e G et

=1
b_E_Qat, a € AUk

sa représentation irréductible dans la base - A «

On se propose de décrire un algorithme permettant de décider de la valabilité de
3) bie H=[[X]] ot X est progressif
(en connaissant par conséquent une base libre progressive de H ).

Si 1'on a (3), il existe un mot irréductible unique

n

R=TNr,, r.e Xu Xt
L i i
i
tel que b =R s OU encore
bf{.:l [
Soit
n,
- + -1
r, =R, = [ .. 5 2.,.€ AUA
S Y ij

la représentation irréductible de ry dans la base A j puisque G = [[A]]

1
(") PETRESCO (Julian). - Sur les groupes libres, Bull. Sce math., t. 80, 1956,
lre partie, p. 6-32.

On trouvera dans ce mfme article les définitions qui ne sont pas donndes ici.
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(4) nat.g];aij =1 ou encore Eﬁl ...ﬁnzl .

Si maintenant B et R, sont deux mots de G jrréductibles dans la base A ,
un segment S, de {B , Ry} , avec Sy =1, est caractérisé per :
Sv -t s+l =]

\ _ 1

Qtar ®1,j-r

(5) 8y =Syl agg) o
pour tout 0L rgv=t=j =1

Un couple (o , alj) de {B, R} , satisfoisant & (5), est dit couple de
réduction, et on note Py 1'ensemble des couples de réduction de {B, Rl} .
On appelle réduite B, de {B, Rl} , la suite obtenuec de celle~ci en éliminant
les couples de p; - Il existe un segment 8o, alj) de {B,R;} maxirum,
satisfaisant & (5), et on dira dans ce cas que (ogb alj) est le couple de ré-
duction maximum ; on peut obtenir B, en éliminant de {B, R} 1les éléments
du segment maxirum S (at alj) 3 B, est donc un mot de G irréductible dans

la base A et 'ﬁl =ﬁ§1 .
Considérons alors une suite finie ou infinie de mots de G

(6) ﬁ ) Rl 9 oo Ri g o0 avec Ri"l ﬁi £ 1

irréductibles dans la base A .

On appelle réduction de {B , Ry , «+o , R, ess} , les deux suites @

{pi} s d'ensembles de couples

{Bi} , de sous=-suites
construises, per récurreunce, comme suit :
(at) Py est 1'ensemble des couples de réduction de {B ’ Rl}
(b') B, esi la réduite de {B , R}
(a) p; est 1'ensemble des couples de réduction de {Bi-l , Ri}
(v) Bi est la réduite de {Bi-l R Ri} .

Un couple de p; U ese U Py Uees est dit couple de réduction de

{B, Ry eee 3R,y ¢ve} o D'aprés la construction, deux couples de réduction

sont digjoints ; il s'ensuit que les Pi sont deux a deux disjointse Bi sera
dit par ailleurs i-réduite de {B , Ry y eee s Ri g ool o
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Si (a, o) est un couple de réduction, on a nécessaircment (a0 y &) € Py

pour un certain i , de sorte que

a,ae{B ,Ri}g{B,Rl,...,Ri}
et par conséquent @
(7) (apa)GP1UtooUpi < a’aE{B,Rl,oo.,Ri} °

On note S(a , a) le segment de {B ; Ry 5 see , Ry, eec} dlextrémités o et

a : deux couples (a , a) et (a' , a') sont concordants si S(a , &) et

S{a' , a?) sont concordants.

THEOREME 1. - Les réduites Bi sont irréductibles et ¢

D'aprés (5), lthypothése que B, , est irréductible entrafne que B, , la ré-
duite de {B; ; , Rl ,mest irréductible, et de plus B, =B, ; R‘i + S5i mainte=
nant 1'on suppose que B, ; = Eﬁl see Ei y il s'ensuit que

Bi = Bi—l Ri = Eﬁl e Ri—l Ri *

THEOREME 2. ~ B, s'obtient do {B ; Ry , +.s , R} en éliminant les couples

de Py U eso U p; (autrement dit, d'aprés (7), les couples de réduction (a, a)

avec o, a € {B, R , eoe, Ri} ).

En supposant que B, ;, s'obtient de {B, Ry oy oeey RipJ} en éliminant les

couples de Py U ece U P 0 Bi s'obtient de {Bi-l ’ Ri} en éliminant les

i-1
couples de p, , donc de {B Ry 5 ooy Ry1 Ri} en éliminent les couples de

pl U »see Upi_l Upi o

THEOREME 3o - Deux couples de réduction sont concordantse

Considérons
(@, a)e Py s (@t at) € Py °
Si 1=k, (a,a) et (a' , a') sont concordants dtaprés (5)

Si i<k etsi (2,a) et (a', a') nc sont pas concordants, on a par
exemple
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ate S, a) c {B,R 4 «eo ’Ri-l’Ri}

mais alors d'aprés le théoreme 2

R.}

ate Sy, a) ¢ {Bi-l s Ry

puisque (o' , a') est disjoint des couples de P U sesupy g« Il existerait

donc, d'apres (5), un couple f(at , ac')) € p; 5 ce qui est contradictoire.

THEOREIE 4. - Si (a, a)e Py » tout élément de S(a , a) ést dans un couple
-d-'-?- pl U eee Upi °

Soit

a'ES(C(,,a)S_{B’Rl,ooo ,Ri'-'l ’Ri} .

Si ate {Bi-l y RQ » ' est dans un couple de p, , d'aprés (5) «

Si ate{B , Ry, 2o , R, )} , mals a ¢ B;_
Py U seeUp.y , d'aprés le théoréme 2.

19 a! est dans un couple de

THEOREME 50 =81 (o, a) est un couple de réduction, on a 1'identité
g(a [} a.) = 1 [

Considérons en particulier une suite (7) finie de mots irréductibles de G

(7') E 9 -R-:l 9 *e0 ﬁn
avece
(4) Bﬁl L] Rn = 1 °

On notera p , 1l'ensemble des segments S(a, a) avec (o, a) couple de ré-
duction de {B , R , evs , Rn} o '

THEOREME 6. - p est une segmentvation concordante et unitaire de

{B, Rl y eee g Rn} « Dtaprés (5) et lo théoréme 3, les segrments de p sont uni-
taires, et deux & deux concordants.

On a d'autre part, dtaprés le théoréme 1

1=§§. .ecﬁ R :E R
n-1"mn ne-i n

avec B , dirréductible, et puisque B~ est 1n réduite de {B 4 » R}

an-‘ﬁ ]
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Mais alors, d'aprés le théoréme 2, tout élément de {, Ry g eve Rn} appar-
tient & un couple de P U ere UP clest-a-dire & un couple de réduction de
{B, Ry y eoe s Rn} , et & un seul.

p est bien une segmentation concordante et unitaire, qu'en appelera segren—

tation de réduction de {B , R, , eee 4 R}

7

Considérons maintenant une suite de mots irrdéductibles (7) avec
Ri =r, € Xu X"'1 oh X est une base progrecssive de G » Soit a le centre

a gauche de R:.L , et supposons que a est dans un couple de rdéduction (@, a)
N
THEOREME 7.
1o Si ni=2m+l , a€B

2. 51 n, =2m, ona, soit a €B, soit @ e€Ry oh R, cst le dernier élé=

ment de (7) avec k <i, n > n; ; dans ce dernier cas, et si n =n; , @ est

le centre & droite de Rk ¢

X . T ' ’ I
iomel ° Supposons que, contrairement a 1l'énoncé, Q& € Rk done

@ = 8, Aavee, par exemple i < k . Deux cas également contradictoires & ()

1°0na a=a,

peuvent se présenter

as hgm, }»[§(ri rk_l)] = Ma. . almakh . akl) § 2m <n, )\.(ri)

be h>m+l , ?x[S(ri rk)] = ?\.(ai TR P K hel *°° ak,nk)

£m+n -hgn -1<n = )\.(rk)

car d'aprés le théoreme 5 :

S(a,i’m.'_l akh) =8(a, 0 =1 .

2° On a a = Bym ¢ Supposons que o € Rk s donc a = 8p * et tout d'abord que

i < k « Deux cas contradictoires & (2) peuvent se présenter

_ -l
as hgm ?\[S(ri rk—l)] = ?\(ai - 1,m-1 akh 0o akl)

wve

§m-1+h§2m=1<n = Nr,)

b, s ° 3 = LN 4 oo
h>m+ i3 K[S(I‘i I‘k)] Ma. a;_,m-l k,h+l snk)

gm=1+n -hgn -2<n = Nr) .



13-06

84 maintenant k< i on a nécessairement ¢

nk -h +1 =mn .
Les deux cas suivants sont en effet contradictoires a (2) H
a. m -h+1<m; AMS ey, ri)] 7\(&1k o a’kh 1ymel *0 ai,2m>
nk—h+1+m<2m_n )x(r)
be n.k -h+1>n H )\.[S(I‘k ri)] = ?\(akl soe ak,h~1 ai,m+l see &i’qu)
£h=1 +m<nk=7»(r]2

I1 stensuit que si n =n,
est le centre & droite de Rk .

=2m,ona h=m+1 de sortec que & =a .,
’

Dtauwtre part, 1l'existence d'un Rj avec k< j< i et nj 2> ng est contra=-

dictoire & (2), car

- -1 T |
AB(ry,y r34)] = M&k o % ,h+el ®kh %im ¥i,mel °C° a )

:n_k_h+m-1 :2m-2<vi$\’j =7"(rj)

-1 -1 -1

puisque d'aprés (5) a;; a; = a =1.

On voit dtautre part facilement en considérant Bi comme rdéduite de

{Bi-l ’ Ri} , et en utilisant (5) que :

L4 b
THEOREME 8.

10 Si ni=2m+1,ona:

7\(31_1) > MBi) si a se trouvc dans un couple de réduction de {Bi-l ’ Ri}

?\(Bi_l) < ?\(Bi) si a ne se trouve pas dans un tel couplce

—° S5i ni=2m,ona=

MBi-l) > MB;) si a se trouve dans un couple de réduction de {B;_; » R}

qui n'est pas le maximum

}\(Bi-l) = ?\.(Bi) si a sc_trouve dans le couple o

MBi—l) < k(Bi) si a ne se trouve pas dans un tel couplee
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Soit maintenant Xo un sous-ensemble fini de X .

THEOREME 9. - Il n'existe pas de suite infinie {B , R, , sse , Ry » e} avec :

- -1
(a) Ri = ri € XO U XO
(b) 3 partir d'un certain i: A(B, ;) = MB) A0 .

Soit en effect
7\1< 7\.2< eee < ?»p
la suite finie des nombres Ax) avec X € XO U Xal s et supposons que
{ByR 5 een, R, » +} satisfait aux conditions (a), (b)s

On a par conséquent, pour i >k :

AMBL_y) = AMBY = eer = A(B; ) = AB) = eee

D'aprés le théoréme 8, on a pour tout i k , ?»(Ri) paire.

Puisque {B , Ry y eeey Ri g eee} est infinie, il existe pour un certain

A, (& rgp une infinité de R; avec
1,21{, )»(ﬁi)z?\r:Zm .

Puisque {xl s Ay g eee Kp} est fini, on peut supposer que 7"1' est maximum
& satisfaire cette condition, et par conséquent que les R, avec )\,(Ri) > 7\.r

sont en nombre fini.,
Soit

(7m) {Ri1 , Ri2 s oo g By oy weed

la sous-suite de {B ; Ry , «ov , R; «ee} , infinie, des Ry avec 12k et

Dtaprés le théoréme 8, a , le centre 3 gauche de Ris se trouve dans un cou=-
ple de réduction (o, a) de {B, Ry eee y Ry » eee} 5 et, puisque B est
finie, on peut supposer que o & B .

Puisqu'enfin les Ri avec ?\(Ri) > ?»r sont en nombre fini, on peut supposer
Wehﬁk%_mmmMiaﬁ.

Mais alors, d'aprés le théoréme 7, (@, a) est tel que
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a est le centre & gauche de Ri
s

o est le centre & droite de Ri
Sl

et puisque d'aprés le théoréme 5, S(a , a) =1 , on a pour tout s> 2 :

g(a. Q. =1 .
1s_l,m+1 1S,m)
Puisque Xju Xal est fini, il existe x e Xju XC-)l figurant une infinité de
fois dans (7"), donc au moins deux fois, soit par exemple ﬁil = R'is = r__.L1 =r:!_S =X,

de sorte que ¢

-1 -1

S(r r, = Q. vee 4. a, ese 8O, =1
(il 13.1) 11,1 i,m 1j,m 18,1
ar ¢ r, =7 entrafne a, , =a, . o
c i is 1J 1gsd

Il

Dans les deux cas, on peut donc trouver Ri avec Ki-l Ei 1 4car XO est

libre, ce qui contredit (7).

THEOREME 10, =51 B, oo K =1, ona s

A(B) 3 MB) 2 .en 2,7\(Bi_1) 2ABy) 2 een 2AB ) >,?»(Bn) =0 .

Si de plus A(Ry) est impaire : A(B; ;) > A(By) .

D'aprés le théoréme 6, tout élément de {B , By 4 eve , Rn} se trouve dans un
couple de réduction, donc en particulier a , le centre & gauche de Ri o Maig
alors, d'aprés le théoréme 7, a se trouve dans un couple de réduction de
{Bi-l » R;}  donc d'aprés le théordme 8, ?»(Bi_l) >,7\(Bi) et, si X(Ri) est
impaire, A(Bi_l) > )\(Bi) .

Soient maintenant G = [[A]] avec A fini, H = [[X]] avec X progressif
et B=beG avec B irréductible ; soit d'autre part Xy s le sous-ensemble
des xe X avee A(x) < A(B) .

A étant fini, il n'y a qu'un nombre fini 4'éléments de G de longuemr
£ MB) , et par conséguent X, est fini.

Considérons alors lMensemble § des suites finies {B , R, 5 eee , R} ol

les Tti=rie X u XL avec Ry firréductibles et R,

oY %o 41 Ri #1 satisfont aux

relations
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avec B, #1 irréductible et AB) 3 )\(Bl)

avec §é # 1 irréductible et )\(Bl) > }\(Bz)

B, avec Ei #1 irréductible et MBi.-l) \":“'?\'(Bi)

=B avec B irrdductible et AB ) 2 MB) .

Il est évident que 3

THEOREME 11, - be H <=> 3 suite {B , R , «eo ,R} avec B =1.

Dtaprés (2), si be H alors b e [Xo] , et par conzéquent il existe

s -l . » . . . A
{B, Ry g eevy Rn} avee R, = r, € Xy v XO irréductible satisfaisant a

i
Eﬁl (XX Rn =1 .
On a alors pour les réduites B; de {B , Ry 4 «o0 R} » d'aprés le théoreme
1

Bi—l Bi = Bi avec Bi irréductibles

et d'aprés le théoréme 10
AMBy 1) 3 ABY)

ctest-a~dire que {B , Ry g eeey Rn} €S , et d'autre part d'aprés le théoréme 2 3

E =.B-ﬁ l..ﬁ :1 .
n 1 n

Réciproquement si {B , Ry 4 o0 , RJ € § 4 les By définiespar (8) sont ses
réduites, de sorte que, si B =1, dtaprés le théoréme 1

Eﬁl nooR =§ :l
n n

done

b=B=@® o B) e xJcH
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THEOREME 12. = 8 est fini.

Puisque R, =r,e Xyu Xal avec Xy fini, il n'y a qu'un nombre fini de so-

lutions en Ri d

[ o

ﬁi—l ﬁi = Ei avec MBi—l) > MBi)

et par conséquent, pour chaque n , qutun nombre fini de suites {B , Riy eeey Rn]es.

Si donc § est infini, pour une infinité d'entiers n , il existe une suite
s, = {ByBRy s eeesy Rn} € $ + En tenant compte de (9) on peut affirmer en défini=-
tive que -

Pour chaque entier n , il existe une suite s ={B , R, , ses , R 1es .

Puisque ﬁl ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs de XO U Xal s 11

existe R? tel qu'une infinité de 8y soient de la forme

0
Sn={B’Rl ,Rz’oqo ,R

} .

n

Plus généralement, s'4l existe une infinité de s, de la forme

S:{B’Rl,.-.’Ri-l,Ri’loo’Rn

n

il exmiste alors, puisque ﬁi ne prend qu'un nombre fini de valeurs, Rg tel

qu'une infinité de Sy soit de la forme

0 0 0

Considérons donc la suite infinie {B , Rcl) y see Rg s ses} définie par

0
Ri est tel qutune infinité de h sont de la forme 3

0 0
S :{B ’Rl 9 oo ’Ri ’Ri+1 9 oeo ’Rn} °

Quel que soit i , on a dans ce cas, pour un certain n >3i

0 0
{B,R 5 et y By, Ryj » *+» s R Je8

donc en définitive ¢
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- | ‘' , ] O
O -8 avec B? £ 1 irréductible et A(B) = )»(Bl)

0 0

avec Bg #1 irréductible et A(B;)>A(B)
= 0 0
B0, K =5 avee B) A1 drréductiple et A(Bj ;) 2 MG

Puisque A(B) est fini, on a cependant, & partir d'un certain i ,
?\.(B?__l) = ?\(Bg) #0 , ce qui est exclu d'aprés le théoreme 9.

S est donc bien fini, et par consdéquent, il existe un entier p tel que pour
toute suite {B , Ry , «¢v Rn}eg ,onailt ngpe
Considérons enfin 1'algorithme fini suivant @

On détermine, par un nombre fini d'essais,les valeurs, en nombre fini, du

couple (R, , Bl) avec ﬁl e Xy u Xal , satisfaisant & @
BR, =B, avec B; £1 irréductible et A(B) > A(B,) .

Pour chague couple (R1 ) Bl) y on détermine les valeurs,en nombre fini, du
couple (R2 ’ B2) avee ﬁze Xy U Xal et ﬁz £ Rl satisfaisant & ¢

B, R, =B

By , avec B, #1 irréductible et A(Bl) > A(BZ)

et ainsi de suite.

Dtaprés le théoreme 12, quel que soit le choix des couples (Ri ’ Bi) , cet
algorithme se termine, pour un certain n< p , soit parce que Bp =1 , soit
parce cllu'il n'existe pas de couple @ Bn) avec ﬁne Xy U Xal y
ﬁn £ H;_l satisfaisant & ¢

net By =B 3B #1 irréductible et A(B ;) 2A(B) .

Deux cas sont alors possibles ¢
1° Pour un certain choix des couples (R, , Bi) et un certain n< p , il
. - -1 . '
existe R € Xju X~ avec Hn P R:-I tel que @

Bn...l Rn = En =1
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auquel cas, il existe une suitc {B , R
dtaprés le théoréme 8

s

E 19 ves ,Rn}eg avece En-_-l ’ donc’
° GHO

- - wel
Xy avec R # R

2% Quel que soit le choix des couples (Ri s Bi) sy il existe ng< p tel que,
- 1 .
pour tout Rne XO u 1 onait s

nel1 n=B

L3 ?\(Bn_l) < ?\.(Bn)

ouquel cas, il n'existe pas de suite {B , Ry 5 «0 , R }es avec En =1
donc d'aprés le théordme 8 ¢ B H o

b/




