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Séminaire DUBREIL~PISOT 12-01
(Algébre et Théorie des nombres) 13 février 1961
l4e année, 1960/61, n° 12

SUR UNE CLASSE DE MODUIES GRADUES

par Jean GUERINDON

INTRODUCTION. - Il s'agira de modules gradués E = Ey ® «es ©F © «.. sur des
anneaux gradués (noethériens) A = AO ® oo @.Ap ® ... pour lesquels on désignera
par a, la longueur de En (sur AO )« Comme dans les cas usuels a, est majoré
par un polyndme en n , et comme chague fois que 1l'on a anfg Ca (¢, a cons-
tants) on a intérét & considérer F(z) = 2 a, 2" qui permet d'ailleurs, dans
le cas général, de représenter a  par 165 valeurs d'une fonction ¢(z) , (en-
tiére) pour 2z entier. Le cas intéressant est celui dans lequel F(z) est ra-

tionnelle en 2z , et est alors de la forme P(z)/(1 - za)l3+l .

Le théoréme 3 donne une généralisation du classique résultat sur les polyndmes
caractéristiques, et 1'étude d'une horne pour le degré du polyn8me P(z) conduit
& prendre pour A un anneau gradué associé A un anneau de rang fini (c'est-a-dire
pour lequel tout iddal a un nombre borné de générateurs). Une extension de ces no-
tions est obtenue au moyen de la "pseudo-longueur" qui généralise la notion de lon-

gueur. Un probléme (non résolu) d'invariants est posé au début de 1'exposé.

4
1. Enoncé d'un probléme d'invariants.

Soit E un module de type fini sur A sy & le spectre de A , ensemble des i-
déaux maximaux {Rt} (teT) de A . Si on localise pour T fixé on posera
AP = At y et on désignera par Pl 1'idéal maximum de 1'anneau local A_, enfin
pat Et le localisé E, . Soit alors, pour tout entier n (n>0 , a, la

dimension de l'espace vectoriel (sur Kt = At/Tg )

E ~ pil i+l .
t(n) P% Et/Pt E;
On posera
Ef(z) = ﬁié a, 2", avec lz] <1 .

Ped

On voit faeilement que si A est un corps o un anneau de valuation discréte,
la donnée de Fi(z) détermine E A& un A-isomorphisme prés (pour le 2e cas il
suffit, par additivité, de le constater sur AT/Pg'). I1 serait naturel de se de-
mander dans quelle mesure le systeme S des fonctions holomorphes FE(Z)
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constitue, dans un cas assez général, un systéme d'invariants du A-module E .

On se bornera ici & étudier des relations entre le spectre & et le systeme S .

On sait que $ est un espace topologique (non séparé) , les fermés étant cons-
tituds par les ensembles d'idéaux P'c qui contiennent un idéal fixé (éventuel-

lement trivial) de A (topologie de Zariski).
I*Studions alors l'application ¢ de & en S
92 E - Ff;(Z)
en minissant S de la topologie de la convergence uniforme en tout disque
|z| <R (O<R<1) .
On voit de maniére immédiate que ¢ est continue dans les cas suivants 3
a. A est intégre, régulier et de dimension 1, et E = A

be A est principal (donc intégre par définition), et E est de type fini
quelconque. On peut supposer E monogéne. Si E = A , on applique ce qui précede.

Si E=A/I (I# (0) , on se ramdne & une topologie discréte sur § .
ce E est de longueur finie sur A .

On a le théoréme suivant ¢

THEOREME 1. - 81 A est un anneau intdgre de rang fini p , et E un module

de type fini donné sur A , alors les fonctions de S sont uniformément majorées,

en tout disque |z| < R , par une fonction holomorphe & coefficients entiers,

G(z) , rationnelle en 1z .

La notion de rang est prise au sens de COHEN ¢ A est de rang p si tout idéal
posséde un systéme d'au plus p générateurs (il est de rang P +1 , P + 2

aussi j; il y a un rang minimum).
Le théoréme 1 résulte alors du fait que pour tout M‘c 1tanneau Ay est de
T

rang fini p « 81 k est le nombre de générateurs de E , a, cst mnjoré par

n+pe-1
k( ) ) d'od le théoréme.
p -

En plus du probleme d!'invariants précédent la question se pose d!'étudier dans
quelles conditions générales 1l'application ¢ est continue, et quel est le compor-
tement du foncteuwr A > S ,
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2. Notion de pseudo-longueur.

Soit A un anneau noethérien qeadique, gq étant un idéal quasi-maximal ;dlel
‘s n +

A (ctest-a-dire A/q est artinien). Le %{—moaiule de longueur finie g E/q B
n + - yd . ) Y

est engendré sur A/q par moins de ( k=1 ) générateurs si E a un systeme

de k générateurs sur A . On a, en posant Lg(h/a) =L

n n+l n+k-l
pg(@ B/a T E) SL( g ) o

Alors 2 Bg(qn E/qn+l E) z" représente dans le disque Izl <1 une fraction
>0

rationne ile

Cela résulte soit des théorémes sur les polyndmes caractéristiques fu encore du
’ 1 n n+
théoréme 3 (voir §3) appliqué au 2 (@Y/d™™)  module 2 (" E/Q"T E) .

n
On posera alors
®)
R(Z) ‘:-(‘—lp_q"'—_)—d'_rf"l‘ see + (Pq(E) +a1(1 - Z) + eee + 0}1(1 - Z)h
1l -2

avee d > =1 (d=-1 pour le module nul).

Lorsque E est de longueur finie A(E) , ona O S(’,g(E/qn E) < ME) pour tout
n, et donc O <(pq(E) <AE) « Siona 430, ona \Pq(E) = e mltiplicité de

E , puisque pour n grand, on a

2’g(qn E/qn+l E) =ae’g‘nd + nee + ao

et que

anznr_\; dl
n>0 (l-z+

4

comme infiniment grand pour z =+ 1 (avec |z] <1 ).

THEOREME 2. - Si A et q sont donnés, on a 1'égalité (pq(E) = ME) pour
tout A-module E de longueur finie A(E) , si et seulemeht si A est semi-local
et q idéal de définition de A .

Si on a 1'égalité pour tout module E de longueur finie, ona A > lg(E/qn E)
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n n.+1
0
pour tout n , et donc il existe un entier n, tel que q E =gq E, et

1'on a, en prenant dans la série correspondante ici réduite & un polynbme,

%o
(pq(E) = 2g(E/q ~ E) .

Or 0N qF'E est 1l'ensemble E' des x € E dont los annulateurs Ann x coupent

n>0
chacun 1 + q + E' est aussi 1'ensemble des y de E tels que les diviseurs

maximaux de g et de Ann y soient différentse. On aura A =<pq(E) si et seule-~
ment si E' =0 , donc si q ¢ p(4) , radical de Jacobson de A » A est alors
semi~local, car A/q est artinien, donc aussi A/p(A) , et on aura q 2 [p(A)]h

pour un entier h ¢ g est idéal de définition.

Pour voir la réeiproque, il suffit de voir que, si on avait q & M, M &tant
un idéal maximal de A , le A-module E = A/M serait tel que q)q(E) =0 et

non 1 « On posera alors la définition suivante ¢

DEFINITION. - Si E est un A-module de type fini sur un anneau semi-local,
on appellera longueur de E le nombre wq(E) , a étant le radical de Jacobson
de E .

Par exemple si E =A , A étant un anneau de valuation discrete, on a
1

sona @E) =0,

F(z) =1 +2 + 22 + ees = i
Appelant "isotrope", un A-module de longueur nulle, et non réduit & zéro, on
a la conjecture suivante s
CONJECTURE. - Pour tout anneau local A , de dimension 1, il existe un A-module
isotropes.

Remarquons enfin qu'un anneau local, intégre et complet est le quotient d'un

module isotrope. En effet A est un module de type fini sur un anneau AO de
valuation discréte (d'aprés I. S. COHEN). On en déduit que A est un quotient

d'une somme directe (finie) de copies de Ay o

Une indgalitée = Si L désigne la longueur de A/q (en tant que A-module) et

k le nombre de générateurs de q , k' le nombre de générateurs %e E sur A,
n+ k-

alors le A/q module qn E/qn+1£E fosséde un systéme de k! ( K =1 ) généra-

k- -

n
teurs. 11 existe en effet ( K -1 ) mondmes distincts de degré n formés avec

k lettres indéternindes X g vee X, 5 d'olh le résultats On a donc
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n+k~-1
n+1
. = E .

0O<a €KL( , _; ) ,enposant a = 1g(a” E/q
On a alors

F =2 e R P (z) .

1 -2
avec
T
P(z)=b0+blz+...+brz .
. e d+1

On obtient ¢ (E) en posant z =1 -t en prenant le coefficient de 1 en
P(1 -t) d'ou :

a+l d + 2 d +r
(1) (Pq(E) = ("' 1) [bd+1 + ( 1 ) bd+2 * oeee + (I‘ - l) br]
et on a cpq(E) =0 si d>r . Comme

= -_[ 1 asty) =0
—T £ ( -z) ]J pour z =

on &

d +1 d +1
(2) bzzazﬁ(l)aa_l+(2)a_2+... avee £ > 0O .

d +1

le dernier terme étant dtailleurs (- 1) ( l) 2 _4 si 2>d.,0na

br+l =br+2=coo =0 et on a

a+l _ d + 1) d + 1% da + 1)
(3) (- 1) @q(E) =( ¢ L( 0 ) 84,1 ( 1 ag + R

d+r d+1 d +1
+(r_1)[(o)ar-(1)ar_1+...] .

On a done

(4) log® | < Tk e,y

avec
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r+1l r+l1 r+k r+l r+k-1
er’k=(0 )[(O)(k_1)+(1 )( k -1 )+.o.]+ooo

2r r+1l r+k-1 r+1 »+k-2

OO 1 S Y R I G ¥ RN SO, B

Pour k fixé, e. x est une fonction croissante de r , et pour r fixé,

4
©n k est un polynSme en k de degré r + 1 , de coefficient dominant
’

kr+1

zr +1)8 °

3. Fonctions associées & certains modules gradués.

On peut traduire, (et généraliser) les notions de postulation de Hilbert au
moyen du théoreme suivant qui fait intervenir les dimensions de En des le
débute. Le procédé de la suite exacte utilisé est en substande le mBme que celui
donné par SERRE (FAC) (*).

THEOREME 3. - Soit F = Fy ®F, ® «o. un B-module gradué de type fini, B
étant noethérien, gradué : B = By ®B; © .« , 1'anneau B, étant artinien et

les générateurs de B sur B, gtant de degrés respectifs Oy g see ocp « Ona

alors

P(z)
1 -z1) coe (1 =2P)

Z Zg (E)Zn:
0 A B

P(z) étant un polynBme & coefficients entiers.

On pose, pour tout By-module de type fini G, ¢(G) = Leg (G) , et on raisonne
09 car, h adsignant

1]

par récurrence sur p o La proposition est vraie pour p
le degré maximum des générateurs de E sur A, ona E = Ey® ..o @Eh) By e
filors B étant noethérien, ona B = Bo[x1 s eos 4 X ] avee deg X =a,
(i=1,2,..,p) . S0it alors u 1'endomorphisme (de modules graduds) résul-
tant de la multiplication par xp « On a la suite exacte de B-modules graduds

u
O NS E —-E Q-0

d'ou, pour chague n (n=0,1 , 2, ...) 1la suite exacte de By-modules :

*
(") SERRE (Jo-P.). = Faisceaux algéhriques cohérents, Annals of mathe, Series 2,
te 61, 1955, p. 197-278,
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Yn
0> Nn-; En —_— En+d - Qn+OL -0
P P
u_  étant la composante de degré n de u et

No=u(0) ,0Q p/un(E,g

n+a =Bl a

et un(En) = En/Nn . i le théordme est vrai jusqu'a ltentier p -1 (p>1)
il stapplique & Q et N qui sont des Bol:x1 5 oes xpmlj—modules gradués.
On a, pour téut n ,

(e,) 0 ) = 0 = g ) - 00

n+o

Si on multiplie les deux membres de (sn) par z P, et si on pose

F(z) = 2 go(En) z"

~3

on a

[0 a

F(Z) "'[(P(EO) t eoee +Zp-l (P(Ea 1)]"ZpF(Z) = e
p...
a
-1
=- Lo ¢ w20 DT 20 - 2 ATl

o] a .
Comme, par hypothése, les produits (1 -~ z 1) oee (1 =2 p—l) 2 (P(Qn) 2% et
n>0

o a
1 -2z 1) ese (1 = 3 p-.l) 2 (p(Nn) 2" sont des polynfmes en 2z , & coefficients

entiers, on a la proposition pour l'entier p o

4. Modules et annecaux rationnelss

Les modules gradués utilisés dans la 3e partie peuvent se généraliser comme
suit. Soit A un anneau ncethérien gradué A = Ay ®A) © eso , Ay étant de
rang fini (au sens donné dans ce qui précdde), et soit E = EO @ ooe @ En ® oro
un A-module gradué de type fini sur AL « Si q ‘est un iddal de Ao s tel que
Ao/q soit artinien, désignons par a, le nombre entier ¢ q(En) et soit F(z)

la série 2 a_z° (lz] <1) &
n B
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D'éFINITION. - On dira que E est rationnel, relativement & q si F(z) est

une fraction rationnellee

Alors F(z) est de la forme ( P czx; T °
1 -2

On dira que A est rationnel si on peut en plus prendre E =4 «

EXEMPLES.

1° A, est artinien, E quelconque, q = (0) d'aprés le théoréme 3.

20 En =0 pour n grand.

3 A=Ajeq ®q2 ® oso @qh ® eos o Alors E étant de type fini sur A ,
ona, pour n grand (n >N) En+1 = qEn suivant un résultat classique
(démonstration du théortme d'Artin-Rees d'aprés CARTIER et J+ Po SERRE). Done,
en posant

F(z) = 2 2g(@FE /qn+1 E) 2" s
P >0 19 P

=

ona, pour p>N

/qn+1 E ) Zn

p+l

: n
Fp+1 (2) :nio Lg(g E pel

et donc, pour p >N ¢

Fo(2) =tg€ /aB) +2F ()
Or, pour un { entier on a, avec p = N' :

-2 '
) = tg(aP B /P B

Rg(Ep/E .

p+l

1l'expression étant alors un polyndme en p , noté p(p) « On a
Fp(z) = p,(p) + 3z Fp+1 (z) .

On a, <I>p(z) étant une série entiére en (z - 1)

: A}SP) A1<p)

“—-‘_E.F ees +T_—-1—] + qu(Ep+1) + (Z - 1) @p(Z)

F (z) =
p+l (z - 1)

et h dépendant de p . On a
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ZA (p) zh (p)

h 1
FP(Z) = <Pq(Ep+1) + p(p) + [m toeee t —Z-—_-T-] + (z = 1) lPp(z)

avec 1,')p(z) série entiére en (z - 1) . Llors

p E) =9 (E_.) + pr + v(p ;

qQ'p q" p+l
en désignant par v(p) le rdsidu de Fp+l (z) (dci c'est Al(p) )« Or, en posant
Ho(z) =go(z) poree s Hp(z) = sz+l(z) et z=1+1t,o0na

2 1 ‘s 3 p + 1)
Ho(z) == + ees ¥+ oo, Tésidu Hp(z) =By - pB, + 5 By = ees
et donc vp est un polyndme en p . Finalement Zcpq(Ep) 2P cst rationnel en z

p

Grandeurs géométriques - Dimension et multiplicité. - Lorsque la fonction géné-

ratrice utilisée dans ce qui précéde est une fraction rationnelle, on a

F(z) = P(Z)a »-On désignera par e la multiplicité (coefficient de —1
N (R 1 - z)P

dans le développement de Laurent de F au voisinage de z = 1 ). On appellera
B la dimension (on la retrouve facilement dans les cas classiques) et a 1a

polarité (qui vaut 1 dans lec cas classique).

Lorsque 1'on est dans lc cas d'application du théoréme 5 on a
8
(pq(En)s Gy +Gy D+ eee + Q1

pour n >0 puisque k est détermind. Soit M(R) le maximum du module de 1la
fonction 2 (pq(En) 2" por |z <R (O<R<1) . Il existera un entier

420 telque (1 ~R)* MR soit borné pour Ro1, (=R ME) ne
1'étant pas. On appellera d dimension de E . Lorsque E est rationnel sur A
(cas classique) » on retrouve alors la dimension ordinaire. La multiplicité peut
se définir comme le plus petit entier e >0 tel que Tim (I - r)® MR) < e
pour R -1 . Lorsque a =1, B s'interpréte facilement au moyen de la dimen—

sion (au sens des chafnes d'idéaux premiers).




