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Séminaire DUBREIL=-PISOT 20=01
(Algtbre et Théorie des nombres)
136 annde, 1959/60, n® 20

LE MEMOIRE DE HALL ET HIGMAN
SUR LA p-LONGUEUR DES GROUPES p-RESOLUBLES [1]

par Michel LAZARD

Cet exposé ne prétend nullement &tre un résumé du mémoire de HALL et HIGMAN,
Beaucoup d'énoncés ne seront méme pas reproduits, et nous ne pourrons donner que
des apergus des démonstrations. Notre seul but est de donner une premiére idée des
méthodes et des résultats contenus dans l'article en question, et de souligner son
importance.

1., Notations et définitions.

Dans tout cet exposé, "groupe" signifiera "groupe fini".

~ L'ordre d'un groupe G (resp. d'un élément x € G ) sera noté Ord G (resp.
Ord x ).

La notation " N« G " sgignifiera que N est un sous-groupe distingué du grou-

re G .

Nous désignerons par Il un ensemble de nombres premiers, par II' 1'ensemble
complémentaire., Quand Ii se réduira & un seul nombre premier p , nous écrirons
p et p' au lieude {p} et {p}' « Si n est un entier naturel, la notation

n nrH " signifiera que tous les facteurs premiers de n avpartiennent a 1II «

Un groupe G sera dit un [Il-groupe si Ord GlH (ce qui équivaut 3 V x€ G,
ord x[1 ). '

Une suite de composition dans un groupe G est une suite croissante de sous-
groupes, allant de 1'4lément neutre jusqu'd G , o chaque sous=-groupe est dis=

tingué dans le suivant.

Une [l=-suite dans un groupe G est une suite de composition dont tous les quo=-

tients sont des Il-groupes ou des II'-groupese.

Un groupe G sera dit I-résoluble s'il posséde une Il-suite.

Un groupe est p-résoluble pour tout nombre premier p si et seulement s'il est

résoluble (considérer une suite de Jordan-HSlder).
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La ’H-longueur d'un groupe II-résoluble G est l'entier P,H(G) ’ égal au nom=
bre minimum de Il-groupes qui apparaissent comme quotients dans une II-suite de G.

2+ Il-suites descendantes et ascendantes d'un groupe II-résolubles

Pour tout G , définissons des sous=-groupes &(G , II) et ¥(G , II) &

(G , I) est le plus petit sous-groupe distingué de G tel que G/®(G , 1)
soit un II-groupe. On établit son existence en le définissant comme le sous-groupe
engendré par les puissances n-iémes de tous les éléments de G , ou n|Il et n
est "assez grand" (c'est-a-dire divisible par le plus grand diviseur By de Ord G
tel que n, ,’II )e 11 résulte de cette seconde définition que, pour tout homomorphis-

me f¢: G-H, ona
£(o(G , M) c &M , I)

WG , II) est le plus grand sous-groupe distingué de G qui soit un Il-groupe.
On établit son existence en remarquant que le produit de 2 [l-sous=groupes distingués

de G est encore un Iksous-groupe distingué. Pour tout épimorphisme f 3 G -H ,

on a
f(wc , M) c WH , ) .

Pulsqu'on s'intéresse au nombre de Ilgroupes quotients dans les Isuites de G ,
on pourra supposer que les quotients cxtrémece sont des H'—-groupes (éventuellement
réduits 2 1'élément neutre).

Soit AO =Gp A1 > A2 cee > An =1 une [=suite du groupe I[~-résoluble G . Si
A i/Ai+1 est un Il-groupe (resp. un II'-groupe) nous formerons une II-suite qui dé=-
crolt plus rapidement que (Ai) en posant Bj :Aj pour j <i,

By = <I>(Ai , 1) Chiy (resp. B,

i+ i+1 ~ Q(Ai , ) CAi+1)’

Bj = Bi+1 nAj pour j>i .
D'autre part, 1'extension d'un Il-groupe par un [l~groupe est encore un Il~groupe..
I1 en résulte 1'existence d'une [I-suite descendant plus vite que toutes les autres}
on 1l'obtient en posant Ay =04, M (resp. Ay = cb(Ai s ') ) pour i im-
pair (respe. pair). L'entier ZH(G) est donc atteint pour une suite dont tous les

sous=groupes sont distingués (et méme complétement invariants) dams G .

Nous utiliserons au contraire la Iksuite ascendante, qui crolt plus vite que

toutes les Il~suites dont les sous=groupes sont distingués.



20-03

C'est la suite
(%) (1) =Py ANy QP oo Py QN 9P, 1 Qe s
que 1'on obtient en posant Ni/?i = W(G/Pi , II') et Pi+1/Ni =‘W(G/Ni , ) , pour
1>0; zH(G) est le plus petit entier 1 tel que N, =G .

Nous conserverons les notations Pi ’ Ni dans cet exposé.

3+ Introduction d'une représentation linéaire des groupes p-résolubles.

LEMME 1. - Le sous=-groupe P1 contient son centralisateur modulo Nb .

Autrement dit, Pl/Nb contient son centralisateur dans G/%b o Nous passerons
donc au quotient, ce qui permet de supposer que MD = (1) « Soit 2 1le centrali=-
sateur de P1 e Si P1 7, P1 est un sous-groupe distingué de P1 Z 4 distinct
gée P, Z . Choisissons un sous=-groupe M , minimal pour les propriétés suivantes
MG, P1 ; Mc Pi Z o

Puisque G est II-résoluble, M/P1 est un Il-groupe ou un [I'=groupe (d'aprés
le théoréme de Jordan-EBlder appliqué aux suites de compositions dont tous les sous=
groupes sont distingués). M/P1 ne peut pas &tre un Il-groupe (car P, = G, o)),
donc est un II'-groupe. Donc (cf. [2], théoréme 25, pe 132) il existe un sous-groupe
X, tel que XP, =M, XnP1=(1) . Conme X cP Z et que Z centralise P, ,

tout élément de X opére sur P1 s par automorphisme intérieur, comme un élément

de P
1
Pi s M=1Xx P1 (produit direct), X est caractéristique dans M , done distin-
gué dans G , contrairement aux hypothéses X # (1) , ¥G, II') = Y = (1) .

« Or P, estun [-groupe, et X ﬁ’M/Pi un II'-groupe., Done X centralise

Nous supposerons désormais que Il se réduit 2 un nombre premier p , et nous

étudierons les groupes p=résolubless

Rappelons d'abord quelques propriétés des p=groupess Si G est un p=groupe,
et si on définit son sous-groupe de Frattini F comme 1'intersection des sous=-
groupes maximaux de G , alors on a les résultats suivants : F est engendré par
les commutateurs (x , y) et les p-ilmes puissances x* des éléments de G 3 G/F
est donc un p-groupe abélien élémentaire ; sa dimension, en tant qu'orpace vecto-
riel sur le corps premier «ép est le nombre minimum de générateurs de G o Les
automorphismes intérieurs de G induisent l'identité sur G/F , ot tout automor=-
phisme de G qui induit 1'identité sur G/F a pour ordre une puissance de p e
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LEMME 2, = Soient G un groupe p=-résoluble, et F/MD le sous=groupe de Frattini

du p-grbupe PI/N‘D « Alors Pl/F est un espace vectoriel sur AEp s et les auto=-

morphismes de Pl/F induits par les automorphismes intéricurs de G fournissent

une représentation fidéle de G/P1 .

Le noyau de la représentation de G dans PI/F est un sous=groupe distingué

1 2
ascendante). Donc, si K # P1 s 11 cxiste ge K =~ P1 s d'ordre premier & p . Comme

K> P, ; K/P1 ne peut pas 8tre un p-groupe (d'aprés la définition de la p-suite

d'autre part g induit 1'identité sur P 1/F » il doit induire 1'identité sur P, /NO

s d'apres le lemme 1 ; il y a contradiction, et K =P ,

donc il appartient a Pl b

1
COROLLAIRE, = .LP(G/F) = £p(G) .

En effet, si G/F contenait un p'-sous=-groupe distingué H/F # (1) , les é1é-
ments de H centraliseraient P1 modulo F , done modulo Nb s donc appartiene
draient 2 P, (lemme 1), ce qui est impossible. la pesuite asccndante de G/F
est donc donnée par las sous-groupes Pi/F et Ni/F s ce qui démontre 1'égalité

z.p(G/F) = zp(G) .

On notera par aillmrs la relation

i

Lp(G/Pl) LP(G) -1 o

4« Ralations entre la p=longusur d'un groupe p-résoluble et la structure de scs

p-groupes de Sylows

Soient G un groupe p=résoluble, et S un p=-sous groupc dec Sylow de G o Si nous
prenons l'intersection avec S d'une p=-suite de G , nous obtenons unc suite de
composition de S dont les quotients sont précisément les p-groupes parmi lcs
quotients de la duite dans G (remarquer qu'on obticnt des sous~-groupes des quo=
tients de la suite dans G , puis considérer les ordres). I1 cn résulte qus 1l'en~
tier LP(G) ne peut &tre grand que si S est "grand" ou "ecompliqué"e. L'essenticl
du travail de HALL ot HIGMAN consistec en des énoncés précis qui minorent, on fonc-

tion de LP(G) s certaine invariants de structure dc S + Voici ces invariants @

b
(1) bp s O0 p P st l'ordre de S H

(2) c_ 5 la classe de S (nombre minimum dc quotiemts dans une suitc centrale
de S );
(3) dp s longueur de la série dérivée dec S (nombre minimum do quoticents dans unc

suite de compsition 2 quoticnts abélicns);

(4) ep s OU D P st l'exposant de S , c'est-a-dire 1l'ordre maximum de ses
éléments.
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Rappelons qu'un nombre premier de Fermat est de la forme 2% 41 s et un nombre

premier de Mersenne de la forme 2" -1 .

Voiei maintenant cuelques-uns des théorémes de HALL et HIGMAN,

THﬁOBl‘ZME. - 81 G est un groupe p=résoluble, et p un nombre promier impair,

alors

1 d >

(1) o2

(2) e > zp si p n'est pas un nombre cremier de Fermat

oy > [%(zp +1)] si p est un nombre de Fermat.

De plus, ces inégalités sont les moilleures possibles.

THEOREME. - Si p est impair et n'est pas ur nombre de Fermat

L -1
(1) e, >p? ’
¢
(2) | b, 2 (@ Po1)/ip 1) .

Si p est un nombre de Format supérieur a 3 ¢

)
(1) o, 2 ((p - 2) Po1)/(p - 3) ;
2+ )
(2) b, >((p-2)7P -t -3)-p+2)/(p =3 .
Siop=3:
Zp-l
(1) cp>}‘2
&p-l
(2) b, 22 v -1 .

Les démonstrations procédent par récurrence sur 1, en utilisant les relations
I;p(G/Pl) = lp(G) -1, ZP(G/F) = Lp(G) , étallios & la fin du numéro 3 .

Considérons généralement un groupe H d'automorphismes lindaires d'un eepace
vectoriel de dimension finie sur un corps de caractéristique p » Soit ge H d'or-
m m
dre pIn o Alors gp -1=(g - 1)P =0 s ce qui montre que g est unipotent (a

mel mel
toutes ses valeurs propres égales & 1 ) Do méme (g - 1)P = g° -1#0 .
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Le polyndme minimal de g est donc (X = 1)* » avec pm-l <rg pm o Cette double
inégalité vérifiée par r ne pout évidemment pas Stre améliorde dans le cas géné-
rale Par contre HALL et HIGMAN ont obtecnu des inégalitée bicn plus fines en faisant
los hypothéses suivantes sur H ¢ H est p-résoluble et um conticnt pas de p-sous-
groupe distingué non trivial. Ces hypothéses sont vérifides quand H ost le groupe
G/Pl » considéfé comme groupe d'automorphismes de P, /F (notations du n° 3). Appe-
lons alors M"exceptionnel" un élément g e H d'ordre pm tel que r < pm s C'lost=

s m_ }
a-dire tel que (g = 1)P "2 =0 . On a les résultats suivants @

Sip #2 n'est pas un nombre de Fermat, alors g n'est pas exceptionnele.

Si p est un nombre de Fermat, alors pm-l(p - 1) £ r dans tous les cas, et g

n'est pas excoptionnel si le 2=-groupe de Sylow de H est abélien.

o
= &£r dans tous les cas ;3 si q =2 0.1 st lo plus

8i p=2, alors 3.2"

petit nombre de Mersemne pour lequel H posséde un q-sous=groupe non abélien,
m
alors Qqe2 Lr3si H ades g-sous=groupes de Sylow abéliemspour tous les

nombres de Mersenne inférieur a 2° s alors g est non exccptionncl,

De plus, si les éléments g et h du mdme p=sous=-groupe de Sylow S de H

gont tous deux exceptionncls, alors les é1éments d'ordre p dans les groupes cy=-

cliques engendrés par g ot h commutent.

Contentons nous de dire que HALL et HIGMAN démontrent ces résultats par un @évie-
sage fort long et ingéniecux.

Montrons, par contre, comment ils en déduisent les relations entre ep et Lp

( p impeir).

Reprenons le groupe p=résoluble G ,' ou nous supposerons F =1 . Alors G/P1

opére sur Pl par automorphismes intéricurs. Nous posons n = g-l hg,

A - -

(g, gl) =g 1 gll g8y o Nous notons additivement, un exposant, lus opérateurs sur
Pl .

LEMME 3o = Soient geG, he P1 » et s0it q une puissance de p . Alors

(gn)? = g2 (81

20=1
((gn)? , &%) = n(e-1)"? .

On a, pour tout entier r ¢



r=1 r-2 r-1 20—07
(g‘ll)r = gr hg }1g LN N J h = gr hg +...+g+1 [ ]

Si q =r est une puissance de p, on a, en caractéristique p (rappelons que

P, est un groupe abélicn élémentaire) s

R I R N RO L

d'ol la premiére relation. Ensuite ¢

-1 -1
((en)? , &) = (g2 nle-1)® , g9 = (u(e1)® , g%)
()8 (e 1) R (1)9 (g0)

2g~-1
— h(g-l)

Soit S un p=groupe, d'exposant m . Introduisons 1l'invariant ¢™(S) égal 2
2m - 1 si toutes les puissances p 1-iémes commutent dans S , et & 2m dans le
cas contraire., Dans chaque cas, e(S) =m = E—(e*(S) +1)] + 8i S ost un p-sous-
groupe de Sylow d'un groupe G , nous posons

e;(G) = ¢*(3) .

Si G/?i contient un élément d'ordre maximum gPl non exceptionnel (pour la

représentation sur P, ) alors

ep(G) = ep(G/Pl) + 1 .

Soit un gP

. .
A d'ordre maximum p- dans G/P1 esi g #1, alors

ap(G) = ep(G/Pl) + 1

m
(1a relation ep(G) s:ep(G/Pl) + 1 ost évidente). Sinon, calculons (ghF pour

"h e Pi « Nous avons, d'aprés le lemme 3 @

m
(gkopm - n(e-1)” B ’

et dire que gP1 n'est pas exceptionnel signific précisément qu'il oxiste h e Pl

m
~1)P
avee h(g 1) £1 .

Nous cn déduisons tout de suite, par récurrcnce sur L (12 ces £p =1 étant

trivial), la relation
o () > 2 (e) p

dans le cas ol p >2 n'est pas un nombre de Fermat (i1 n'y a pas d'élément excep=

tionnel).
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Si maintecnant p est un nombre de Fermat, démontrons de mdme la relation
e*(G) > ! (G) 3

Supposons d'abord e (G/? ) = 2m . Alors tous les éléments de G/P ne peuvent
pas dtre exceptlonnels, puisque les puissances p 1-1emes ne commutent pas, et on

voit comme précédemment que
G)=m+1
Op( ) ’
donc
* *
G) >22m + 1 = G/P,) + 1 .
ep( ) >2m ep( %N

Supposons maintenant e*(G/Pl) =2m -1, 51 1'cxposant de G est m + 1,
e (G) 2m + 1 = op(G/P ) + 2 . Sinon 1l'exposant de G ost m , ot, pour démontrer
que e (G) = 2m , il nous faut démontrer que toutcs les pulssances p 1-1emt,s ne

commutont pas dans .G o Soit g € G tel que gP, soit d'ordre p « Nous avons,

1
d'aprés le lemme 3 ¢

-1 -1 221
(ew®  , & ) =nleD)™ :

Mais nous savons que le polyndme minimal annulé par 1'opératour associé a g est
(X = l)r s 00 r>(p=-1) pm-l ;;me-l » pulsque p >3 . Par définition, il oxiste
alors h e Pi s tel que

-1
2t
o (g-1)°P gy .

Dans tous les cas, nous avons donc ep(G) e (G/? ) +1 y» ot les relations

e;?G) ;;LP(G) s ep(G) ;,Eicap(e) +1)] en resultont par récurrcnce sur &p .

5. Applications au probléme de Burnsidce

Désignons par (S,) 1'énoncé suivant ¢

(S ) 11 existe, pour chaque cnticr positif % , un entier sn X tel que tout

groupe résoluble d'exposant n qui peut-8tre engendré par n élémentsait un ordrc

su plus égal 2 Sn,k .

Parmi les résultats de HALL et HIGMAN, nous signalerons le théoréte suivant &

[ 4 8
THEOREME, - (Sn) cst vrai pourvu que (Sq) soit vrai pour chaque 'puissance de
nombre premier q divisant n .
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Disons qu'un classe C de grcupes (finis),ou, plus précisément, de types d'iso-
morphismes de groupes, a la propriété de Burnside si, pour tout entier k , il n'y
a qu'un nombre fini de groupes de C (aux isomorphismes prés) qui peuvent &tre

engendrés par k éléments.

Soient Cl et 02
des groupes G qui ont un sous-groupe normal N tel que G/N appartiennc 2 C1

et 2 02 .

deux classes de groupes. Désignons par C1 02 la classe

LEME 4, =81 C, ot G,
C, G, o

1
Soit G un grouve, N <G, G/NeCl, NeC .5 G, done G/N, a k

générateurs, 1'ordre de G/N est majoré par un entier n(k)  D'aprés un théoréme

ont lo propriété de Burnside, il en est de mdme de

Schreier sur les sous-groupes des groupes libres, N peut=8trc ongendré par
k' =1 + n(k)(k - 1) éléments. Son ordre cst donc majoré par un entier n'(k') ,
et celui de G par n(k) n'(k') .

COROLLAIRE, = Si C, s ese s C, sont des classes ayant toutes la propriété de

Burnside, il en est de méme de Ci s ooes 03 s ou le produit est calculé aprés

introdvction de parenthéscs, d'une maniére quelconque.

En ce qui concerne les parenthéses, on peut remarquer que (C1 02) C3 c 01(02 03) }

I1 suffit donc d'introduire les parenthéscs & droitee

Démontrons maintenant le théoréme par récurrcnce sur le nombre de facteurs-pre-
miers de n o Si ce nombre est 1 , rien & dénontrere Sinon n a au moins un fac-
teur premier impair, soit p . Posons n = pam s m non divisible par p « Le
p-longucur d'un groupe résoluble d'cxposant n cst au plus 2c¢ o Ainsi, si 1'on
note Cn la classe des groupes résolubles d'oxposant n e

C CC C C eee C C C ’
n-m e m m e m
P P
avec (4¢ + 1) facteurs. C o 21l propriité de Burnsidc per hypothéso, ct C,

P
d'apres la récurrence. I1 en est donc de méme de Cn s ce qui constitue 1'énoncé
(s,) -
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