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Séminaire DUBREIL-PISOT | 19-01
(Algébre et Théorie des nombres 5 11 0
13e année, 1959/60, n°® 19 5 avril 1%

UN FROBLEME CONCERNANT LES MULTIPLICITES D'ANNFAUX LOCAUX
FORMANT DES COUPLES PLATS

par Christer LECH

La substance de cet exposé se retrouve avec un peu plus de détails dans 1l'article

[1] de 1'auteur.

NOTATIONS et CONVENTIONS. = Tous les anneaux sont supposés commutatifs et 2 é1é-

ment unité. Par un anneau local on entend un anneau local noethériens

Les lettres L et e seront utilisées pour désigner des longueurs de suites de
composition et des multiplicités. Ainsi, si A est un anneau et M un A-module,
on écrit L(M) , ou plus précisément LA(M) pour la longueur de M comme A=-module.
Si q est un idéal primaire dans un anneau noethérien, on écrit L(q‘), pour la
longueur de q, c'est-a=dire pour L, (Ap/qu) ol A est l'anneau noethérien en

question, p 1'idéal premier associé 3 q , et AP 1'anneau de fractions de A
par rapport & p « Gardant ces notations on sait, d'apres SAMUEL, que, pour n grand.
L(C{n A p) est un polyndme de n dont le degré d est égal 2 la dimension de Ap ,

disons

L(anp)=aO nd+al nd-1+...+ad (nzno) .

On appelle le nombre (d%) ay la multiplicité de q que 1'on désigne par e(q) .

Si A est un anneau local d'idéal maximal m, on définit e(4) = e(m) .

Soient A .un anneau et M un A-module unitaire. On dit d'aprés SERRE que M

est A-plat (ou plat) si le foncteur suivant est exact @

E => E@AM 9

le foncteur étant défini sur la catégorie des A-modules et des A~homomorphismes.

Un couple (AO s A) d'anneaux locaux d'idéaux maximaux (mO ,.m est dit plat
(au sens de SERRE) si les conditions suivantes sont satisfaites @

1° Ay ch

2° Ay et A ont un élément unité commun
3° A est Ag-plat ;

4° My Cme
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Dans cet exposé, on considérera principalement la situation plus spéciale ol M A

est un idéal m-primaire (et non seulement un idéal contemu dans m ),

Quelques observations simples sur la platitude.

aes Un A-module projectif, donc en particulier un A-module libre, est A=plate

bo Soit M un A-module plat et soient F et E deux A-modules tels que

F cE . De la suite exacte
0 - F - B o E/lF <+ 0
on obtient, en multipliant avec M , une suite exacte
0O ~ Fg M » Eg M » (EF)e, M > O R
qui montre qu'on a un isomorphisme canonique
N
(Ef)e, M=Eeo, MFo, M .

Si a est un idéal de A , on obtient d'une maniére semblable un isomorphisme

canonique
ag, M¥dau
ce Soit (AO s A) un couple plat d'anneaux locaux avec " A primaire pour m,

et soit M un A.~module. Alors

L, (& @Ao M) = LAO(M).L(mO A) - .

0

Démonstration par récurrence sur LA (M) en utilisant des suites exactes de type
0

0O - M o M - M 4 0
pour L, (M) >1.
o
Cela entralne que AO et A ont méme dimension. En effet, on a
_ n
L(mg A) =L(m)L(m, A)

(c'est-2-dire que les idéaux ™ A et M ont méme fonction de Hilbert & un fac-

teur constant prés).

PROBLEME, - Soit (&g » A) un couple plat d'anneaux loceux d'idéaux maximaux

(m0 s m) et soit My A primaire pour m e Sous ces conditions, a=t=on toujours
e(hy) <e(a) 2

(En réalité la question ne change pas si on supprime la condition "nb A pri-

maire pour m% ),
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Une réponse affirmative impliquerait que
e(Ap) <els)
pour tout anneau local 4 et tout idéal premier p de A tel que
dim p + codim p = dim & « En effet, cette inégalité est vraie pour A complet

d'aprés NAGATA. Dans le cas général, soit A* 1le complété de 4 o On peut trouver

dans A* wun idéal premier p* tel que p* A= p et que
dim p* + codim p* = dim 4* ;

En utilisant le fait que (A , A*) st plat on peut facilement démontrer que

(a_, A;* ) 1'est aussi. On aurait donec

P
e(AP) Se(A:*) < o(6¥) = o(a) .

L'inégalité e(A_) <e(A) serait une généralisation du résultat d'AUSLXNDER-
BUCHSBA UM~SERRE diZant que, si A est un anneau local régulier, AP 1'est aussi
pour tout idéal premier p de A o En effet, NAGATA & moutré qu'un anneau local
régulier équivaut 2 un anneau local de type Cohen-Macauly ayant la multiplicité 1.
On sait bien que les propriétés de Cohen-Macauly se transférent de A 3 4 , et
il en serait de méme avec la propriété Mavoir la multiplicité 1" si on avait tou=
jours G(Ap) Le(s) o (Les propriétés de Cohen=Macauly impliquent que
dim p + codim p = dim A pour tout P )e

Le probléme concernant les couples plats (AO » A) se raméne facilement au cas
ol AO et A sont complets. Dans le cas ou les corps de restes Ao/ho et A/m
sont de caractéristique O , on peut méme supposer, en utilisant les théorémes de
structure de Cohen, que A est un Ao-module libre de type finie Au premier abord,
on n'a done pas de phénoménes pathologiques 2 craindre. 4 ce point de vue, on sem-
ble &tre dans une situation plus avantageuse qu'en attaquant le probléme concernant
1'inégalité e(A?).s e(4) , ol le résultat est connu pour tous les "bons" anneaux
A,

Le résultat d'AUSLKNDER-BUCHSBAUM-SERRE a été obtenu un peu accidentellement par
des méthodes homologiques, 2 savoir par une caractérisation des anneaux locaux rée-
guliers commes les anneaux locaux de dimension homologique globale finiee. Le pro=-
bléme présenté ici fournit une occasion d'éprouver 1'utilité des méthodes homolo-

giques dans une nouvelle question de méme genre.

En tous cas, il me reste & rendre plausible que la réponse & ma question peut
Stre affirmative. Or je peux démohtrer qu'il en est ainsi sous des conditions par=
ticulieres : d'une part quand 1'anncau de restes A/%b A oest de 1'un des types

suivants,
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K(X, 5 seo s X J/E 5 soe s £) K[X, 5 soe X /(X 5 oee Xs)m
ou K est un corps et X1 9 ose 3 XS des variables, d'autre part quand la dimen-
sionde Ay et A est inférieure ou égale & deuxe Le reste de cot cxposé sera
consacré i la démonstration de ce dernier résultat. On traitera séparément les
dimensions O, 1, et 2 o Los deux premiers cas sont triviaux. Le dernier est

moins simple, pourtant on peut employer unc méthode assez grossierce

Les cas dimAO =dimA 1.

Soit (AO s A) un couple plat d'anneaux locaux tel que my A soit meprimaire.
ae. Supposons que dim AO =dim A =0 . Alors

e(8,) =LAO(AO) \<LA0(A0)'L("‘0 L) =L, (hy@ 4h)=L () =0ca) .

0
be Supposons que dim Ay =dim 4 =1 . Posons n~eL (m, L) o Soit k 1le plus

petit entier tel que

mk + M A= ﬂ#+1 + My A o
Vu la définition de L(myA) =n, ona k <n . De plus
k =kl _ k+2 . -
me o+ my A= om +mOA-—m +mOA—...-mOA .
done
m g'mk gmo'A .
Ainsi
elay) = elmy) =3 o(my ) £ o(") = o(m) = o(&)
0 o/ Tn ®\Mo */ 3y ¢
Préparation pour le cas dim Ay =dimi =2 .

Introduisons les notations suivantes ¢

A anmneau local de dimension quelconque }

m= (X, 5 oo XS) 1'idéal maximal de A ;

K=4/m;

K[Xl g sse XS] = K[X] anncau polyndmial de s variables sur K ;
M 1'idéal (X, 5 ees » X ) dans K[x] »

Lppelons un idéal de K[X] cngendré par des produits de puissances de
X) 9 eee 5y X un idéal multihomogéne. Nous allons associer & tout idéal o« de 4
un idéal multihomogine I(a) de K[X] de sorte que 1l'application « - I(a)

préserve des longuetirs cn un certain sense
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Lia définition de I(a) sera faite on plusieurs étapese Premiérement, soit a
1'idéal de formes de &« par rapport 2 m= (x1 9 ses xS) s clested=dire le noyau

du XKehomomorphisme naturel

K[x] - % (m” + a)/(m* + a) ’

w’ 1,2"..
qui applique un produit de puissance de Il 9 see 3 X s SUT la classe du produit
de puissances correspondant de Xy y see s X oo On peut démontrer que l'application
< - @ a les propriétés suivantes :

1° acb => ch;

<
20 (m” + E)/(mw1 +. )N (nV + @)/ + ) ( K-isomorvhisme) 3
30 ?lo-g g-c-('._f)' .
Deuxiémement, on va associer & tout idéal homogéne ¥ de K[X] un idéal multi-

homogéne (%) « On ordonne les produits de puissances de K[X] lexicographique~

% % [31 Ps
ment de sorte que X1 P Xs soit plus haut que X1 voe Xs si le dor-

nier nombre différent de zéro parmi les différences

G =By 0 = Pyy eeey & = [
est positifs On définit, préliminairement, YW¥) comme 1'idéal multihomogéne de
K[X] engendré par les plus hauts produite de puissances des formes de % o Il est
facile d'établir pour cette application % - Y(¥) des propriétés analogues aux

trois propriétés mentionnées plus haut de 1l'application a - d ,

Modifions maintenant 1'application % o (%) on effectuant préalablement une
transformation linéaire générale des variabless On obtient ainsi les deux propriétés
suivantes pour tout idéal de la forme %) s

a 04 +oeotll a (04 )
1 <] : % mn , o+l 8 .
ae X . X e y(¥®) => X Xiog o0 X €y () (1<m<s);

be 3 k (0Lkg8+1) tel que, pour n assez grand,

n
(x'k’""xs) S\P(?I?S(Xk: “'!XS) .
En particulier (%) a un idéal premier minimal unique, & savoir (xk s see g xs)

(interprétation naturelle pour k =0, k=5 + 1 ).

La propriété (a) peut se voir en observant qu'une transformation lindaire géné-
rale peut 8tre représentée en composant deux transformations lindaires dont 1'une
est générale et 1l'autre "indépendante" de la premiéree. La propriété (b) se déduit

facilement de la propriété (a)e



19-06
On définit maintenant I(a) = Y@) (ob ¢ désigne la transformation modifide).
Alors

1° acb => I(a) cI(b);

20 (T + I(CI))/(WW1 +1(a)) T (mV 4 cJt)/(mW1 + a) ( K-isomorphisme) ;

3° I(a) I(b) cI(ab) ,
ot tout idéal de la forme I(a) est de la forme (%) , donc a les propriétés (a)
et (b) ci-dessus.

De la propriété 2° on tire, en sommant de y=0 & v=n-~-1:

L@ + I(a)) =L(m" + a)
(les fonctions de Hilbert de %/I(a) et m/a sont identiques). Il en résulte ¢
codim (M/I(a)) = codim (m/a) ,
e(M/1(a)) = o(m/a) .

Eo cas dim AO =dimA =2 ,

Soit (Ao s A) un couple plat d'anneaux locaux tel que LS L s0it meprimaire
et que dim.&o =dim A =2 o Posons KO =.AO/%b , K =4/m . Employons par rapport
3 1'anneau actuel 4 1'application a - I(a) qui vient d'8tre définies L'idéal
I(0) a un idéal premier minimal unique de la forme (Xk g ose 3 XS) e Or, de la
relation

codim (/I(0)) = codim m =2 ’

on tire facilement k = 3 . Soit I*(0) 1le composant primaire de I(0) associé
1'idéal premier (X3 y eee 3 X ) . hlors 1I%™(0) peut Stre engendré par des pro-
duits de puissances de X3 s eoe s X 5 ob L(1%(0)) est égal au nombre de tels
produits de puissances qui ne sont pas contenus dans I (O) e« On a, de plus, en
utilisant une "formule d'additivité" de NAGATA,

o) = e(m/{0)) = o(B/1(0)) = o(®/(Xy , eee » X)) L(I¥0)) =L(1%(0)) .
Soit b 1le plus petit entier tel que
X ellmgs)
Aors b >1, et ona
XY BV ¢ 1(my 4 (v=0,1, eseb=1)

parce qu'autrement on aurait Xé‘ € I(nb A) d'aprés la propriété (a) des idéaux
de la forme (%) » Il en résulte ¢



L((n* & g 8) /0 4 m 4)) =1(@>T 4 I(my &)/ + I(m  4)) 2b

Fosons
q, = N My &y 9, = ™ 4+ my A .
Ainsi
hoqoqamh
et

L(ql/qZ) >/b °

Nous allons estimer de deux maniéres différentes le nombre L(ng ql/%g qz) pour
n grand. En effet, nous obtiendrons une estimation supérieure proportionnelle 2
e(h) et une estimation inféricure proportiomnelle 2 e(Ao) ¢ Unc comperaison entre

les deux nous donnera 1'inégalité cherchée.

Ae Egstimation supérieure.

On a
Ly 9,/ ) =L(1(mg ) =L(1(g q;))

et cette derniére différence est égale au nombra de produits de puissances de

n . n
X, 5 eee 5 X contenus dans I(nb qi) mais en dehors de I(mo qz) .

De la relation
n ..n
m(my qu) cmy g
on tire, en utilisant les propriétés de l'application « - I(a) ,
n R\
I(m) I(my q,) < I(my )

en particulier,

X, I(my q;) ¢ I(nﬁaqg) N
I) s'ensuit que les produits de puissances Xl1 eoe Xés contenus dans
I(wg ql) mai; en dehors de I(ng q2) sont caractérisés par leurs parties finales
XS% 9 see XSS s qui ont évidemment la propriété
a2 % n
X" oo X5 € I(my q) .
hinsi L(ﬂg ql/fg q2) est majoré par le nombre d'éléments de 1'ensemble

(04 o a
s= {%° ... xssl'x:b ven X5 4 Il gl



19-08

On va estimer ce nombre en distinguan% trois possibilités pour la partie finale
oc3 a
X, cce XSS des é1émants de S

3
G.B : aS -
(1) 1{3 ev e XS € I(O) [

Comme I(0) g:_I(m(I)1 qz) » il n'y a pas d'éléments de S dont les parties finales

satisfont cette conditione.

(2) xj3 XZS{;{I(O)

e 1%0) .
a a
I1 y a au plus un nombre fini de tels X33 & X:‘S d'aprés la propriété (b)
des idéaux de la forme Y(A) . Pour chaque X3 vee :S de cotte espeéce, il
a
existe des entlers vV, p tels que X X2 X3 ves ~SS e I1(0) et, par con=

%g 92 *s
séquent, X2 XB oo X € I(0) . Pour que X2 ves X € S 11 faut

donec que a, <v+ U ,En somme, il y a au plus un nombre f1n1 a'é1léments de S

de la catégorie considérée.
a
(3) x50 ... s /%0y .

I1 existe L(I™(0)) = e(A) produits de puissances X33 see ‘( de cette eg=

b(n+1) I ( n+l

pece. Comme X‘2 A) cI(n‘g qz) s 11 faut tougours, pour qutun pro=-

duit de puissances X X % appartienne & S , que <b(n+ 1) « De
%

2~ Qoo
la catégorie considérée il y a donc au plus o(A) b(n + 1) é&léments de S .

Au total nous obtenons

L(rrf)1 c;i/ma1 %) $=H= S<e(d)ben + O1)
pOUr n o .,

B. Estimation inférieure,

Soit M le A-mcdile f ARl A . Comme (A, » &) est plat, on a un A-module-

homomorphisme

| N o, nyn+l '
M= (mo/mo ) ®AO A ’
cu encore

Y (/L) éK Mg A .
0

Ainsi, puisque tous les Ko-modules sont plats,

™ ql/"‘g q "~ q M/, u ¥ ("{)l’ﬁ‘gﬂ) ®Ko (q;/9) .
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Comme
. n,n+ly _
d1mKO (mo/%b ) = e(Ao)fn + 9(1) R
et comme L(qi/hz) >b, il en résulte 1@
n n
L{mg q,/my q,) 3 e(Ay)eben + O(1)
pour n = oo
En comparant les deux estimations de L(ng ql/%g qé) on obtient finalement

e(Ay) <e(a) .

Ce Qe Fo Do
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