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UN PROBLÈME CONCERNANT LES MULTIPLICITÉS D’ANNEAUX LOCAUX
FORMANT DES COUPLES PLATS

par Christer LECH

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
13e année, 19~ 9/~ 0 ~ ~,o ~ 9

25 avril 1960

La substance de cet exposé se retrouve avec un peu plus de détails dans l’article

~1~ de l’auteur.

NOTATIONS et CONVENTIONS. - Tous les anneaux sont supposé s commutatifs et à élé-
ment unité. Par un anneau local on entend un anneau local noethérien,

Les lettres L et e seront utilisées pour désigner des longueurs de suites de

composition et des multiplicités. Ainsi, si A est un anneau et M un A-module,
on écrit L (M) , ou plus précisément L A (M j pour la longueur de M comme 

Si q est un idéal primaire dans un anneau noethérien, on écrit L(q). pour la
longueur de q, c’ est-à-dire pour Là , où A est l’anneau noethérien en

question, p l’idéal premier associé à q , et A l’anneau de fractions de A

par rappo rt à p . Gardant ces notations on sait, d’après SAMUEL, que, pour n grand.

A ) est un polyn8me de n dont le degré d est égal à la dimension de A
disons

On appelle le nombre ((U) a~ la multiplicité de q que l’on désigne par e(q) .
Si A est un anneau local d’idéal maximal ~ ~ on définit e(A) = e(m) .

Soient A un anneau et M un A-module unitaire. On dit d’après SERRE que M

est A-plat (ou plat) si le foncteur suivant est exact :

E ===> M ,

le foncteur étant défini sur la catégorie des A-modules et des A-homomorphismes.

Un couple A) d’anneaux locaux d’idéaux maximaux (~ ~. m) est dit plat
(au sens de SERRE) si les conditions suivantes sont satisfaites :

1° A cA ;
2° A0 et A ont un élément unité commun ; 

_

3~ A est A~-plat ;

4~ nL. c m ~ °



Dans cet exposé, on considérera principalement la situation spéciale où m0 A
est un idéal m-primaire (et non seulement un idéal contenu dans m ) .

Quelques observations simples sur la latitude.

a. Un A-module projectif, donc en particulier un A-module libre, est A-plat.

bo Soit M un A-module plat et soient F et E deux A-modules tels que

F c E . De la suite exacte

on obtient, en multipliant avec M, une suite exacte

qui montre qu’on a un isomorphisme canonique

Si a est un idéal de A ~ on obtient d’une manière semblable un isomorphisme
canonique

c. Soit A) un couple plat d’anneaux locaux avec ~ A primaire pour m s

et soit M un A0-module. Alors

Démonstration par récurrence sur LA (M) en utilisant des suites exactes de type
0

pour Là (M) > 1 .
A~ ..

Cela entraine que A 0 et A ont même dimension. En effet, on a

(c~est-à-dire que les idéaux ï~ A et j ont même fonction de Hilbert à un fac-
teur constant près)~

PROBLÈME. - Soit (A0 , A) un couple plat d’anneaux locaux d’idéaux maximaux
et soit primaire pour m. Sous ces conditions~ a-t-on toujours

.

(En réalité la question ne change pas si on supprime la condition "m~ A pri-
maire pour m" ).



Une réponse affirmative impliquerait que

pour tout anneau local A et tout idéal premier p de A tel que
dim p + codim p = dim A . En effet, cette inégalité est vraie pour A oomplet
d’après NAGATA. Dans le cas général 9 soit A* le complété de A . On peut trouver
dans A* un idéal premier tel que n A = p et que

En utilisant le fait que ~A ~ A *) est plat on peut facilement démontrer que
(A , A~‘~ ~ l’est aussi. On aurait donc

. , 

...

L’inégalité e(Ap)  e(A) serait une généralisation du résultat d’AUSLANDER-
BUCHSBAUM-SERRE di sant que, si A e st un anneau local régulier, A l’ e st aussi

p our tout idéal premier p de A . En effet, NAGATA a montré qu’un anneau local
régulier équivaut à un anneau local de type Cohen-Macauly ayant la multiplicité 1.
On sait bien que les propriétés de Cohen-Macauly se transfèrent de A à A , et
il en serait de même avec la propriété "avoir la multiplicité 1" si on avait tou-
jours e(A ) ~ e (A ~ ~ (Les propriétés de Cohenacauly impliquent que
dim p + codim p = dim A pour tout p ).
Le problème concernant les couples plats (A~ ~ A) se ramène facilement au cas

où AO et A sont complets. Dans le cas où les corps de restes et A/m
sont de caractéristique 0 f on peut même supposer, en utilisant les théorèmes de
structure de Cohen, que A est un A0-module libre de type fini. Au premier abord,
on n’a donc pas de phénomènes pathologiques à craindre. A ce point de vue, on sem-
ble être dans une situation plus avantageuse qu’en attaquant le problème concernant
l’inégalité e(A ) ,~ e(A~ ~ où le résultat est connu pour tous les "bons" anneaux
A. 

~

Le résultat d’AUSLÄNDER-BUCHSBAUM-SERRE a été obtenu un peu accidentellement par
des méthodes homologiques, à savoir par une caractérisation des anneaux locaux ré-
guliers commes les anneaux locaux de dimension homologique globale finie. Le pro-
blème présenté ici fournit une occasion d’éprouver l’utilité des méthodes homolo-
giques dans une nouvelle question de même genre.

En tous cas, il me reste à rendre plausible que la réponse à ma question peut
être affirmative. Or je peux démontrer qu’il en est ainsi sous des conditions par-
ticulières : d’une part’quand l’anneau de restes A ost de l’un des types
suivant s!



où K est un corps et Xl’ ... ’ X s des variables, d’autre part quand la dimen-

sion de A 0 et A est inférieure ou égale à deux. Le reste de cet exposé sera

consacré à la démonstration de ce dernier résultat. On traitera séparément les

dimensions 0 1 1 1 et 2 . Los deux premiers cas sont triviaux. Le dernier est

moins simple, pourtant on peut employer une méthode assez grossière.

Les cas dim dim A ~ 1 .

Soit A) un couple plat d’anneaux locaux tel que m0 A soit m-primaire.

a. Supposons que dim A.. = dim A = 0 . Alors

b. Supposons que dim A = 1. Posons n~L (m ~ ~ . Soit k le plus

petit entier tel que

Vu la définition de k  n . De plus

donc

Ainsi

Préparation pour le cas dim A0 = dim A = 2 .

Introduisons les notations suivantos :

A anneau local de dimension quelconque ;

m = (Xl’ ... Xs) l’idéal maximal 

K = 

... , anneau polynômial de s variables sur K ;

m l’idéal (X. , ... , Xs) dans 
.

Appelons un idéal de K[X] engendré par des produits de puissances de

... , x S un idéal multihomogène. Nous allons associer à tout idéal a de A

un idéal multihomogene I(a) de K[X] de sorte que l’application r (a)
préserve des longueurs en un certain sens.



La définition de I(a) sera f aite en plusieurs étapes. Premièrement, soit 7
l’idéal de formes de  par rapport à m = ... , xs) , c’est-à-dire le noyau
du K-homomorphisme naturel

qui applique un produit de puissance de ... , Xe sur la classe du produit
de puissances correspondant de xl’ ... , On peut démontrer que l’application

03B1 ~ 03B1 a les propriétés suivantes :

1~ a ç b =====> ~ c~T ~
2° (m03BD + 03B1)/(m03BD+1 + 03B1)  (m03BD + + a) ( K-isomorphisme) ;

3° 03B1.b ~ 03B1.b.

Deuxièmement, on va associer à tout idéal homogène  de K[X] un idéal multi-

homogène 03C8() . On ordonne les produits de puissances de K[X] lexicographique-

mont de sorte que X103B11 ... X03B1ss soit plus haut que ... X03B2ss si le dor-

nier nombre différent de zéro parmi les différences

est positif. On définit, préliminairement, ~(!C) comme l’idéal multihomogène de
K[X] engendré par les plus hauts produite de puissances des formes de ‘~ . Il est
facile d’établir pour cette application f - t~~~~ des propriétés analogues aux
trois propriétés mentionnées plus haut de l’application 

Modifions maintenant l’application   ~~ ?~~ on effectuant préalablement une
transformation linéaire générale des variables. On obtient ainsi les deux propriétés
suivantes pour tout idéal de la forme 

k pour n assez grand,

En particulier a un idéal premier minimal unique, à savoir (Xk , ... , X )
(interprétation naturelle pour k = 0 , k = s + 1 ).

La propriété (a) peut se voir en observant qu’une transformation linéaire géné-
rale peut être représentée en composant deux transformations linéaires dont l’une
est générale et l’autre "indépendante" de la première. La propriété (b) se déduit
facilement de la propriété (a).



On définit maintenant I (a) = ~C?) (où ] désigne la transformation modifiée ) .

Alors

10 => I(a) 

2~ (~ ~ + I(a)) ~ + a) ( K-isomorphisme) ?

3~ I(a)l(b)cLl(ab) /
et tout idéal de la forme I(a) est de la forme ~(S) ~ donc a les propriétés (a)
et (b) ci-dessus. 

De la propriété 2~ on tire, en sommant de -~=0 à ~=n-l:

(les fonctions de Hilbert de et m/a sont identiques). Il en résulte :

Eo cas 

Soit A) un couple plat d’anneaux locaux tel que m0 A soit m-primaire

et que dim A~ = dim A = 2 . Posons K.. = Employons par rapport
à l’anneau actuel A l’application a - l(a) qui vient d’être définie. L’idéal

1(0) a un idéal premier minimal unique de la forme (X- ~ ~** ~ X ) ~ Or, de la
relation

on tire facilement k = 3 . Soit 1~(0) le composant primaire de 1(0) associé à

l’idéal premier (X.. ~ ... ~ X ) . Alors 1~(0) peut être engendré par des pro-
duits de puissances de X.. ~ ... ~ et L(I*(0)) est égal au nombre de tels

produits de puissances qui ne sont pas contenus dans 1 (0) . On a, de plus, en
utilisant une "formule d’additivité" de NAGATA,

e(A) = = = e(~/(X. , ... , x)).L(l*(0)) ==L(I*(0)) .

Soit b le plus petit entier tel que

Alors b >~ 1 ~ et on a

parce qu’autrement on aurait ~b- ~’ E ~ ~ d’ après la propriété (a) des idéaux
de la forme ~( ~.~ ~ I l en résulte :



Nous allons estimer de deux manières différentes le nombre L(mn0 q1/mn0 q2) pour
n grand. En effet, nous obtiendrons une estimation supérieure proportionnelle à
e(A) et une estimation inférieure proportionnelle à Une comparaison entre
les deux nous donnera l’inégalité cherchée.

~ . Estimation supérieure.

On a

et cette dernière différence est égale au nombre de produits de puissances de

Xl ’ ... ~ X contenus dans mais en dehors de I(mg q~) ~
De la relation

on tire, en utilisant les propriétés de l’application x -~ 

en particulier,

H s’ensuit que les produits de puissances X. ... X03B1ss con.tenus dans

~) mais en dehors de q~) sont caractérisés par leurs parties finales

OL a t 
JI . 

d 

" 

" 1 . , 

t ’X~ ~ ~~. ~ X ~ qui on évidemment la propriété :

Ainsi q2) est majoré par le nombre d’éléments de l’ensemble



va estimer ce nombre en distinguant trois possibilités pour la partie finale

X03B133 ... X03B1ss dos éléments de S .

Comme il n’y a pas d’éléments de S dont les parties finales
satisfont cette conditionc

Il y a au plus un nombre fini de tels X33 ... diaprés la propriété (b)
des idéaux de la forme 03C8() . Pour chaque X’ ... 

s 

X03B1ss de cette espèce, il

existe des entiers tels que X" ... X a. S e l(o) et, par con-

séquent, X03BD+ 2 X," ... X ~ 1(0) . Pour que X." ... X"~= S il faut.
donc que a?  03BD +  . En somme, il y a au plus un nombre fini d’éléments de S’
de la catégorie considérée.

(3) ~3 ~~ (3) x..... j X 
S 

/ l (0) 
~o a

Il existe L(I (0)) = e(A) produits de puissances X" ~.. X ~ de cette e~

pèce. Comme Xb(n+1)2 6 A) cl(m. q2) , il faut toujours, pour qu’un pro-
duit de puissances X03B122 ... X03B1ss appartienne à S , que  b(n + 1) . De .
la catégorie considérée il y a donc au plus e(A) b(n + l) éléments de S .

Au total nous obtenons

pour n -~ M.

Bc Estimation inférieure.

Soit M le A-module mn0 A/mn+10 A . Comme (A0 , A) est plat, on a un A-module-

homoniorphisme ..

ou encore

Ainsi, puisque tous les K0-modules sont platx,
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En comparant les deux estimations de L(nb q~) on obtient finalement

C.Q.F.D.
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