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Séminaire DUBRZIL-PISCT 15-01
(Algdbre ct Théorie des nombres)
13e année, 1959/60, n° 15 14 mars 1960

TXTENSION AU CAS NON COil ‘UTATIF D'UN THEORIME DE KRULL
ET D'UN LZM:E D'ARTIN-REES

par Léonco LESIEUR

1. Un théoréme de ¥rull.

Rappelons d'abord 1'énoncé ct la démonstration d'un théoreme de Irull :

A étant un anncau noethérien commutatif, et U un A-module unitaire de type

fini, posons V = M j'n U.Ona:
nxl

V= Tv .
La démonstration utilise la décomposition en modules primaires. Considérons unc
décomposition réduite de JV  en modules primaires :
o - = ~
JV—Xln Xz“orzo DXn
les indices étant ordonnés de fagon que V‘;'éX.l (i=1,2, ... , p) et
VX, (j=p+1, ... , m) .De la relation 5V SX V&L, , on déduit

1'existence de n. tel que T ' UcX., .En posant n = max {n.%
: i =i i

(i=1,2, «e. , p) ; on a donc

Tus LY x

i=l,c..5n
d'ou

_ aqu E -
V=1 Unvsxlnxzn.,,.nxn_ffv .

I1 en résulte V= JV .
Ce résultat entralne en particulier V = 0 dans deux cas importants :

COROLIAIRZ 1. -One V=0 si M=4, 4 étant le radical de Jacobson dec
1'anneau (cf. [1], page 20C).

COROLIAIRE 2. - Ona V=0 si M =A est un anneau d'intégrité et 9’ un
idéal quelconque (cf. [7], pags 216).
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2. Contre=-exemple du cas non comuutatif.

Prenons U = A et soit A 1'anneau de Birkhoff-Witt, formé par 1l'algébre obte-
nue en adjoignant 2 un corps commutatif ¥ les deux générateurs x et y tels
que

Xy = yX =X

Cet anneau est noethérien 2 gauche et & droite. Prenons 1'idéal bilatére :r = (y)
engendré par y . C'est un A-modulc 2 gauche de base (x , v) , soit
y = Ax + Ay ., Cn a :

TD - e s Ayn

d'ol

v=_) %= N (ax + ay") = ax £ 0

nzl nyl

et
v = (ax + av) Ax = 4x"

+

Ayx # Ax .

Le théoréme de Krull ne s'applique donc pas & un anneau non commutatif nocthéricn
& gauche. 4 étant d'aillsurs un anneau d'intégrité noethéricn non commutatif,

on voit que le corollaire 2 ne s'applique pas non plus.

3. Extension au cas non commutatif.

Le théoréme de Frull ne peut donc &tre valable sous la forme précédente. Il est
nécessaire de lui donner dans le cas non commutatif une autre forme plus généralc
qui coIncide avec la premitre dans le cas commutatif. Cette généralisation est
obtenue asscz aisément on remrclagant la notion d'idéal (ou module) primaire par
celle d'idéal (ou module) tertiaire. (Cf. [3), page 105). La théoric s'applique

alors en particulicr au cas d'un A-modulc 2 gauche U de type fini sur un an-

neau A noethérien & gauche. Soit ./ un idéal bilatére dc 4 . Posons :

w=0n 9% v

nzl

On rappelle que le radical primaire Cﬁ%(X) d'un sous-module X de M est le

plus grand idéal bilatére (7 dé A tel qu'il existe un centier n vérifiant
A"y sx .
_ r‘) an v .
On remarque alors que .W = Jr U est 1l'interscection de tous les sous-

n»l
modules X de U tels que
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Reppelons d'autre vart la définition du radical tertiaire @) (X) du sous-
module X ([4], page 82) ; @B(K) cst le plus grand idéal bllatere d tel

que l'on ait :
X ANYTCY =YX

On sait que %(X) coincide avee @l (X) dans le cas ou l'anncau 4 est com-
mutatif noethérien, ot que, dans le cas ou A cst noethérien 2 gauche, on a
R x) e R (x)

1 3

I1 est donc naturel de remplacer W =M ;7n U par l'interscction V des sous-

modules X de U tels que n1

Js &, (x)
Moyennant ce changement, le théoréme de Krull va s'étendre au cas non commutatif.

THEOREME 1. -- U 4tant un A-module 3 gauche de type fini sur un anneau A

noethérien & gauche, f? un idéal bilatére, V 1'intersection des sous-modules

X de U tols que J ¢ ’733()() , ona :

= Jv .

La démonstration utilise la décomposition d'un module comme intersection réduite

d'un nombre fini de modules tertiaircs (2). Supposons JVCV et soit :

Iv = X XA e NX

une décomposition réduite de JV en sous-modules X, @-temtiaires, avec
Vléxi 1=1,2, .., p) et V""j (j=p+1, «c. , n) . On a donc
Jve X, avac Vﬂi—X s d'ou résulte, X, étant L';Di-tertiaire, J < [Pi s et
par suite, Je 6:1 .”l'\(P . Posons Q=X N ... NX . On sait que
o)== ol n (Pp . Ona donc Q’E,’/%B(Q) ot, d'aprés la définition de

Jv= Ninv=¢cnv=yv .

Le théoréme est démontré.

1 .

() En effet, si W' ost uwette intersection, on a pour tout n , Je & (,,n u) ,
d'ou W W . Inversement, ¥ ¢ &, (X) entraine 1'existence de n tol que
j UeX, d'ou WsgX et, par sul% We W

( ) On rappelle que X est sous-module tertiairc si on a : X ° d > X 3
X NYEX == YEX . La relation @Z < X , 2% X entratne alors &<
on (P = 0?3()() cst un idéal premier. On dit que X est P -tertiaire.
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La propriété 1 de N. JACOBSON ([1], page 200) entraine alors &vec le théoréme 1

le théorsme suivant .

THEORIME 2. - Les hvpothésss dtant celles du théoréeme 1 et J 1o radical de

Jacobson de l'anneau 4 , l'intersection V de tous les sous-modulcs X tels

——— et

que Je ({,(X) est le sous-module nul,
que 3 22b S2 SPRsTAAS U
Le théoréme 1 s'applique cn particulizr & 1'cxemple de llanncau A = U considé-

ré au paragraphe 2 (anncau de Birkhoff-Witt) ; si, au lieu de 1'interscetion W ,

o
2
[]

on considére l'intersection V des idéaux 2 gauche X tcls que . € 5R§(X) 5
on a cette fois V= Jv . D'autre nart;, ona V €W , d'ou 1l'on déduit
V¢ gn W et par suite

ve ) gnw:‘.JZ:m(sz‘+Aan)=Ax2 .
nzl n;1

On a de méme

velt 9, =N (s " P = .
n;1l nj;1
En répétant ce reisonnement, on obtient V< ) Ax" =0 .

n;l
REMARQUE 1. - Ce dernier résultat autorisc & conjecturer la généralisation de
la propriété signalée au paragraphe 1 pour lc cas commutatif (corollaire 2) :
V=0 1lorsque l'anncau A cst un anncau d'intégrité noethérien & geuche, gr un

idéal bilatere quelconque et V 1'intersection des idéaux a geuche X tols que
Te Ry .

REMARQUE 2. - On a pu donner un contrc-exemple montrant que V = A :7n £ Jv
N nyl
pour un idéal bilateére J arun anneau non commutatif noethérien a gauche (cf.

le paragraphe 2). Mais nous n'avons pas jusqu'a présent de contre-excmple montrant

4

que V #0 lorsque  est le radical de Jacobson de 1l'anneau.

4. Lemme d'Artin-Rees.

Dans le mlme ordre d'idées, considérons le résultat suivant connu sous le nom
de lemme d'Artin-Rees (cf. [7]; page 253).

A étant un anneau commutatif nosthérien et U un A-module de type fini sur 4 ,

v un sous-module de M J un idéal, n wun entier naturcl, il existe un ontier

naturel m tel que
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La démonstration s'apparente & celle du théoréme de Frull , elle utilise la dé-

composition en modulzss primaires. Soit IV une décomposition de la formec :
gty = ST S
VERED AR SRR R S Nx_
ou les modules X, sont G?i-primaires, avec V& Xi (1=1452, oo 53 P)
Vs, (3 =p+l, «.. , n) . On on déduit .;’.f“nv-;xi (121,52, eos 5 D),

d'ol ;7é;if£ puiscue Xi est Cp;-primairey ety nar suite il eoxiste m tel
que {fmilg Xl(\...:1Xp . 11 en résulte

m ; ,
nve coo MX i oo NX = 57§
7 Unvex N NI Nx = j v

5. Contre-exemple du cas non commutatif.

Nous allons voir que ce résultat n'est plus valable si A4 est un annsau nocthé-
rien & gauche non commutatif, U étant un A-modulec dec type fini sur & . Prenons
U =4, algébre engendrée sur un corps commutatif ¥ par les éléments a , b, ¢,

conformément 2 la table de multiplication suivante :

0 a b c

b 0 0 b 0

c 0 a 0) c

On obtient un annecau isomorphe au sous-anneau de MB(F) formé var les matrices

de la forme

Y 0\
() =10 IE 0 s B p €K
0 0 ¥

par l'isomorphisme (pr) —> Ha + £b + xe

2
(7) I1 existec une forme plus fine du lemmec affirmant 1'oxistence d'un nombre h
tel que 1l'on ait m=n + h pour n assez grand (cf. [6]). Nous nec nous en
occupons pas ici.
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Considérons 1'idéal ] défini par Y =0 , ot 1'idéel V défini par =0 .
na Jv=0 s gm = Kt vour m 3 1, d'ou :
Jhuvnv=xa ¢7v .

Le lemme d'4Artin-Rees n'est donc pas vérifié.

6. Extension au cas non commutatif.

On peut donner au lemme d'Artin-Rees une forme équivalcnte dans le cas commuta-

tif qui est susceptible d'extension au cas non commutatif.

. . v - - T
Considérons la topologie ésU définic dens le module U en prenant commec basc

. . ’ n . s
de voisinages de zéro locs sous-modules T U . Considérons dc mémec dans le module

V la topologie KV obtenuec en precnant comme base de voisinages de zéro lcs

sous-modules S V . Le lemme d'irtin-Recs cxprime que la topologie ‘Q colncide

avec la topologie induite sur V par —CU .

Or la topologic "VZ:U est également définie par la base de voisinages X tcls
que 17 = 0;31 (X) . 3n renplacant le radical primaire j‘il (X) par lc radical ter-
tiaire 67\1,(}"{) , on est conduit & considérer la topologiec fU définic dans U
par la basé de voisinages X de zéro tels que = (/33(}() . On obtient bicn

une topologie en vertu de la rclation :

Y - N (y
GKS(leW X2) ;..AB(Xl) ! 3(AZ)

. (cf. [4], ~ropriété 1.5, pagc 83).

On définit de méme la topologic ZZV dans V wpar la base dc voisinages Y de
zéro tels que ]g ;,-7\'?;\3,(‘{) . (O désigne par lﬁg(Y) le radical tertiaire de Y
considéré comme sous-module de V . La théoric du radical tertiairc et de la dé-
composition en sous-modules tertiaires s'epplique en effet aux sous-modulcs de V
cui forment une (‘”f)-algébre ; pour plus de détails, consulter [5]). La forme
topologique du lemme d'Artin-Rees devicnt donc la suivante dans le cas non commu-
tatif.

THEOREME 3. - Soit A un anneau wnitaire noethéricn Z gauche, U un A=-module

de type fini, V un cous-modulc de U . L'cnscmble des sous-modutes Y de V tels

1 v . . .
que v & fFGB(Y) constitue une base des voisinages do zéro dans une topologic

sur V . Cette topologie coincide avec la topologic induite sur V par la topo-

. rd . . . ° . . ’
logie définie dans U au moven d'une base de voisinages de zéro constituée par

les sous-modules X de M tels que . & &, () .
- - e ~
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la démonstr.tion se feit au moven du lemme suivant qui peut Ctre consicéré

comme uae généralisation du laomme d'Artin-Rees au cas non commutatif.

ZME. - Soit A un anneau unitaire, nocthérien & gauche, U un n-podule de

type fini, V wun sous-module de U , Y un sous-module do V . I1 existe un

sous-module X de .U tel que :

T=XNV avee R (x) = & () .
3 3

Décomposons Y c¢n modulcs tertiaires dans U

d'ou en prenant l'intersection avec V
i=n
Y =M (X 00 5

i=1

dans laquelle on peut supposer qu'aucun XifW V n'est superflu, les X, étant

d@i—tortiairas et les 591 distincts. On a alors Y =XV en posant :
X:jxlr\ a0 0 (\Xn °

Cette décomposition est réduite en sous-modules tertiaires. On a donc d'aprés la
théorie des modules tertiaircs
Ry =N L, R0 P

i=1 =1 "
Le lemme en résultc.
i 03 - ’ 3 ra A - (' - W ~ “
Appliquons-lc » la démonstration du théoréme. D'abord si ./ & é(A) s A0V

est unc base de voisinage de zéro dans va car

Ry nn 2 Bz °

D'autre part, pour tout ¥ tel que 3’5;;452(Y) il existe X tel que
V- OEB(K) avee X =Y NV, d'aprés le lemme.

7. Condition pour que le lemme d'Artin-Rees sous sa forme classique soit valable.

On peut donner une condition nécessaire et suffisante pour que le lemme d'Artin-

Reces sous sa forme classique soit valable :

/ . > .
THIOREMT 4., - Soit U un module de tvpe fini sur un anneau unitaire nocthérien

& gouche A . Pour que lec lemmc d'Artin-Rses soit valable sous sa forme classique

quel que soit :7‘ et V&U, il faut et il suffit quec tout sous-module tertiaire

de U soit rrimaire.
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La condition est suffisante. ontrons qu'ellc cst nécessaire. Soit (G un sous-
module tertiaire de U et soit J tel que Q.° :f > Q . Prcnons V = QT

et considérons jV . I1 existe donc un cntier positif = avece
I"unE. 7)== unveTve g .
On en déduit, G &tant tertiaire, JT US G , ce qui montrs cuc ¢ cst primairc.

Ce résultat éclaire le choix du contre-cxemple du lemme d'hArtin-Rees (paragra-

phe 5). I1 suffit de orendre un module tortiaire qui n'sst pas primaire ([3), p. 102)

Cependant lc lemme d'Artin-Rces peut 8trc valable dans lc cas non commutatif
pour certains choix de & , j’ s U et V . Onh dit alors qu'on a la vpropriété
P4, 7 , U, V) .On désigne de mdme par P(& , 7 , U) la »ropriété du lemme
d'Artin-Rees suprosée valable pour tout sous-module V de U , lorsque A , J
ot U sont fixées, et par P(4 , J ) la propriété du lemme d'irtin-Rees supposée
valeble pour tout couple de A-modules emboités V< U, lorsquc 4 et 7 sont
fixés (4)° On peut donner dos conditions nécessairecs ct suffisentes pour que l'on
git P4, 7 ,TU) ou Pla, 7).

THEOREME 5. - Pour ouc l'on ait P(a , 7 , U) , il faut et il suffit que la

condition suivante soit remplie

(1) X sous--odule Jb—tcrtiaire de U, :TQ(’P — ﬂn avee J U &X.

Le condition est nécessaire, war en appliquant le lomme d'artin-Rces 2
"T 7 .
V=2X."J et 2 IV on obtient :

T n@x. )< “vex
d'ou, puisquo. .75— 5 ot que X ost {F-tertiaire

';—mU(,

- - }x. °
‘s . n
La condition est suffisante. Donnons-nous J  V . On a :

Se ®lgPv) e FUTED

D'aprés le lemme du paragraphe 6, il cxiste done X tel que

J*v=xnv, H@ = 4{?37(5n V) .
-~

Considérons une décomposition réduite de X en sous-modules Xi ) !'f). -tertiaires
i

1
(") Cn suppose toujours 4 noethérien 2 gauche ¢t U do typo fini.
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X=X N...NX .

On a
Ry (x) = Foon P
11 en résulte 7?: {Ji . D'aprés l'hynothése, on a donc un entior n, tel >quo
’]nl U< X, i=1,2, ... ,0n) . Zn posant n~maxﬂng , il vient
F ucxk
ct, par suite,
"tave jUv .

THEOREME 6. - Pour que 1'on ait P(a , ) , il faut ot il suffit qgue l'on ait

Pla , 7T, 4), ce qui équivaut & :

. Ry 0 - P
(2) X idéal 3 gauche F-tertiaire tel que J:.'Ls" <(n avee ri X .

~

La condition cst évidemment nécessaire (4 = U) . Montrons qu'eclle cst suffisan-
te. U étant de tvpe fini, on peut éerire U = Aal * «.. + ha, . Yontrons quo
la condition (1) duthéoréme 5 est vérifide. Soit X wun sous-modulc do U
@-tertiairé tel que {' ,.C-(,/l‘j o I1 fout établir 1'existence d'un cntier n  tel
que ;7n U € X . Mais on sait que, si X est un sous-module { -tertiaire de U
et si aié', U, 2y # X, 1'idual 2 gauche ?'I’»&i cst {P-~tertiaire. En appliquant
la condition (2) 2 cet id%al (F*-tortiaire tel que J¢ , on obtient
7™

. ° N j_ ™ E ™~ o
. ACX .a; ou { #a; & X . Bn vosant n = max (i=1, ... ; X) on

n,?
il
7l . 3 Lo . [Faet < 7 s
a donc J (da1 e + Aa]) € X, s0it 7 U&X . Le théoréme 5 cst démontré.

A~

On doit 2 M. LaZsRD ([2]) un cas intéressant par ses applications, ou 1l'on a
(& J) . I1 suffit de supposer pour un idéal bilatére ,Z de & tel que
} f les propriétés suivantes :

(s, )5 RG/Y \Y/})

Ces propriétés entrainent alors P(i , 7)

o

P(ﬂsJ:aAs:;p)' °
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