PIERRE LEFEBVRE
Sur la structure des demi-groupes idempotents

Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres, tome 13, 1n°2 (1959-1960), exp. n° 14,
p- 1-17

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1959-1960__13_2_A4 0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1959-1960, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1959-1960__13_2_A4_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DUBREIL-PISCT 14-01
(ailgébre et Théorie des nombres)
13e annde, 155%/60, n° 14 7 mars 1960

SUR LA STRUCTURE DZES DEMI-GROUPES IDEMPOTENTS

par Pierre LEFEBVRE

(d'aprés un mémoire de N. KIMURA)

Introduction.

Cet exposé contient quelques résultats obtenus par Naoki FIMURA dans 1'étude
d'une classe importante de demi-groupes : les demi-groupes idempotents (c'est-
3-dire dont tous les éléments sont idempotents). Ces demi-groupes sont des réunions
de groupes d'ordre 1 , ce qui rattache leur étude 2 des travaux antérieurs de
A. H. CLIFFORD ([1], [2]) et R. CROISOT ([3]). Les demi-treillis en sont des cas
particuliers : ce sont les demi-groupes idempotents commutatifs, et il semble
que les différents travaux de N. KIMURA sur ce sujet ne soient pas sans intérét
pour aborder 1'étude des conditions algébriques que doit vérifier un demi-treillis

pour étre un treillis.

Ce mémoire [10Jmet aussi en évidence des types de demi-groupes dont 1l'étude est en
soi intéressante ; on trouvera 2 la fin de ce travail, le diagramme des'implica-
tions entre les conditions qui définissent ces types de demi-groupes ; on sait

que la construction d'un tel diagramme, pour les différents tvpes de demi-groupes

qu'on rencontre dans la littérature, serait une entreorise d'un intérét certain

([4]1).

L'étude de . FIMURA repose sur un théordme de Mac LEAN ([11;) (auquel on doit
le premier travail spécialement consacré aux demi-groupes idempotents) et sur la
notion d'"identité", qui joue un r6le comparable & celui des relations définis-
santes pour un groupe. 4 la fin du mémoire en question, 1'auteur définit les
demi-froupes idempotents libres 2 n générateurs de chaque type, et calcule
leur ordre. Fous renvovons au mémoire lui-méme nour cette partie, d'un intérét

plus restreint.

Notons enfin que la terminologie employée par KI''URA ne coincide pas toujours
avec celle d'autres auteurs (en narticulier G. THIERRIN) ; nous précisons le sens

des termes emplovés lorsqu'une confusion risque de s'introduire.
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1. Définitions et théoréme fondamental de McLean.

DEFINITIONS 1,1. - Un demi-groupe idempotent S est un demi-groupe dans lequel
on a
Vaeg S, a = a .

Un demi-groupe rectangulaire (au sens de FIMURA) est un dewi-groupe S dans le-
quel on a :

Va,bes, aba = a .
KIMURA nomme '"singulier & gauche" un antisemi-groupe 2 droite,; c'est-2-dire un
demi-groupe S défini par la condition :

Va,bes, ab = a .
On a la définition symétrique pour un demi-groupe singulier & droite, qui est un
antisemi-groupe a gauche, défini par la condition :

Va , b €3S, ab =b .

Tous ces demi-groupes sont idempotents. Un antisemi-groupe, 2 gauche ou 2 droite,

est rectangulaire.

REMARQUE 1,1. - THEODOSSIS (Thése d'Université, Paris) et G. THIERRIN nomment
rectangulaires les demi-groupes dans lesquels tous les éléments sont forts ([12]).
On démontre aisément qu'un demi-groupe rectangulaire au sens de KIURA l'est au
sens de THIERRIN., Dans tout ce qui suit, la rectangularité sera étudide au zens
de ¥IMURA.

Le théoréme suivant, di 2 McLEAN, joue un rdle important dans tout le mémoire :

THEOREME 1,1. - Soit S un demi-groupe idempotent. Il existe une application

homomorrhe f de S sur un demi-groupe idempotent commutatif I telle gue 1'ima-

ge réciprogue de tout élément de I soit un demi-groupe rectangulaire. L'homo-

morphisme f est le plus faible, en ce sens que tout image homomorphe commutative

de S est aussi image homomorphe de T .

Autrement dit; il existe un demi-treillis I et une famille de sous-demi-groupes

rectangulaires disjoints de S , indexés par ', { SY ; yel'} tels que :

5=uls ; r t S, ¢ 5 .
S LJ{uY 5 Y € } e SY § < QYé Vyos derl

REMARQUE 1,2. - I et les SY sont déterminés 3 un isomorphisme prés, mais la
structure de S n'est nas déterminée, en général, par celles de I et de tous

l - S °
es y
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Fous étudions maintenant la structure des demi-groupes rectangulaires et ses

rapports avec la condition abc =ac , V a,; b, ce 5 . Cette condition permet

d'établir une liaison entre la rectangularité au sens de FIMURA et la rectangula-
rité au sens de THIEKRIN, ainsi qu'entre les demi-groupes inversés et rectangu-

laires ([12] et [13]) et les "middle unitary semigroups” ([15]).

2. Structure des demi-groupes rectangulaires.

LEMME 2,1. - Un demi-groupe rcctangulaire est isomorphe au produit direct d'un

s

antisemi-groupe & gauche ct d'un antisemi-groupe & droite. De plus, cette facto-

risation est unique, 3 un isomorphisme prés.

Soit S un demi-groupe rectangulaire. On a : xS = xyxS ¢ xy 5 et xyS ¢ xS

d'ou xS = xyS et de méme Sxy = Sy . Par conséquent :
(x8) (vS) = (x5) (yx8) = (xSyx) S = xS et (sx)(Sy) = sy .

Soit A (ou B ) 1'ensemble de toutes les parties de S de la forme xS (ou Sx ).
De ce qui précéde résulte que A cst un antisemi-groupe 2 droite et B un anti-

semi-groupe 2 gauche, l'opération étant la multiplication des parties induite par

celle de S . Les applications p et q définies respectivement par :

s¥a p(x) = xS
s3B a(x) = Sx
sont des homomorphismes de S sur A et B .

Soit r 1l'apnlication de S dans le produit direct de A par B , définie
par : S5 A x B ; r(x) =(p(x) , q(x)) ; r est un homomorphisme. Si (xS , Sy)
est un é1ément de A x B, r(xy) = (xyS, Sxy) = (xS, Sy) : donc r est une
surjection. Si r(z) = (xS, Sy) , ona 2S =xS et Sz = Sy . D'aprés la rec-

tangularité, on a

xy = (xSx)(ySv) =(zSx)(vSz) = Z{Sxy S5) z =z .

(=

Donc r est un isomorvhisme entre S5 et A x B, ou A est un antisemi-groupe

a droite et B wun antisemi-groupe & gauche.

Supposons . maintenant qu'il existe un isomorphisme r' de S sur le produit
direct A' x B' d'un antisemi~-groupe & droite A' par un antisemi-groupe 2 gau-
che B' . Les applications p' et q' définies par r'(x) = (p'(x) , q'(x)) sont

des homomorphismes de S sur A' et sur R’
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i p(x) = o(v) , c'est->-dire xS =yS, on a :
p'(xS) = o' (x) p' S) = p'(x) et p' (vS) = p'(v)
done p'(x) = p'(v) .
I1 existe donc un homomorphisme f de A sur 4' et un homomorphisme g de
B sur B' telsque : p' =fp et g =gq . Si p(x)e A, on définit
f(p(x)) =o' (x) ; f est une application, car si :
p(v) =p(x) , f(p(y)) = p'(y) = o' (x)
Montrons que f est biunivoque. Supposons en effet, qu'on ait xS # yS ,

£f(xS) = £(yS) . Alors, ona xyS =xS #vS d'od xy £Zy . Bt,

fp(y) = v'(y)
= ga(y) = q'(y) .

tl

o' (xv) = fplxv) = £(xv8) = £(xS) = £(y9)
)

a' (xy) = galxv) g(Sy

]

g(Sxv)

i
1l

Finalement, r'(xv) = r'(y) , ce qui est en contradiction avec le fait que r'
est un isomorphisme. Donc f et g sont des isomorphismes,
Co Qo Fo D'

REMARQUE 2,1. - Les ensembles A et B définis ci-dessus sont les ensembles
des idéaux & droite minimaux et des idéaux 2 gauche minimaux de S . Notons
d'ailleurs qu'un demi-groupe rectangulaire (au sens de KIMURA) est complétement

simple.

~ Nous introduisons maintenant la condition : Va ;, b, ce S, abc =ac . Rap-

pelons que cette condition entraine que S est rectangulaire au sens de THIERRIN.

LEVME 2,2. - Un demi-groupe idempotent est rectangulaire si et seulement

sflsatisfait 1'identité abc =ac Va , b, ce S .

La condition suffisante est immédiate (poser c¢ = a) .

Supposons que S soit un demi-groupe rectangulaire. On a a(bec) a =a d'olu :
abc = ab(cac) = (abca) ¢ = ac .

REMARGUE 2,2. - Pour un demi-groupe idempotent, les identitds aba = a et
abe = ac sont équivalentes. Nous verrons, au paragraphe 5, qu'une classe trés
large d'identités est en fait équivalente » la rectangularité. Citons ici, en

particulier :

(1) 8X) X, «.. X a=a (n>1)

(2) 8X, «u. X, aX, ... X_ 4 = a 1<i<j...<n

i-1 771 777 i1 Y n
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(3) ax, .-+ X b=ab, (n >1)

(4) aXy eee Xg 4 Cy XKoo eee Xj—l ¢, xj e X b=ab, ¢, =a ou b 1<i<j<ees<n
= i, <i, <... <i_ < <

(5) ax, X, x b axil Xi2 xir b, 1K i <i, <i, <n, r<n

FIMARQUE 2,3. - Les deux identités aba = a et abec = ac , pour des demi- groupes
quelconques, ne sont pas équivalentes. La vremiére définit les demi-groupes idem-
potents rectangulaires, mais la seconde définit une classe plus vaste (qui con-
tient la précédente). Cependant, on a le lemme suivant :

DEFINITION 2,1. - Un dewi-groupe S est dit fglobalement idempotent" si 1l'on

a 82 =3 .

LEMMZ 2,3.+ Un demi-groupe globalement idempotznt est rectangulaire si et seule-

ment s'il vérifie la condition : Va , b, c €S ; abc = ac .

Condition suffisante : soit ae S ; 3x , ye S telsque a=xy . D'ou :

2 2 _ o
a” = (xv)° = xyxy = x(yx) y =xy = a

S est donc idempotent, ct par conséguent, rectangulaire d'apres le lemme 2,2.
Condition nécessaire : évidente, car tout demi-groupe rectangulaire satisfait

abc = ac , d'apres le lemme 2,2.

La condition suffisante de ce lemme est d'ailleurs, un cas particulier d'un

théordme plus général :

THEOREME 2,1. - Soit S un demi-groupe vérifiant la condition : Va , b, c€S

abc = ac . Il existe un sous-demi-groupe rcctangulaire R de S et une partition

de S avec R commc ensemble d'indices, tels que :

S:U{Sr;reR}; reSr;SrnSt=¢ si r#t et 5.8 = {rt} .

Considérons l'apnlication f : S £, 5 aéfinie par f(x) = % . f est un homo-

morphisme de S dans S, car f(xv) = (xy)2 =x(yx) y =xy = x(xy) v = x2 y2
ctest-?-dire f(xy) = f(x) f(v) . Soit R 1'image de S par f :
R = f(S) = {x* ; x € S} . Alors, on a évidemment R2 CR g,S2 ; tout élément de

82 est idempotent, car :

(XV)2 = x(yx) v = xy .

2
Donc R =R = 82 . Puisque R est globalement idempotent, R est rectangulaire
d'aprés le lemme 2,3. Définissons Sr par Sr = {x ; x €S ; x2 =r}; S est

ainsi décomposé de la maniérc suivante :
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S = uf S.;TER } avec 858§, = {rt} .

far si x € Sr et v € St ; on a x2 =r, y2 =t d'od xy=x"y =71t .

3. Structure des demi-groupes idempotents réguliers d'un coOté.

DIFINITION 3,1. - fous dirons qu'un demi-groupe (non nécessairement idempotent)
ast régulier & gauchc, régulicr 2 droite ou régulier (au sens de KIMURA) s'il vé-
rifie respectivement les identités : Va , b, c €S aba =ab ; aba = ba ;
abaca = abca .

Les lemmes suivants sont 2 peu prés évidents :

LEMME 3,1. - Un demi-groupe régulicr d'un cdté est régulier.

LEMME 3,2. - Le wroduit direct de demi-groupes réguliers d'un c¢6té (ou réguliers)

est régulier du méme cdté (ou régulier).

LEMME 3,3. - Un antisemi-groupe d'un c¢oté est régulier de l'autre cdté.

LEMME 3;4. - Un demi-groupe est un antisemi-groupe d'un c4té si et seulement

s'il est régulier de 1'autre c6té et rectangulaire.

LEMME 3,5. - Un demi-groupe idempotent est un demi-treillis si et seulement s'il

est régulier & gauche et & droite.

Enfin, vour un demi-groupe globalement idempotent, on a le lemme suivant :

LTME 3;6. - Si uh demi-groupe globalement idempotent est régulier d'un cOté,

il est idempotent.

Car tout élément de S s'derit x = ab avec a , be § et

x2 = (ab)z = a(bab) = aba d'ol enfin x° = aba = ab = x .

Avant de poursuivre 1'étude de la régularité, nous devons revenir sur la décom-
prosition d'un demi-groupe idempotent en sous-demi-groupes rectangulaires S, in-
déxés par un demi-treillis TI'. ous dirons que I est le demi-treillis structu-
ral de S et S, un noyau ¢'indice Y . L'homomorphisme p appliquant & sur
I', défini par p(Sy) = Y sera dit naturel. lous écrirons alors
S z:{Sy>§ Y e I'}, que nous appellerons aussi "structure de décomposition" de

S . Le théoréme fondamental 1,1 conduit aux corollaires suivants :

COROLLAIRE 3,1. - Tout noyau SY st un sous-demi-groupe rectangulaire maximal

de S . Tout sous-demi-groupe rectangulaire de S est contenu dans un noyau et

un seul.
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Si R est un sous-desri-groupe rectangulaire de S, n(R) est aussi un sous-
demi-groupe rectangulaire de I' . Comme I est un demi-treillis, p(R) est ré-
duit 2 un élément, par exemple Yy = p(R) et ona: R p_l(y) = S . Autrement
dit, R est contenu dans un SY et un secul, puisque les SY sont disjoints.
Tout &, étant un sous-devi-groupe rectangulaire est donc un sous-demi-groupe

~

rectangulaire maximal de o .

COROLLAIRS 3,2. - Pour tout homomorrhisme q de S sur un demi-treillis A,

il existe un homomorphisme unique f de I' sur 4 tel que q=fp, ou

p(s BT) est 1'homomorphisme naturel.

Puisque q(SY) est rectangulaire, c'ecst un élément unique de A . 3i nous dé-
finissons une application f de I dans & par f(y) = q(SY) , il est facile

de voir que f est un homomorrhisme dce T’ sur 4 et que q = fp .

COROLLKIRE 3,3. - 50it q un homomorphisme de S sur un demi-treillis A . Si
q°1(6) est rectangulaire pour tout & < A, l'application f précédemment défi-

nie est un isomorvhisme. D'une maniérc plus orécise, on peut considérer A comme

le treillis structural de S, q_l(é) comme un novau d'indice & et q comme
1'homomorvhisme naturel. Puisque q_l(é) cst rectangulaire, il est contenu dans

un SY , d'aprés le corollaire 3,1. On a donc :

v=0(s) 2 pa H(8) = p(£p)H(8) = pp7t £71(8) = £71(0)

f est donec biunivoque.

THEOREME 3,1. - Un domi-groupe idempotont cst régulier d'un cdté si ot seulement

si ses novaux sont des antisemi-groupes de -1'autre c8té.

1° Supposons que S soit régulier & gauche. Tout noyau est rectangulaire et

régulier & gauche, donc ost un antisemi-groupe 3 droite, d'aprés le lemme 3,4.

2° Supposons que tout noyau de S soit un antisemi-groupc » droite. Soit a€ Sa
et be Sﬁ ; alors ab , ba € Sa =S o Saﬁ étant un antiscmi-grouve & droite,

on a : aba = ab2 a = (ab)(ba) = ab , ce qui prouve que S est régulier A gauche.

4. Structure des demi-groupes idempotents réguliers.

DEFIFITION 4,1. - Soit [ un demi-treillis. Soient A et B des demi-groupes

idempotents admettant I comme demi-treillis de structure.

ANZ{Ay;YeT} BNZ{BY;YGF}
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Formons le produit direct D =i x B ; C_=A_x B_ peut étrc considéré: comme

Y Y Y
un sous-deni-groupe rectangulaire de D . De méme, C = v {CY; Ye '} est un
sous-deni-groupe de D . Soient p: 4-T =2t q: B=T les homomorphismes

naturels de A sur T et de B sur ['. On a

C=1{x,v); xeh, yvyeB; plx)=aqlr) .

I' est le treillis de structure de C et r : C - [ défini par

r(x , v) = p(x) = q(y) =5t 1'homomorphisme naturel correspondant. Nous dirons

que C est le produit gauche ("spined product") de A ot B par rapport & I .

RTMARQUE 4,1. - Ce produit dépend non seulement de A , B et I, mais aussi

des homomorphismes naturels p et g . C'est un produit sous-direct de A4 et B .

LEMME 4,1. - Le produit gauche d'un demi-groupe idempotent régulier 2 gauche et

d'un demi-groupe idempotent régulier & droite est régulier.

Car, c'est un sous-demi-groupe du produit direct de & et B (lemmes 4,1 et
4,2).

Nous démontrons maintenant la réciproque de ce lemme.

LEMME 4,2, - Soit S =u {Sy; y € '} un demi-groupe idempotent régulier. Il

existe un demi-groupe idempotent régulier 3 gauche 4 = u {4 , ye '} et un

demi-groupe idempotont régulier 2 droite B = u {BY ;Y e '}  ayant tous deux

I' comme treillis de structure, tel que S soit isomorphe au produit gauche de

A par B relativement &4 T .

Soit S = u{S_; yeT} un demi-groupe idempotent régulier. Puisque chaque
noyau est rectangulaire, nous pouvons poser SY: A_x B ol AY est un anti-

Y

semi-grcupe & droite et BY un antisemi-groupe.a gauche. Soit

Azu{Ay;yeF} B:u{BY;yeI‘} T=AxB,.

S peut étre identifié 2 un sous~-ensemble de T . l'ous allons démontrer qu'on

peut faire de A et de B des demi~-groupes idempotents. Soit

achy, cchg, b,b R , d,d €B, .
alors (a,b),(a,b')C—Sa,_ (c,d),(c,d')esp.Posons:
(e s £) = (a, b)(c, d) et (e" 5 £') = (a5 ©')(c, d') .

Alors (e , £f) et (o' , f') avpartiennent & Sa . Puisque 4 est un

P
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antisemi-groupe 2 droite et B un antisemi-groupe & gauche; on a :
(¢ , £)(e" , £') = (e, £')
Par ailleurs, on a :

(e, £)(c' , £') = (a, b)(c, d)(a, b')(c, a')
=(a, b b)(c, d" d)(a , P')(c , d) car B et R sont des
antisemi-groupes & droite.
=(a, b')(a, b)le, d)(c, d)(a, b)(a,; b')(c, a")
(a, ¥)(a, b)(a, p')(c, a')(a, b)(c, d)(a, b)(a,; b")(c, d)
en utilisant la régularité.
(@, b bb')(c, d")(a, b)(c, d)(a , bb')(c , ")
(a2, b')(c, d)(a, b)(c, d)(a, b')(c , d')
(e' , £')(e, £)(e' , £') par définition.

(e , £') d'aprés la rectangularité de S ,

o

donc (e, £') = (2", f') c'est-3-dire e = e' . L¥Blément ¢ est déterminé var

i

"

1l

a et c¢ seulement. De méme, f ne dépend que de b et 4d .

Nous. pouvons donc définir deux applications m et n de 4 x a dans A et
de BxB dans B par (m(a, ¢) , n{b, d)) =(a; b)(c, d) = (e , f) . Alors
A et B deviennent des svstémes multiplicatifs avec m et n comme multiplica-
tions ; A et B sont des sous-systémes, qui sont respectivement antisemi-groupe
2 droite et antisemigroupe 3 gauche ; T = A x B est aussi un systéme multipli-
catif. Considérons les projections p: T - A définie par p(a , b) = a et
g: T 5B définie par q(a , b) = b . Ce sont des homomorphismes. Par conséquent,
les applications p et q restreintecs &8 S ¢ T sont aussi des homomorphismes :
leurs images sont 4 = p(5) ot B = q(S) . Par suite, A et B sont des demi-
groupes idempotents. Puisque A  est un antisemi-groupec & droite et B un anti-
semi-grope & gauche, A_ et B_ sont rectangulaires ; en outre, [ étant un

Y Y
demi-treillis, les formules

A = u{AY; yeTl} B =LJ{BY; ye I'}

montrent que I est le treillis structural de A et de B d'aprés le corollai-
re 3,3. Ainsi il existe un demi-groupe régulier 2 gauche ct un demi-groupe régu-
lier 2 droite dont S est le produit gauche par rapport & I' . On a finalement

le théoréme suivant :

THEZOREME 4,1. - Un demi-groupe idempotent est régulier si et seulement si c'est

le produit gauche d'un demi-groupe idempotent régulier & gauche et d'un demi-groupc




14-10

idempotent régulier & cdroite.

COROLLAIRE 4,1. - Tout demi-groupe idempotent régulier peut 8tre plongé dans le

produit direct d'un demi-groupe idempotent régulier & gauche et d'un demi-groupe

idempotent régulier & droite.

COROLLAIRS 4,2, - Soit S le produit gauche de A et B par rapport a I ot
T le produit gauche de C ¢t D par rapport & L, ou An X{AY ; Ye T} et
C Z{C6 ;& € A} sont des demi-groupes idempotents réguliers & gauche et

BN 2{B ; yer} et Dw Z{Dé s & e A} sont des demi-groupcs idempotents

régulicrs & droite.

Soit k¥ : S - T un homomorphisme ; il existc alors un homomorphisme h : I -4

et des homomorphismes f : A - C et g: B D satisfaisant &

(1) k(a , b) = (f(a) ’ g(b))
ot
(2) hy = rf et hg = sg

avec le diagramme

A B r 93
fl n e
¢c 5 A %S0

ou p,q, r et s sont les homomorphismes naturels.

Soit u: S T et v: T -»A les homomorphismes naturels. Puisque vk : S =24

est un homomorphisme; d'aprés le corollaire 3,2, il existe un homomorphisme unique

h: I'->A tel que vk = hu . Par conséquent,

v(].r(Sy)) = hu(Sv) = h(y)
et - I
kS vie) =1 o &= h(y) .

Maintenant, 1'homomorphisme kY : SY T 5 définit des homomorphismes uniques

f ': A "C{) et gY: BY »Dg tol que ky(a , b) = (fY(a) ’ gY(b)) , ol kY
ost 1'homomorvhisme %k restreint & S . Puisque A et B sont les réunions des
A ctdes B , pour yegl, f et g déterminent de maniére unique des ap-

y
plications f : A -5C et g: B -D telles que ¢

f(a):fY(a) si ae AY
et

g(b) = gy(b) si bEB .



14-11
I1 est évident alors que k(a , b) = (f(a) , g(b)) . Donc si
(a,b)es, (a', Db') esS ,
on a :

(f(aa') , g(bb')) = ¥(aa' , bb') = k((a , b)(a' , b')) = k(a , b) k(a' , b')
(f(a) , g®))(£(a') , g(v')) = (£(a) £(a') , g(b) g(b'))

]

Ce qui prouve que f et g sont des homomorphismes. Puisque (a , b) € SY im-
plique (f(a) , g(b)) = k(a , b) € Tg ou 6= h(y) nous avons
rf(a) =& = h(y) = hp(a) c'est-3-dire rf = hp ct de méme sg = hg .

COROLLAIRE 4,3. - Dans le corollaire 4,2, k est (1) injectif ; (2) surjcctif ;
(3) bijectif, respectivement, si ot seulement s'il existe h , f et g tous (1)

injectifs ; (2) surjectifs ; (3) bijcctifs, satisfaisant toutes les conditions du

corollaire 5,2.

Condition suffisante : il suffit de considérer 1l'application k définie par :
k(a , b) = (£(a) , g(b)) dans chaque cas. V

Condition nécessaire :

(1) Supposons que ¥ soit injectif. alors k'l(%)) est rectangulaire s'il
n'est pas vide, donc est contenu dans un seul S_ d'aprés le corollaire 3,1.

Donc h est injectif. Il est alors facile de voir que f et g sont injectifs.

(2) Soit k surjectif. Alors h(T') = h(u(s)) = vk(S) = v(T) = A qui montre

que h est surjectif. Il est alors évident que f et g sont surjcctifs.
(3) Zvident d'aprés (1) et (2).
Le troisiéme cas de ce corollaire peut &tre énoncé comme suit :

COROLLAIRE 4,4, - La décomposition d'un demi-groupe idempotent régulicr en pro-

duit gauche d'un demi-groupe idempotent régulier 2 gauche par un demi-groupe idem-

potent régulier & droite cst unique 3 un isomorphisme prés.

5. Caractérisation de certains demi-grounecs idempotents par des identités.

DEFINITIONS 5,1. - Soit X = {x » ¥ 5 »..} un ensemble, dont les éldments seront
ici appelés variables. Un mot est un élément du demi-groupe libre T = F(X) .

Un couple de mots (P, Q) est appelé "identité" et est derit P =(Q .

Soit & un demi-groupe idempotent ; on dit que S satisfait a 1'identité P = @
si f(P) = f(Q) vour tout homomorvhisme f : F-§ S . Une identité P = (¢ impli-
P=gQ

ay

que une identité P' = (G' si tout demi-groupe idempotont satisfaisant
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satisfait & P' = (' (exemnle : toute identité P = G implique 1'identité
X = x ). Deux identités sont équivalentes si = ¢ imolique P' =G' et réci-
proquement. Soit X' un autre ensemble de variables. Soit tO : X 5 X' une
application quelconque de X dans X' ; elle induit un homomorwvhisme
t ¢ F(X) ¥ F(X') qui coincide avec ty sur X . On voit facilement que P =Q

implique t(P) = t(Q) .

LEMME 5,1. - P =@ implique t(P) = (@) pour toute apnlication des variables
to .
Les lemmes suivants sont aussi immédiats :

LEMMT 5,2. - S1 P =@ implique P=P' et Q=Q', P=Q implique P = Q'

LEMME 5,3. - 81 P =@ dimplique F' =¢' , P =G implique PP' =QG' et
PPP=Q'"Q .

DEFINITION 542. = Une identité P = Q est dite homotvpique si P et Q con-

tiennent cxplicitement les mémes variables, hétérotypiques dans le cas contraire.

EXEMPLES. - xy = x est hétérotvypique ;3 xv = yx est homotypique.

Si P ost un mot X) Xy +ee X5 X, sera dit M"premier élément" de P (head)
X, "dernier é1lément" (tail).

REMARGUE 5,1. - Les conditions nécessaires des propositions suivantes sont dé-

montrées aprés le lemme 5,4.

THEOREME 5,1, - Une identité P = Q ost équivalente 3 xy = x (identité carac-

téristique d'un antisemi-groupe % droite) si et seulement si :

(1) P=Q est hétérotvpique.

(2) Les premiers éléments de P et Q sont les mémes.

(3) Les derniers éléments de P et Q sont différents.

RIMARQUE 5,2. - On obtient un énoncé valable pour 1'identité xv =y (identité
caractéristique d'un antisemi-groupe 2 gauche) en permutant les mots "premier" et

"dernier" dans les conditions (2) et (3) du nrécédent théoréme.

Soit P = Q wune identité satisfaisant aux conditions (1), (2), (3). alors les

mots P et Q sont de la forme P =1x ... X, @ =X oo X, avec X, # X,
ou x, ; mais non Xy et Xy s pouvant étre égaux 2 x ).

( x 5

1
D'aprés la condition (1), P par exemple, contient une variable y que @ ne

contient pas. L'application X qp X définie par t, vy =y et t x; =x pour

0 0
toutes les autres variables, envoie les mots P et Q@ sur P' et G' , ou P!
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8t X coe ¥V o0 X OU X ...y (les ... sont mis vour des x , des y , ou
rien du tout) et Q' est x° ( n entier positif).

Or, tout demi-groupe idempotent vérifie les identités P' = xyz ou P' = xy
suivant que P' est X .e. V 4e. X OU X ... 7V , et Q' =x . D'aprés les lem-
mes 5,1 et 5,2, nous voyons que P = Q implique, soit xyx = x ou xy = x .

xvx = X est la rectangularité, qui implique P = XXy et (= X, (lemme 2,2).
D'aprds le lemme 5,2 1l'identité P =Q implique donc XX, = XAy Par une appli-
cation convenable, on voit alors que cette identité implique encore que S est

un antisemi-groupe 2 droite (appliquer X, Sur vy les autres variables sur x ).

Inversement, 1'identité xv = x implique toute identité de la forme
X e0e V=X ous X ou X eoo V=X 000 2

ou X , Vv , z sont des variables distinctes et les points mis & la place d'une
suite quelconque de variables. Donc xy = x implique toute identité satisfaisant

aux conditions du théoréme,
Ca Qo Fo Dn

THEORMME 5,2. - Une identité P = Q est équivalente 2 la rectangularité si et

seulement si :

(1) P=G est hétérotypique.

(2) Les premiers $1éments de P et Q sont les mémes.

(3) Les derniers é1éments de P et Q sont les mémes.

Soit P =@ une identité satisfaisant aux conditions (1), (2) et (3) du théo-
réme 5,2. On peut supposer ici que le mot P est X «o. Vv ... 2 ot Q est

X eee 2,00 v Q@ et z neut étre le mfme que x .

Alors la transformation y- v et toutes les autres variables sur x , imolique
1'identité xyx = x , qui est équivalente 3 la rectangularité. Inversement, la
rectangularité implique toute identité de la forme x ... 2 =x ... z d'aprés le

lemme 2,2. Donc elle implique toute identité satisfaisant aux conditions ci-dessus.

RIMARQUE 5,2. - On vérifie aisément que toutes les identités de la remarque 2,2
satisfont aux trois conditions précédentes.

THEOREME 5,3. - Une identité P = Q équivaut 2 la trivialité, c'est-3-dire

=y 8i et seulement si :

(1) P =Q est hétérotypique.

(2) Les premiers éléments de P et § sont différents.

(3) Les derniers é1éments de P et Q@ sont différents.
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Soit P = Q wune identité vérifiant les conditions ci-dessus. Zlle imnlique les
identités 2zP = 2G et Pz = Qz , o 2z est une variable non contenue & la fois
dans P et Q , d'aprés le lemme 5,3. La premiere équivaut & xy = x , et la se-
conde & xy =y . Donec P =Q implique la trivialité. Inversement, la trivialité

implique toute identité.

LEMME 5,4. = Tout demi~-treillis satisfait toute identité homotypique.

Soit P = Q wune identité homotypique dont les variables sont Xy X5 5 eee 3 X

o D

Soit S wun demi-treillis quelconque. Il est clair que S satisfait & la fois
aux deux identités P = Xy Xy oo X et Xy Xy eoe X = G . Donc S satisfait

5 1'identité P =Q .

DEI‘ONSTRATION de la condition nécessaire des théorémes 5,1, 552 et 5,3. - Soit

P =Q une identité équivalente & la trivialité ; & xy =x, 2 xy =y ou & la

rectangularité. Soit S le treillis & deux éléments. Si P = ¢ est homotypique,
S v satisfait (lemme 6,4). Or, S n'est ni rectangulaire; ni un antisemi-groupe
4 droite ou & gauche; ni trivial. Done P = Q est hétérotypique. Ceci démontre
la partie (1) des théorémes 5515 5,2 et 5,3. Soit A et B , respectivement, les
antisemi-groupes & droite et & gauche d'ordre 2 . A , par exemple, n'est ni un
antisemi-groupe & gauche, ni trivial. A& satisfait toute identité dont les pre-
miers éléments sont les mémes. De méme, B n'est ni un antisemi-groupe & droite,

ni trivial et satisfait toute identité dont les derniers éléments sont leg mémes.

a. Supposons que P = Q soit équivalente & la trivialité. ilors les premiers
éléments doivent &tre différents, ainsi que les derniers. Sinon A ou B s qui
n'est pas trivial, y satisfait. Ceci prouve la nécessité des conditions (2) et
(3) dans le théoréme 5,3.

b. Supposons que P = Q soit équivalente & xy = x ou & Xy =y . Alors les
derniers éléments (ou les premiers) doivent &tre différents. Sinon B (ou A )
qui n'est pas un antisemi-groupe 2 droite (& gauche) y satisfait. Ceci démontre
le (3) du théoréme 5,1. Les premiers éléments (ou les derniers) doivent 8tre les
mémes. Sinon 1'identité dquivaut & la trivialité d'aprés le théoréme 5,3.(qui est
complétement démontré maintenant). Or 4 , par exemple, est un antisemi-groupe &

droite non trivial. Ceci prouve le (2) du théoréme 5,1.

c. Enfin, supposons que P = Q soit équivalent 3 la rectangnlarité. Alors les
premiers éléments de P et Q sont les mémes, ainsi que les derniers &1éments.
Sinon, 1'identité équivaut & la trivialité, *» xv =x ou & xy =y ; mais il

existe un demi-groupe idempotent rectangulaire qui ne posséde aucune de ces

n *
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propriétés, par exemple, le produit direct A x B . Ceci termine la démonstration

de la ndcessité de (2) et (3) dans le théorime 5,2.

THECREME 5,4. - Une identité P = Q équivaut & la commutativité si elle satis-

fait aux conditions suivantes

(1) P=Q est homotypique.

(2) Les premiers éléments de P et Q sont différents.

(3) Les derniers é1léments de P et G sont différents.

Soit P = Q une dientité satisfaisant aux conditions précédentes. Nous pouvons
supposer que P est le mot X ... et Q@ lemot y ... (x#y) .0r P=Q
implique Pxy = Qxy . La transfommation y -y et toutes les autres variables
sur x dans cette darniére identité implique 1'identité =xv = yxy , qui est
équivalente 3 la régularité 3 droite. De méme, P = Q implique la régularité 2
gauche. Donc P = Q implique la commutativité. Inverserent, la commutativité

implique toute identité homotvpique.

Avant de donner des conditions pour qu'une identité soit équivalente a la régu-
larité & gauche ou 2 droite, nous introduirons le concept de partie initiale et

de partie finale d'un mot. Si le mot P' , par exemple xil Xi2 PRPIPIPRI Xin est
le mot obtenu en écrivant une fois les variables distinctes du mot P , par exem-
ple Xy 3 X5 5 cee 5 X s a4 martir de la gauche, nous dirons que P' est la par-
tie initiale de P : P' = q(P) . On définit de méme la partie finale r(P) . Par
exemple, si P = xyxzx , q(P) =xyz et r(P) =yzx . Guand P et @ ont méme
partie initiale; nous dirons que 1l'identité P =@ est coinitiale ; s'ils ont
méme partie finale, cofinale. Une identité coinitiale ou cofinale est nécessaire-

ment homotypigue.

THEOREME 5,5. - Une identité P = ¢ est dquivalente & la régularité & gauche

(vour un demi-groupe indispensable) si elle satisfait aux conditions suivantes :
(1) P =G est coinitiale.

(2) Les derniers éléments de P et G sont différents.

On obtient une condition suffisante pour la régularité 3 droite en remplacant

coinitiale par cofinale dans (1) et derniers rar premiers dans (2).

Soit P = Q une identité satisfaisant aux deux conditions ci-dessus. D'aprés
(1), P et G ont mémepremier élément, x par exemple. D'aprés (2) , un des
derniers é1éments est différent de x , par exemple P =X ... v avec y # X .

Soit to 1'application définie var v -» y et les autres variables sur x ;
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on a les identités tO(P) = xy et tO(Q) = xyx . D'ou la régularité :
XyX = Xy . Inversement, il est <vident que la régularité 3 gauche implique P = P'
pour tout mot P , o P' est la vartie initiale de P . ainsi la régularité
& gauche implique toute identité coinitiale. Donc elle implique toute identité

satisfaisant aux conditions précddentes.

Le probléme de trouver des conditions caractéristiques pour qu'une identité

soit équivalente 2 la régularité reste ouvert.
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DIAGRAMME DES IMPLICATIONS ZNTRE CIRTAINTS CCNDITICNS SUSCEPTIBLES
D'®TRE VZRIFIZIS DANS U1 DMI-GROUPE
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