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Séminaire DUBREIL-PISOT 6-01
(algdbre et Théorie des nombres) )
13e année, 1959/60, n°® 5 14 décembre 1¢ 59

APPLIC.TION DE La THSORIE DE LESIEUR BT CROISOT
AUX ORDRES MaXIMaUX REGULITRS NOZRTHSRIENS A CAUCHE

par Guy MAURY

I. Introduction

La théorie des ordres maximaux a été faite par ASAKO et publiée sous sa forme
générale en novembre 1953, [3]. Un ordre maximal régulier est un anneau ou un
demi-groupe non nécessairement commutatif, défini par certaines propriétés qui
seront données dans la partie II. Bn 1956, I[ESIEUR et CROISOT ont publié leur
"théorie noethérienne des anneaux, des demi-groupes et des modules dans le cas
non commutatif', [6] et [7]. Je vais montrer dans cet exposé que, en utilisant
cette dernidre théorie, on veut affiner la théorie des orcres maximaux réguliers :

un des résultats orincipaux est le suivant s

Dans un ordre maximal régulier d}, noethérien & gauche; tout idéal 2 gauche
engendré par un élément simplifiable a de (7, soit fa , est intersection
d'un nombre fini d'idéaux "primaires" (au sens précisé dans la partie IV). Il y
a unicité des radicaux de ces composants primaires et ce sont des idéaux premiers

bilatéres minimaux (au sens précisé dans la partie IV).

Un anneau, ordre maximal régulier, commutatif, noethérien, n'est pas autre cho-
se qu'un anneau commutatif noethérien, intégralement clos. Appliqué & ce cas, le
résultat cité se réduit i un théoréme trés classique sur les anneaux commutatifs
noethériens intégralement clos. En complément, nous énongons une caractérisation
des ordres maximaux réguliers, noethériens & gauche, qui généralise une caracté-

risation bien connue dans le cas commutatif.

Lg lecture de cet exposé peut étre tres utilement préparée par la lecture du
fascicule de P. DUBREIL, [4], et bien entendu par la lecture des deux mémoires

dont il a été question ci-dessus.

IT

Nous allons nous placer dans le cas d'un demi-groupe et nous allons donner les
définitions dans ce cas, la transposition de ces définitions se fait facilement

au cas d'un anneau [1].
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DEFINITION II.1. - Soit (O wn demi-groupe et soit ¥ 1le demi-groupe des
éléments de M simplifiables des deux cotés. Soit ™' un sous-demi-groupe de

M . Un demi-groupe S est dit demi-groupe quotient & gauche de {0 selon M'

si
1° S contient LO;
2° S a un élément unité 1 ;
3° Tout 41ément << de M' a un inverse ! dans S : PR R 1

4° Pour tout élément x de S , il existe « , =& de M' ; tel que otx € & .

REMARQUE II.1. - On démontre, [2], que S existe, étant donnés O ot , si
et seulement si, pour un élément a de d, quelconque‘, et pour un élément ot
de M' quelconque, il existe des éléments a' et o' , a' €& €, «'e M tels
que a'o =" a .Co demi-groupe quotient & gauche de S selon M' est alors dé-

terminé & un isomorphisme prés par 9 et M.

REMARGUZE II.2. = Si S est un demi-groupe quotient & gauche de O par M' ,

1

alors pour tout p(i (i=1,2, «o. , n), éléments de ™' , il existe des é1é-

i

i ]
ments de 0, ¢, 5 1=1,2, «o. 3 n 4 tels que :

X = clo(1 = 02042 = .0 = cn'?(n , avec Y 3

DEFINITION II.2. -~ 81 M! =N s S est appelé le deni-groupe quotient & gau-

che de (9 .81 S est demi-groupe quotient & gauche et & Jroite de ) (1), S
est appelé le demi-groupe quotient de (¥} .

DAFINITION I¥.3. - Un sous-ensemble (9 de S est appelé un ordre de S , si :

10 & forme un sous-demi-groupe avec élément unité.

20 S est un demi-groupe quotient de (9 par s* N @ s s* désignant 1l'en-
semble de tous les éléments de S ayvant un inverse.

Dans la suite, un élément de S avant un inverse sera dit régulier.

DEFINITING IT.4. - Soit (D un ordre de & . Un sous-ensenble A de & est

appeld un  -ensenble 3 gauche (& droite), si 1'ona @A ca A& <a) .

DEFINITION II.5. - Un O_ensemble 2 gauche (3 droite) A est appelé wun
(©-1dda1 2 gauche (2 droite) de S , si A contient un élément régulier de S
et s'il existe un €lément régulier » tel que = @, (ha Q@) .

A est appeld un ©O-{0'-idéal, s'il est un (9-iaéal 3 gauche et un O'-idéal

2 droite. Un (0-0-idéal est appeléd aussi un (0 -1déa1 bilatére et méme plus

Py

1 ros a4 . . . 7 . .
(*) La définition d'un demi-groupe quotient 2 droite de (J selon M' , s'ima-
gine sans peine.
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REMARGUE II.3. - On peut supposer dans la définition (II.5) que A appartient

y O

RIMARGUE II.4. - Soient A et B deux (J-idéaux 3 gaucne (& droite, bilaté-
res) de S . Alors A U3B et ANB sont des -idéaux 2 gauche (2 droite,

bilatires) de S , (se reporter 2 la remarque 1.2).

Soient A un L/-U' ¢éal, B un Qe - (D"-idéal AR = éab ;s &4 5 beg B}
est un (9 -(@r-idéal 5 11 existe en effet ’J tel que BI\&. c( s donc
ABp call'c A Qt il existe A tel que &A € L/ donc A'ﬂlw.)» < ©, I\LX etantv
régulier comme A et Mo In varticulier, le produit de deux 0 -icgaux est-un

¢ -idéal.

DEFINITION ITI.6. - Deux sous-ensembles M et ¥ de S sont dits éguivalents

s'il existe des éléments réguliers A /w, 'y, ’w tels que :

Al e et MO e W .

RVARGUE IT1.5. - Zn particulier, deux ordres de S sont dits équivalents, s'ils
le sont en tant que sous-ensembles de S . Lans ce cas, A et , ¢léments ré-
guliers satisfaisant 2 )&(C.“/u» <O peuvent &tre pris dans O (et de méme
A, p' dans (91 ), car il existe des &léments réguliers « et 3 de (9,
tels que ')(’). et r«/g anpartiennent 2 (9. on a alors :

o()@‘}w/% < o<£9/s‘ < o .
THEOREME II.1. - Soit & un Z-idéal & cauche, formons :
0 { 3
%zg‘x,xES,XAgAé et @r:{x,xeS,Ang} .

(9£ est un ordre contenant (9 et équivalent 2 Q9. @4) est de plus un

© -igéa1 gauche. 01‘ est un ordre équivalent 2 (9 et A est un {?f- (Qr—idéal.

DEMONSTRATICN, - {(} et @r sont des demi-croupes contenant 1 . Si A et

sont des éléments réguliers tels que : M €4 , N € (9, on peut écrire :
4.‘/2{ }\‘x = LQe AN ¢ A) c ©. pe plus © est contenu dans (9{ (9{ est donc
un ordre ¢quivalent & © et c'est aussi un U-ldeal a4 gauche.

On peut écrire successivement :

AMQ@AEA,/\Ag@r et A/\g_.tg,)\@/u_c:AAg_ (Qr .

Le demi-groupe, contenant 1 , @r- est un ordre : pour tout x avppartenant a

Sy 11 existe o , apvartenant 3 s* N (9 s tel que a :d}uxrx—l appartient 2 (-9 .
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3 1 - ) LIl Q* 9 1 —>\ 3 A O
Par suite, en posant ' = Adp, A' £ S RN p0 8= a[\x. appartient a L/r
et 1'on a =4' x = a' . De méme pour tout x appartenant 2 S , il existe
A" E st n ®r tel que xy' appartient 2 (gr .
On a aussi N@r <A Qr €A, donc /\;(91‘/\ S-_A}\ g@ et enfin A@r cA et
L‘e A Ca . Tout ce qui précéde montre que @r est un ordre équivalent a 9

et que & est un t9 U-lds,dlo

DEPINITION II.7. - (9( et. (Qr sont appelés respec¢tivement ordre & gauche et

ordre & droite de A .

DEFINITION II.R. - Un e}—idéa.l % gauche (& croite) A est dit entier si c'est

un demi-groupe, ou encore si l'ona A & A .

REMARGUE II.6. - Les conditions suivantes sont équivalentes :

10 AL;Q‘;
2°ACA;
3 4c0 .

DIFINITION II.S. - Un ordre de S est dit un ordre maximal, si tout ordre le

contenant et équivalent & lui, lui est égal.

THROREME II.2. - Soit (9 un ordre de S5 , les conditions suivantes sont équi-
valentes :

1° {9 est un ordre maximal H

2° I1 n'existe pas de tg-idéal 4 gauche (3 droite) entier, contenant 9 s qui
ne soit pas égal 2a 9 : ‘

3% L'ordre & gauche d'un @—1dea1 gauche que]conque est (9 , et 1'ordre 2
droite d'un 9 -idéal 2 droite quelcongue est 0.

4° L'ordre & droite et l'orcre & gauche d'un lg—idéal bilatére quelconque est (9

DEMONSTRATION. - La condition 1 entraine la condition 2. Celle-ci entraine la
condition 3 qui entraine la condition 4. “‘ontrons que la condition 4 entraine la
condition 1. D'abord, sous l'hvpothése exprimée nar la condition 4 , si M est
un @—ensemble & gauche contenu dans S et tel que l'on ait WM < @ s Aes™n \9;

on a aussi MA < ©.m effet, on veut écrire successivement

@/\@M/\ = Q/LM)\ < @:\ < 6/\@ s, et comme @/\U est contenu dans (9 s On a
Mx 0O,

Soit maintenant (9' un ordre équivalent 2 (9 et contenant £9 s 11 existe
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des éléments A et po de N0 tels que ;\’9'!“‘ < © . D'aprés ce que
1'on vient de voir, on a @"x»/\ c O et de méme rﬂ\@’ C Q . (9" est donc

un ©-idéal bilatére dont 1l'ordre d gauche est par suite {9 . Mais de 9! @'s 9,
on déduit OO o G = 0.

ROMARGUE II.7. - D'aprés ce théortme, un €9-idéal 3 gauche (2 droite) est entier
si et seulement 8*%3 est contenu dans (9 9 (9 étant un ordre maximal. De plus
chaque € —ensemble 2 gauche équivalent & un ordre maximal 9 est wn @ -1d6a1

3 gauche, (se reporter au début de la démonstration du théoréme I.2).

REMARQUE II.8. - Comme il est équivalent d'écrire Ac & <% s ou Ach €A , ou
A C @ , A étant un ©.iddal gauche (& droite) quelconque, (O étant un
ordre cxuelconque de S, (9 g et ‘Qr étant respectivement les ordres & gauche
et & droite de A , 1'ensemble noté p7t de tous les éléments ¢ de S tels
que AcA © A est aussi 1l'ensemble de tous les éléments c¢ de S tels que
Ac ¢ Uj , ou encore 1'ensemble de tous les éléments ¢ de S tels que cA & L@r .

On pourra vérifier que A -1 est un L(’ fft'v,.-ldc*al (En prenant la notation des

résiduels, a7t = &k A= &
r

A ).
DEFTNITION I1.10. - Un ordre (0 de S est dit régulier, cuand pour chaque

élément x de S, il existe des éléments réguliers «, £ de (9, tels que :

XED( CL) «*qx C(./ .

THEOREME II.3. - Soit © un ordre de 5 , les conditions suivantes sont équi-
valentes H

10 0 est régulier ;

2° Pour chaqus x , x € S, il existe un 0_idéal vilatire contenant x 3

3° Pour tout élément p de 5¥, Ou© estun B-iadal bilatdre ;

4° Si M est un sous-ensemble de S et si X‘Viiu < L, )\ M eS N Q
existe des éléments réguliers o , /3 appartenant & © s tels que
(Ml et M e 9.

5° Pour chaque élément régulier ol de t9 , 11 existe o' et A" appartenant
2 s*n 0 » tels que ‘9«2 O, xO0 294 .

5° Chaque G.igéal » gauche (2 droite) contient un @-idéal bilatére. Nous ne

donnerons pas la démonstration de ce théoréme qui ne souléve pas de difficultés.

DEFINITION II.11. - Un ¢9-idéal 2 gauche (2 droite) A est dit normal, (9
étant un ordre quelconque de S , si les ordres & gauche et 2 droite de 9 sont

maximaux.
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1. ‘ous supposons que 0 est un ordre maximal de S . Alors 1l'ordre 2 gauche
(& droite) d'un 9 -idéal 2 gauche (2 droite) est 9 s les ©0-idéaux bilatéres
ont dozc © pour ordre & droite et % gauche (théordme II.2). Les ©-1déaux 2
gauche (2 droite) entiers sont ceux qui sont comnris dans @, (remarque II.6).
Soit (L) 1le treillis des -idéaux 2 gauche, (Cé) le sous-treillis des
© ~1déaux bilatéres, (L') 1le sous-treillis des {0 -idéaux & gauche entiers,
(:6') le sous treillis des (0 -idéaur bilatdres entiers, (remarque II.4).

Dans la suite, nous noterons var une majuscule d'inprimerie un & -idé21 a'un
cOté et par une majuscule italique un ©-iaéal bilatere.

Considérons dans L) 1la relation d'équivelence (R .
q

A, Re€ (L), a=B(X) %A-l = ot (ou encore (C.*A = {9.’ B ), (remar-
que II,8).

Soit (&' 1la restriction de (K 2 ("é) :
(Q, R (6, 4= 5'3(5%')‘;&-1 = @ (ou encore f9.°d = @ .a
=0, R = 0 *.02), (remarque II.8).

Soit X la classede A4 , A (L) ; (L) sera 1l'ensemble quotient (L)/A ,
(L') 1'ensemble quotient (L')/% , (C{;) désignera 1'ensemble quotient (BV/R »
(«7') 1'ensemble quotient (H/R (,7_ désignera la classe de (1 modulo
&, ( ';;Z désignant la classe de ¢ modulo /%, ¢l étant considéré comme
é1ément de (L) ).

2. Propriétés de la relation /A .

PROPRISTE III.1. - Toute classe 4 a un élément maximum

A= H T -0 ©.0 1), 2e) .

DEMONSTRATION. - En effet, d'abord, (A'l)’1 est un U -idéal 2 gauche comme A
puisque A7l st un 9-idéal 5 droite (remarque II.8). Znsuite (U .4 =
©.ea" 2.« [€©°.(©." 2)] , d'aprés une propriété bien connue des résiduels.
mnfin A € {0 *.(@.*4) = &% . On déduit de cette propriété que A™* = @<, (0. 1n")

est égal & AY .

PROPRIETE III.2. - (A est régulidre pour l'union de (L) : dans (L) on peut

3éfinir une union U : AaUB=sUB, A, BZ (L) .



DEVMONSTRATION. - ©n effet si B X B'(R) , B, B' € (L) , on a, quel
coit A ¢ (L) : AVB=AUB'(R) , car
. wv=)=@.*0)n .+ = (C )N (O.*B") =O.« waLB) .

-

PROPRIETE IIL3. - On peut défirir dans (L) une intersection (N de la fagon

suivante : A , B & (L), AV B=4"N3" . Deplus &N B* est élément maxi-

-

€.
mum de sa classe .K N B . Ainsi (L) est un treillis, (L_') un sous=-treillis
de (L) .

DEMONSTRATION. - D'abord l'union dans (i) permet de définir dans (L) une

) - - L - == - ) * *
relation d'ordre < : A £B, si AMYB =B ouencore si 4 €P . Montrons
A

que AN B est la borne inférieure de et B : soit C<A 5 C <B s

C,3,Be(l). Onenaddduit c'cAa®, "< B et < a"n 8", ou encore
—— L

C < A¥N 3% =4 A P2 . Montrons maintenant que C = A¥N BY est maximum dans sa

classe : ona C cu” s C2B et ©O,cc2€. 5 (Q'.((Q»' c)ec 9 '.((9.'.&*)
c'est-2-dire C*g At , d'aprés les propriétés bien connues de la résiduation,
et d'aprés la propriété III.1. De mdme, on a et , donc’ cfe a'n 8% ot

*

par ailleurs C 2 A¥ N B = ¢ . On déduit done C* =a*N B = ¢ .

T o

PROPRIATE III.4. - On peut définir le produit ZX d'un élément (@ e (<
par un élément X € (L) de la facon suivante : c'est la classe @X du produit
Adx, dx e@), @2ed , xeX.

DEMONSTRATION. - si (e (Cg) , X €(L) , il est facile de vérifier d'abord
que #x appartient > (L) . Il faut ensuite montrer que si X et Y appar-
tiennent & (L) , avec CQe(f{;) , XZY(R) , ona @X=@QY(R) , et d'autre
part, que, si X €(L) , @, BE®), 4 = B(R') ,ona &Xx=BIR) .
Pour la seconde partie, il suffit de remarquer que ©. dx = @ °.-,//3VX ; en effet

TQX=(C. @) k= (G R k= DerBx .

i

Pour la premiére partie, posons & /-ZX =V et O.° @Y =V"'. Ona succes-
pa

sivement :
Qxvecd, we©.rd =04, wac®, vQec€."x,
Ve 8.0y, WE O, we®©, 4=60.-4,
aywetd, veO©.°Gy, vegv .

De méme, on démontrerait V'€ V et V=V'.



- 6-08
PRQPRIETﬁ_IILB. - On a les propriétés suivantes du produit Q}E s
(c,) : Ax0F &23{ U ‘L"
(Cy) LU0 i.{{LJ?xo
(c) :+ (@B = (7).
(c,) : Ox=x. B
(C ) : Pour tout couple X € () , cq € (<,') , il existe un V € (I:') tel

que (1 v & X et l'easemble des ¥ avant ces nropriétds admst un élément masxi-

~
2
<<t
Ty

mum noté X. C"l .

(G,): Pour tout courle X & (I:') , T OE(
6

gulier, il existe un (’p' tel que (¥7 € X et 1'ensemble des . avant

"t‘*\

') , si de plus @ est un ordre ré-
v £

ces rropriétés admet un é1lément maximum noté X° .Y .

DEMONSTRATION. - Pour démontrer les provriétés (C 4) (C ) C,,) s (C ) il suf-

fit de prendre des reprisentarnts dans les dl*farentos classes. Jemontrons (C )

Soit X* 1*é1ément maximum de X sy On a x* - g . o‘mt @@ un élément de (') ,
appartenant & la classe fé. & (t‘Z:') s GZ est compris dans @ . Considérons
1'ensemble des éléments x de © tels que  x & X* s clest un @ -ensemble 2
gauche compris dans € et qui comprend évidemment X* s c'est donc un {0 -idéal
2 gauche compris dans Y] » noté ¥ et l'on a @y ¢ X , donc av <X . Récipro-
quement, soit AN (I:') s tel que (QY’ <X . Pour un representant V' de Y s

*

ona Q7' X , @ étant le représentant de la classe CQ s déja considéré
plus haut. On déduit '€ ¥, d'ou V' &7 .

Démontrons (C,) sous 1'hyvothése s:pplémentaire que O est régulier :
o)

Soit X° 1'élément maximum de X , on a <O | soit Y e (L') un représen-
tant de ¥ € (i') sona V¢ 9 . Considérons 1'ensemble des x s X € G , tels
que XxY C X C'est un @ -ensemble & droite et & gauche compris dans (9 5 pour
montrer que c'est un @—idéal bilatere a s 11 suffit de montrer qu'il contient
un élément régulier B O étant régulier, et of $tant un élément régulier de
x* s 11 existe un élément régulier ﬂ de X , tel que *g Ox > r‘@ (théore-
me II. 3) et par suite AV & /b® cx’ et /3 arpartient & . Ceci tant, on a
&ax CX , donc LQV X . Réciproquesent, soit K{' € (ff ) 5 tel que @'Y ¢ X 5
alors LQ' étant un representant dans (Q‘f de 52' ; on en déduit ('Y = X
et par suite '€ @ donc JZ' £ 'J ( )

PROPRIETY ITI.6. - (<€) est un groupe réticulé commutatif.

Nous renvovons 2 la démonstration d'ASANO [3].

( ) Dans les démonstrations de (C.) et (06), on se place dans le cas d'un demi- groupe
. La démonstration dans le cas’d'un anneau {9 se fait en calquant ces derniéres.
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PROPRIETE III.7. - (L') et (<f,') sont des treillis modulaires.

DEMONSTRATION. - ("J./Z) , en tant que groupe réticulé, est un treillis distribu-
tif donc modulaire, donc aussi (6§') . Démontrons que (I:') est modulaire : il

faut montrer que :

i

(1) i,8,0C @), A¢ T, entralpent 4 UGN c) = (AVUB)NC .

Or, par définition, B NG est égal 2 B* 1\ C° , en désignant par A s 5%, ¢
les é1léments maximums de A 5 B ,‘6. respectivement. Donc le premier membre de
1'égalité (1) est égal 2 AF Y (3 N Cv) et comme l'on'a B*g:_ ¢ et comme
(L') est modulaire, il est aussi égal 3 A* U BY) N ¢" clest-a-dire
(A0B)NC.

PROPRIETE III.S. - i (L') vérifie la condition de chaine ascendante, il en

est de méme de (f:') et de (') .
PROPRISTE ITI.9. - Soient i' , A e (L"), tels que &B 3 X' ;
i1 existe X tel que X €(L') ,

On exprime ceci en disant que tout é1ément 9 , & € (€') , est (f‘)—principal.

/
o
“
ba) o
"
b

([6], varagraphe 1 et paragraphe 7, page 107).
DIMOKSTRATION. - Considérons (1 e (L) et X = R s ona
' = - = = - = = e -
Ax=dt ) = @a™ x =1 :

De plus, on a

'

= Fal - 1,7 ey _:
X=d"" X< AR =

U

Iv

., @ est supposé dans cette partie, sauf mention contraire; un ordre maximal ré-

gulier, noethérien & gauche.

Conformément au mémoire [6] , nous introduisons les définitions suivantes :

_DEFINITION IV.1. - Un élément &, @ & (<£') , sera dit premier si :
05, C (), BC <A entralnent B ¢ d ou & <.

_DEFINITION IVv.2. = Un él‘ément X s X € (i’) s Sera dit primaire si :
Ax' L X, X' oe (D)

, Qe , x A X , entratnent 1l'existence d'un entier
naturel ¥ tel que a¥ <X, O , ou tel que; ce qui est équivalent, &‘ks X .

PROPRIETE IV.1. - Soit X élément primaire de (E’) s, l'ensemble des éléments
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@ ge (¢&') pour lesquels il existe un entier naturel k , tel que

;] boyed I d » 0y ~ 5 2 Vd . ‘-
A "('\< X , a un élement maximum P , qui est un éldment vremier de (4') . Cet

é1ément se nomme le radical de X .

DEMONSTRATION. - La démonstration est donnée au mémoire [6] , page SO ; on re-
marquera en effet que les treillis (<f;') et (L') satisfont aux hypothéses gé-
nérales vérifides par les treillis (T) et (L) de ce mémoire (pages 81-83),

d'aprés les propriétés énoncées 2 la partie III.

THEOREME IV.1. - Tout élément de (L') est intersection d'un nombre fini d'é1é-
ments primaires et la décomrosition peut &tre réduite. Il v a unicité des éléments

de (CG') , radicaux de ces comrosants primaires.

DIMOYSTRATION. - I1 suffit de se reporter au mémoire {6] (page 10€ , théoréme 7.1
et pages 112,113 , thiorémes 8.1 et ©.2), en utilisant les propriétés de la par-

tie III et notamment la provriété III.O .

DEFINITION V.3 (3). - Un é1ément (F de (<f') est dit oremier si :
Q, He(f), &R </ entratnent soit @ <P, soit M (F .

DAFINITION IV.4 (O). - Un élément X de (L') est dit primaire si :
& €@), 7€), AvcX, T £X, entratnent qu'il existe un nombre

naturel % tel que akg .

G

') sera dit primaire & gauche
g
cC , KB &0 , entratnent

C .

DEFTFITION IV.6. - Un élément € de (£') sera dit primaire & droite dans
() si: Qe(€), Be(E€), BA <, B¢, entratnent qu'il

existe un entier naturel % tel que (,(/Zk C e .

DAFINITION IV.5. (%), - Un élément € de (<
dans (€') =i e&(6'), Ae(f), A1

qu'il existe un zntier naturel %k tel que &

N

LA

)

DAFINITIOF IV.6 bis. - Us élément (C do ({£,') sera dit vprimaire dans CANRE

s BN

s'il est & la fois primaire 2 {(roite et primaire & gauche.

" THEOREMT IV.2. - Toute classe premidre [/5 de (CE') différente de € a vour
é1ément maximum % de (f{;') s P ;é ), premien Riciproquonent, tout iément pre-
mier (.7)\ de (') non équivalent & & modulo (X' est maximum dans sa classe
. .;{,.,5 est un é1ément premier de (Cg') , et si 1'ona € ¢ ($') , tel que

PecCcl, 1'on édduit € = € modulo R! .

(3) Dans ces définitions, 9 est un ordre quelconque noethérien & gauche.
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DEMONSTRATIOE. - ous pouvons remarquer que 1'¢1ément W de la classe (}‘) 5
d'un @-:’Ldéal bilatére ° , est 1'élément maximum de la classe (/S . Supposons
que l'on ait &, L e, (9(73503* et par exemple @ ¢ A . On en dé-
duit :_ {'C/‘2 \/3 et & £ #® , ce qui entraine, puisque j} est premier @
fS < 0.3 , donc U3 - /3* . Réciproquement, soit (P un é1lément premier de (')
et non équivalent 2 0 mnodulo R) . Soit &L un élément de (&) appartenant
5 P :ona L,Q'—l = Pl et PU = YA , en posant U -ata , V = /A 5
ona U =¥ =8(R) , donc A < 47, or €& (P est impossible, puisque

p

. FTG ™N . 22 3
cela entrainerait V' & !~ donc P - @ . On ddduit donc que L est compris

dans @ ou encore que ¢~ est maximum dars sa classe ,_7:> . D'autre rart P
Ve I 03 t’ -,
ost é1ément vremier de (') , car QJJ R Q £ (7 , entrainent, en vre-

nant des représentants I _ dans 4, (R dans R J(]}’g_@ , & 5P et
par suite, 73 e et 7 < @

On sait que P , £1ément premier de (%') , est maximal dans (£') , (c'est
une rrooriété bien connue des éléments entiers d'un groupe réticulé). Par suite
(D C:‘ @ y @:etant un é1ément premier de (£') s € € (') , entrainent
PeC et o € =

z

TAROREM? IV.3. - Toute classe primaire dans (9.') différente de 9, pour
é1ément maximum un élément primaire dans ($') . Réciproquement, tout élément
de (') primaire ¥ gauche (& droite) dans (£') non équivalent : 9 modu-
lo R' est maximum dans sa classe. Celle-ci est un élément orimaire de (')

et tout &lément vrimaire ? sauche (3 droite) dans (¢') est primaire dans (') (4).

DEMONSTRATION. - Rappelons que (E ') est commutatif et que, par suite, "pri-
maire dans ‘(ﬂa") " s'entend au sens habituel. Soit C—’ un élément primaire dans
(€') , C* 1'élénent maximum de CE‘ ; soient &, B €_(q_{,':') tels que
A e, B L‘ . On déduit (,({J’ é avec f’?){ C , d'ou, k étant
un entier naturel, &'. G s, et par suite w’,k < 0* ; ce qul montre que 0*
est nrimaire 2 gauche dans (ﬁ . De mére, on montrerait que C)* 2st primaire
: droite dans (6') .

Réciproquement, soit C un Qle:vent primaire 2 f“rOlte dans ('i':‘) ‘non équiva-
lent : © modulo R' et soit C  sa classe dans (‘( . Soit % 1'é1ément
maximum de € . Montrons que (€ C . De el - C}*—l , on déduit
crex-l e e G_le .or & =C -le est un (0-iddal bilatére apparte-

nant 2 (‘C') et 1'ona T ¥ el , car ¢ px-1 est un é1ément de (&') .

4 . . ‘
(") Pour le cas ou 0 est commutatif, se reporter par exemple au mémoire [4;.
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Comme, pour tout entier naturel ¥ , on a 'ék & ( , puisque Z‘, est congru
2 © modulo R , on en o’.éduit’ C’*g C , pulsque C)_; _est pzrimai_re & droite
dsns (€') . Soit alors &, 03 e(’i’f'} » tels que (Q-”g‘i‘ C, Qk£E.o0m
en déduit, &, (R 4tant des rerrésentants de a4 et B respectivement ¢
& el, A&¢ C et, C étant vrimaire & droite dans (G') ¢3k c €,
pour un entier naturel k ; donc 3311 = C’T s, ce qul montre que é est primaire.
Tar suite, d'aprés la preriere partie de la démonstration, C est aussi primai-

re & gauche dans (f;') donc primaire dans (Qg') o

THEOR™ME IV.4. - Toute classe primaire X de (L') différente de &' , a mour
I'e ’ . I'd -~ . . e * ’ ° - K\
é1lément maximum un élément primaire de (L') X, non équivalent & ¥ modulo
R,. Le radical de ¥ a mour $lément maximum le radical de X (5) qui n'est

pas dquivalent 3 & modulo & .

DAVONSTRATION. - Soit £ € (L') , vrimaire ot soit X 1'élément maximum de X .

ona X €® . Soient 2 €(g'), Ve (L), avec vyt , @Yci .Onen

-

duit & v K3 :{ s v ¥ X et par suite, il existe un entier naturel k +tel que

a2
daeé
-% 5 k ¥ - . . N . s

A< X ,doncona ¢ £¥ et X estvrrimaire. La dernisre partie du theo-

-

N

réme est facile & démontrer, sa démonstration est laissée au soin du lecteur.

< v A oy 1 . . e N . 2 £
TAEOREME IV.4 bis. - 81 les ® -icdaux & gauche entiers sont normaux, tout ¢le-

ment primaire de (L') non équivalent 3 © mod R est maximum dans sa classe

© .

o

et celle-ci est élément primaire dz (L') non égal

DENONSTRATION. - Soit X un élément primaire de (L') non équivalent & ©Q
mod ® . Soit Y wun €1lément de L' équivalent 2 X modulo & : 7t =v1 . on
tive de 13 XX v =xy i v . vais Xt = @ est un &lément de (£') équiva-

lent 2 € modulo M : en effet, c'est d'abord un (9 -ensemble contenant évidem-

o4

ment un £€1lément régulier et contenu dans (& , (remarque II.8), et de plus, on
veut écrire 9 . XX_l =gt X-1 =@ , car an° "X“1 est 1'ordre 2 droite
du 0 -idéal ® droite X , (théoréme II.2), ce qui montre que Xl est équi-

valent & O modulo ' .

Par ailleurs, on a iy e po , €' stant 1'ordre & droite de ¥ . Or, nous
allons montrer que, sous les hvpothéses faites, ceux & -idéaux 2 gauche entiers
éguivalents modulo R , X et Y , ont n3me ordre & droite @ : appelons (9"
1'ordre & droite de X , lss ordres & gauche de X =t Y étant égaux & @ (théo-

rime IT.2). £' et @ % sont d'ailleurs maximaux puisque X et Y sont normaux.

(5) La définition se calque sur celle donnée & la propriété IV.l.
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On sait, (remarque II.8), que X = est un 9 "-0-idéal, que N est un
©1-©-idéal. De X" =¥71, on céduit ©' X' = X! et per suite

- - - -1 . -
@ S X 1. X L ;3 or X L. X est 1'ordre 2 gauche du @ "-id:cal & gauche X 1 ;

PN

@O " édtant maximal, cet.orire & gauche est ®" ot par suite (8' ¥ (9% et de
]
méme "¢ ' done €' =@" . 0n a vu, (thdoréme II.1);, que X était un

@ '-idfal 3 droite, par suite, on a

WY ez@ =x
et
dvex .

On ne peut avoir ¥ ¢ X , car; X étant primaire, il en résulterait pour un cer-
. . k. . Sk 3 N z O
tain entier naturel ¥ , (Q* ¢ X ot par suite @ ¢ X , c'est-d-dire X = O ,
et ceci est imp-ssible. On a donc Y < X et X est élément maxinum dans sa clas-

-

se. lontrons maintenant que X est élément primaire de (L') . Soient

A e (i") , 7 e (i‘) , avec i’f% Q' v \<')E . On en déduit en prenant des
représentants &' , Y dans ci' ot Vv respectivement : 'V <X et Y E£X,
X étant, comme on 1'a vu,; é1ément maximum de sa classe. Par suite, X étant pri-
maire, il existe un entier naturel %k *el que 5‘.7_1{ < X et par suite é_k\( 5’: s

ce qui montre que I est primaire.

REMARCUE IV.1l. - On peut démontrer que, si © est un ordre maximal, dont tous

les &

-idécux 2 gauche sont normaux, /R, est réguliére pour l'intersection de
(L) : c¢'est le cas par sxemple, si (O ezt un anneau, ordre maximal régulier,
dont les © -idéaux * gauche entisrs vérifient la condition de chalne descendan-

te ([5]; p. 132).

THZOREME IV.5. - Soit a un élément résulier de © ; le O -idéal 2 gauche
©a est intersection d'un rombre fini de © -idéaux 2 gauche entiers primaires.
La décomnosition peut étre réduite. Les radicaux de ces composants orimaires sont
bien déterminds et sont des 9 -idéaux entiers premiers minmmaux (tout ©-idéal

premier contenu dans 1'un d'eux lui est égal).

DEMONESTRATION. - fous entendrons "décomvosition réduite" au sens du mémoire [6]
o 78l . N
(page 112). I1 est f.cile de montrer que & a_ est maximum dans sa classe. D'apres
I N 2 » A -e" - . - » ’ . .
le théoreme IV.1l ; on reut écrire : Ga = _0'\.1 Xi s OU Xi est un ¢lement primaire
- i= - e = ’ .2
de (L') dont.le radical est un élément vremisr de (<G') "Pi 5 (Pi # O
h
D'apr®s la définition de 1l'intersection dans (L') , 1'é1ément maximum de i(ﬁl Xi
h . — B

X; ddsignant 1'élément maximmde X, , i=1, «e ,h.0na

est ¢ Y
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h .

* N s - . . .
done ©a = ,ﬂl Xi . D'apres le théoreme IV.4 ){i est primaire et son radical
. i= = - ‘
Uji a pour classe le radical (/"i de Xi s, 1i=1, ... 3 h . D'aprés le théo-
réme IV.2 CDi , i=1, ... , h, ne peut contenir un & -idéal premier dis-

tinct de lui-méme.

LEMME -IV.1. - Tout ©-idéal entier @, 2 # O, contient un (9-idéal ma-

ximum dans sa classe modulo ) , non équivalent 2 . Tout €©-idéal entier

oremier minimal n'ect pas dquivalent 2 © nodulo R .

DEMONSTRATION. - Soit a un ¢1lément réguiier ce @ . Da contient un 9 -idéal
bilatére puisque € sst réeulier, (théoréme II.3), et l'union de tous les
(9 -3déaux bilatdres contenus dans Oa est un & -idéal bilatére @ ; on a suc-
¢ Oa, :,Q'—l ?,((9&)-1 et (LQ,'-l)-l c [(‘93.)-1]-1 = Qa .
Done ('.Q.'"l)-1 sst compris dans &' opuisque c'est un 9-1d621 bilatére conte-
nu dans ©a . On déduit de 12 (7 )"1 = _'29_.' et (L' est maximyn dans sg
classezmodulo R, s qui est différente de [9 . Onadone A'= (l:>l1 U'{r ’

les d’i étant des éléments vremiers de (') et les Fi des entiers conve-

cessivement : ('

nables.

Soit maintenaat (P un © -idéal bilatére prevmier enticr nminimal, et soit 1!
un (O -id4al bilatdre contznu dens P avant les propriétés décrites ci-dessus.
Désignons par Wi 1'é1ément maximum da ﬁ’:'i s =1, ..., r; d'aprés le

théorime IV.2 , 0).1 est premi~r. On a

a‘)fl e Plregicm

N ’\ . K3 I
et par suite UJi £0" pour un certain i, 1 <ig 2, et par suite (* étant
minimal, V’i =P.

THEORDMT IV.6. - Soit © un ordre maximal regulier, noethérien 2 gauche, dont

tous les (©-idéaux : gauche entiers sont normaux. Soit 07 un @-idéal bilatire
entier premier minimal, tout © _iddal 2 gauche entier (P -tertiaire X et non

équivalent 2 © modulo M, est (P -primaire.

DEMONSTRATION. - Montrons d'abord que X est maximum dans sa classe modulo (%..
Soit Y =X modulo ® . On a vyl

de 12 l'existence d'un L -idéal bilatére entier I équivalent 3 @ modulo R

. Comme au théorsme IV.4 bis, on dédult

tel que Y ¢ X . On ne peut avoir Y gé X 4 car cela entrainerait, X é_tant -
(P-tertiaire ([7), page 460), que & est contenu dans (P , donc que & = 19 ’
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ce qui est impossible d'avres le lemme IV.1.0n a donc YV & X . Puisque X n'est
r
pas équivalent 3 © modulo R, ona X = i‘ﬁl X, 5 les X, étant des éléments

primaires de (L') dont les radicaux sont notés le s 1i=1, o0 3r. X

&tant maximum dans sa classe, on en déduit, d'aprés le théoréme (IV.4)

T
| = * - . ’q 2 . > s 2 . .
X = i(-\l ’i"i s Xi désignant 1'élément maximum de Xi , élément primaire de (L') .
Viais cette ddcomposition est réduite et & cause de 1'unicité des radicaux entrant
dans une décomposition réduite sn iddaux tertiaires, on déduit que X est

fp -primaire.

L4 G . s . » s 0.
THXOREME IV.6 bis. - Soit &/ un ordre maximal régulier, vérifiant la condition
de chaine ascendante pour les -idéaux bilatéres entisrs. Boit # un K-idéal

hilateére entier premier minimal et soit & un D -iaéal vilatére (P-tertiaire
2

(d'un cb6té). alors & est -prinaire dans (d\:') .

DIVONSTRATION, - I1 suffit de refaire la démonstration précédente en faisant

les simplifications cul s'imvosent.

v

DEFINITION V.1. - Soit © un ordre de S quelconque dont tous les éléments
sont réguliers sauf éventuellement le zéro, soit (® un ©-idéal premier com-
pris dans € , soit M un sous-ensemble de S et soit C#Y = O P 16

complémentaire de @ , dans ) . rous notons :
o~ ) )
M/.o = {x , X ¢85, tel que, il existe s ¢ CP avec sUx < I"IJ

M= {x , x € S, tel que, il existe s ¢ CP avec x@s ¢ M}

REMARGUE V.1l. = En particulier @(73 et @(9 sont des orcres de S contenant
°) 5 81 M est un © -idéal 3 gauclie, M(ﬁ est un (909 -idéal 3 gauche conte-

nant ¥ .

ILEMME V. 1. - Soit M un (9-idéal 2 gauche contenu dans O s  (P'-primaire,
9 &tant noethérien 3 gauche, si (O' est contenu dans P , on a M{')D al® =u .
si (@' n'est pas contenu dans (0, ona M_ = (9,) . '

I/ v
DEMONSTRATION. - Sous les avpothdses faites, il existe un entier naturel k tel
l{ s » & D4
que P' <M. Si (P' n'est pas contenu dans (¥ , on peut trouver un élément
X k -~ a3 Id - 2
s dans (P! n'tappartenant pas a P (démonstration par récurrence sur k ) e

ona s@1 c alhs €M et par suite 1 arpartient 2 1M, et MO" = (90«3 .
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Si (P’ est vontenu dans (P , sCOxc¥, se€lC0 , xc 0 , entratnent,

puisque s n'appartimnt pas & (' et que M est (P'-primaire; x € M et

Mo NG =,

THEOREME V.1. - Soit € un ordre régulicr dont tous les éléments sont réguliers
sauf le zéro ¢ventuellement, pour que © soit un ordre maximal il faut et il suf-

fit que les conditions suivantes soient simultanément réalisées :

(Cl) ¢ Pour tout ordre (C' équivalent 2 C© et tel gue fg' 2 © , et rour tout
0 -idéal bilatére  premier minimal, contenu dans © ,ona O = o O
P T

4

(GZ): Pour tout élément régulier a de © s a  est intersection d'un nombre
fini de (9 -iddaux & gauche crimsires contenus dans (€ dont les radicaux sont

des O -idéaux hilatdres, compris dans (9, vremiers minimaux.

(Cg) : '{903 2=t un orc¢re maximal, pour tout {9-id4al bilatire premier minimal
cmtp;ris dans ‘(9 .

DEMONSTRATION .

1° Les conditions sont nécessaires : en se reportant au mé’moire [3], on voit fa-
cilement que la définition que nous avons donnee pour @JD coIncide dans le cas
ot 9 est un ordre maximal regulier avec la définition d'ASANO pour @JD « On
peut donc appliquer ses résultats : on a L,,q = 03(9 et (9/3 est un ordre ma-
ximal, ce qui montre que les conditions (C ) et (C ) sont vérifiées. (C ) résulte

du théoréme 1V.5.
20 Les conditions sont suffisantzs : soit (' un ordre contenant Q et équi-
valent 2 & . D'avrés (c;) on a é9' = (P@ > étant un 9-1d¢éa1 premier

bilatére minimal compris dans © quelconque. (9 étant régulier, (9' est un

{0 -1déal bilat%re, done, d'avrés la remarque V.l , en tenant compte que (9 03{9‘
et @J) ﬂ“ @ﬂ':) est un (9{\~id°'al bilatére, dont l'ordire a dr01te est

EF d'aprés la condition (C, ) et le théoréme II.2 . Or, on a 1'30‘3 risl c L()E‘3
done ¥'e C}q O' Ud:; » Soit done x = ba -1 s b, ae (O un é&ément
7
quelconque de ‘9' . b aprés ce qui précéde, x appartient 2 @Jg et var suite
n
Hoa = (@d)ﬂ . Or d'aprés (02), Qa est égal 2 .ﬂl X; ol les

d i=
Xi sont des C-iddaux 2 gauchc compris.. dans. © ’ m-—nrlmalrés. D'apres.le lemme

b appartient &

Vilyonapour i =1, co0 3 1 3

& _
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et
((9a)/’73i NO=E&)p NY =1, .

L 1
1

Mais alors b appartenant a (9%3 oour 1i=1, ... , n, b appartient 2
X, pour i=1, ... 3 n, donc at 69a et x aprartient & © s ce qui montre

qie Q' = ©.
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