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UN PRORLEME DE LA TYHORIS DES AUTOMATS

par Marcel P. SCHUTZEFBZRGER

Un "one wav, one tape" [2] automate & est un algorithme destiné & classer les
mots du mono¥de librs ?X engendré par X = {x} , fini, d'aprés le mécanisme
suivant

A est donné par

1© Un ensemble fini O = {s} avec un élément S et un sous-ensemble S1 s
distingués.

20 Une applicetion (S, £)—— S (notde sx) .

Cette avplication se prolonge de fagon naturslle en une représentation de FX par

un monoide d'applications de S dans lui-néme et on dit que f € FX est accegté

ou non selorn que 55 f appartient ou non & 31 . L'ensemble F! des mots qui peuvent
8tre acceptds par un automate fini a été caractérisé par S. C. FLIENE [1] au

moven c¢'opérations logicues.

Dans cet exposé, nous montrons que la somme formelle Z:{f ¢ f é,F'} peut,
dans un certain sens, &tre consic’rée comme une fonction 'rationnclle® des x e X .
Hous généralisons ensuite cette prorriété en montrant que si S au lieu d'8tre
fini est le produit direct d'un ensemble fini par Z (le groupe additif des en-
tiers) et si 1'amplication (& , X)—3S' et le sous-ensemble S, cont définis
de fagon convenable, alors la somme correspondante est dans un certain sens une

fonction "algébrique™.

Cette terminologie se justifie par le fuit que si les variables x dtaient des
variables commutstives ordinaires, les sommes correspondantes seraient effective-

ment rationnclles ou elgébriques.

Indépendamment de toute notion d'automate, les scus-ensembles F'c FX considérés
peuvent &tre définis comme des unions finies des shus-ensenbles tels que

Tt

F' = g ot g est un é1ément d'un certsin monoide quotient YF. de FX .
A

Guand S est fini, g?sz 1'est aussi ; la généralisation que nosus prorosons con-
tient comme ces particulier celui ou \'F est l'extension de Z par un grou
X -

fini.

FOTATION.I, = &) un annesu unital ; £~ 1'anneau des n x n matrices sur £1.;

AX(Il) , la L) -algdbre associative libtre engendrde par X = yxy fini j
«
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Wp le projecteur de f-&(ﬁ) sur le sous-module dont une base est l'ensemble

des f € FX

On compléte AX(Q.) en une algébre de série (infinies) ‘AX(O") en posant
ab = 1'élément unique c¢ tel gue, pour tout p , 'TTp c = TTp(TT a T‘; b) .
- -1 ) s
Si a € AX(O-) est tel que TFO a =0, on définit (1 - a) " comme 1'¢élément

]
unique ¢ tel que, pour tout p , Trp c = T{)(l + f (TTp ¢)P) . on vérifie
p'=1

de longueur <rp .

que (1 - a)(1 - a)"1 = (1 - a)"1 (1 ~a) =1 et que (1 -a)b=1 ou
b(l - a) =1 entrainent b= (1 - a)'l .

On note Rx(.ﬂ) la olus vetite sous-algdbre de E.X(S\.) qui contienne AX(Q)
et qui soit telle que r € RX(Q) entraine (1 + WO r - r)-lé Rx(ﬂ) .
On a la propriété suivante.

PROPRIETE 1. - Une condition nécessaire et suffiscnte pour que T & RX(Q) est

gu'il existe un homomorwhisme XI‘ de F-.X dans Sln (n <« @) tel que

<
r = TTG T + b f(\/ f)l
fePy;fe, ar
Py

Py

ou (Yr f)l,n désigne 1'élément 2 l'intersection de la premidre ligne et de la

n-idme colonne de la matrice (){r f) .

La condition est nécessaire. Cecl est évident quand r & AX( {1) . Supposons que

le résultat soit vrai vour r ot que TTO r=0;si s=(1- r)"1 , on obtient
y ¢ comme 1'homomarphisme prolongeant les applications ¥ x (x € X) ou (bls x)
est la n x n matrice, somme de (Xr x) ot d'une matrice dont toutes les colon-

nes sont nulles sauf la rremiére qui est égale & la n-iéme colonne de (Kr x) .

De la méme maniére, si Xr : FX -——-)ﬂn s Xr, : FX‘—-?,Qn' R TTO r = T)’O r'=0

s=rwm+rw ; (w, e); t=rr, onobtient y_: F, —4 (L

!

is X n+n'+2
et Xt I ‘Q‘n+n'+1 en prolongeant les applications.
0 (¥, %)y (fp %)) &
0 (y,.x) 0 . )" (y . x) (y.x)" 0.
(Y x) = I br o ;o (yy %) = I fr |
0 0 (Xr' x) ( r' )" ! ’ ° 0 (Xr' X)1
\o 0 0 0 0 o (y.x !

]
(ol les notations ( )1 et ()% (ou ()™ ) désignent respectivement la pre-

midére ligne, la n-ime (ou la n'-iéme) colonne de la matrice correspondante

stod & =(y OTw+(y, Do ).

i
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uffisante. Soit U wune n x n matrice (uij) dont lcs €léments

sont n, 4ndéterminés ; ' la matrice obtenue en supprimant la n-idme
ligne et la n-ic¢me colonne de U ;
L <
W=T + & U W =1 e LeomP :
: no PO n-1 p0
Y‘ ] "1 . o)
Ona: w = (1 -u S+ D t U N0 S h) et pour tout 1, i< n
Z},n n,.\. J,,] :1’1 I'l,,'} J,J J ;Jl
W, = (A !, 1 5OV ., =W .X: U sy W oay s
isn (ch isj J,n) Ly 7 n,it u,n(3'<nA n,; j! 3',1')
w = ! + 77 ('~,7 )“l v .
i,i! ii! ign' nyn n,i'
Tous les calculs étant eifectuss dans Rey (£1)
e ]7j\
I1 en résult, immédiatement auz si U ¢ %: , chacune des entrées (U)i it de
EEN 9
s \""’
ient 2 . ne ent, N iy f 3
U appartient & RSL Par consfquent, 1 a1 (ér )1’1 tant égal &
X F,
L
-1y : o (e
((1 - X(X arvartient R, (13)
r 3 Fis
. . oS . bl Fas s s .
REMAPCTE, - Soit RY " le sous-ensemble de Ax(b) défini & partir de X nvar
les seules opsretisng &'addition, de multiplication et de 1'opération
-1 »DOS - “ A . <
r—=(1-1r)" -1 quaxi r < Ry g v =0 . En utilisant 1'identité :
-1 N-1 -1 s s
(1 -a+b) " = (1 -2 =bl-a) " %) " (1 -b(1 -2a) ") on vérifie que tout

s € dx(é) peut &t

nos
construction, si r € BX

o dcrit sous la forme r -1 av

P>l

gc r , r'€ Rk s,
(f ) ont leurs en-

, toutes leg matricas X f

trées non négatives ; il cwiczte donc un monoide quotient fini \Pr F. tel que
QYr f)l , #0 si et seulement si kPr f appartient & un certain sous-ensemble
de
. 7,
II. - Soit Y =XUW T o U=Ju,i,_ .
LoJiiTh 2y 0e,m
Solent 1y , 1, 5 «oo 5 T & Ry(fl) tel que
T, =T5 = «oo=1r_ =20 uand =X, T coe = x_ =0
1 2 m 4 X 2 n
et
T, T, ose T 0] quand u, = u, = ... =u_ =0 .
172 n i T 1 2 m
Dans ces conditions, si £8' eost une apolication Ge U dans AX(§L) telle
que T~ £u=0, ¢! 1'avnlication 77 o i ot O ot E% les homo=-

mornhlgmes L, ()= & (1) oud
v Ay

L

i
n+1l : n+

(P

n

Ty ) =

les
Les

T

pralonscht, on a, wour tout n et n'>% n,

‘Brﬂ . “égquations” uj = rj et les séries formelles
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u, en les x peuvent donc étre "résolues" en calculant par des opérations
rationnelles les coefficients successifs ﬁn uj et 1'on dira que chacune de ces
séries est un "élément algébrique" de KX(n) On désignera par ».)X($1) la plus
petite sous-algibre de 1,,(. 1) qui contienne tous les éléments algébriques et

qui soit telle cue s & oy(._) entraine (1 + "TO s -s) e Sy (V) .

III., - Soit \? : F,—>» G un homomorphisme de FX dens un mono¥de fini et
/31 : (G, X) > Z une avplication gquelconque.
On prolonge /5 en un "coset mapping" fB: (G, FX) —3 Z en posant

A(g ; @1‘ ) =0 Gt inductivement
Ale s ) = g 5 £) + syt 5 x) :
Les Géfinitions vrécédentes déterminent sur (FX , 2) une structure de monolde

avec (£, 8)(£' , &') = (ff' , a+ BPL ; £1) +a') 5 (f;a) =1 ;a') et
seulement si f = \ff' ot a=a'.

H

Soit h'
gy, ¢ G; 0La,; bg n' les $léuents suivants de f‘aX(Z})

¥ :)‘.ﬂap’f(F,,.,.r.o_v. ”)“O' .f!) 0
"5 Lo ety gt = g 9ﬁ(g’l‘ 5[;(%.9 =

pour tous les fecteurs 3 gauche propres f' de £

sup (g 5 x) 5 n =1inf p (g, x) (gé G, x&€X) , ot pour tout

. < R
“;,g'(a » b)) = “‘{(f c fEF ; zyf=¢ ;5 ax+ig, f)=b; a +]5(g , f')?O}

pour tous les fucteurs & gauche propres f' de f

On & les équations (¢ = inf(a , b))

uml o
- 2 o * :
(1) Ag (o, b) = Oca'<c o:,cirAg,gr('“ -2, 0) Bgn gh “gm gt (0, b=-a)

.+ o+
+{ 4 (0, b-2a) ou Agg'(a-b,O)

g€ s &

selon que b 20 ou non.

»
2 a :
( ) 8 '(O ] ) EXZ X Ag‘fx)g‘ (/‘S(g 9 X) 3 a)
ot X; = Lx : x €4 ; ;’51(3 , X) O O% .

o+ O
(2) Ag,g'(a , 0) = &= Ag’gﬁ(a ; b) x

ou cette sommation est étendue & tous les triples b é¢ 2, x&X, y"« G tels

[\

que -p(e", x) =020, glyx=g .

. . + + ’ I3 ] LY ’
Finalement si (B ) et (4 ) désignent des matrices carrées dont 1'ensemble
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d'indice est en correspondance biunivoque avec G et qui sont telles que

+ + + + , .
(B )g,g' = Bg,g' ; (A )g,g' = Ag’g,(o , 0) ; on a évidemment :
(3) H=a-nt

Eliminant les A+,g,(a , b) (ab #0) aumoyen de (1), il rdsulte de (2), (2)
et (3) que les s (0, b)), les 2t (e, 0), les Bt et finalement les
a4 &g g8 £g'

b
g g,(a , b) arvartiennent tous & Sy (a) .

Ceci naturellement vaudrait aussi bien pour les éléments Aé g(a s b)
b

(h"¢a, bg0) ou Bg g définis de fagon symétrique.

Soit enfin K = zkf un ensemble en correspondance biunivoque avec les paires
(g,¢)y, g8G; h <c <h" . On considére les K x K matrices (X) et (&)
avec

(x)k,k,=xex si k=(g, c); Xk

ce' £ 0

(g' 5 c') et gfx=g';
c#0; c+ (g, x) = ¢

o

]

0, autrement.
+

(A)k,k, = Ag’g,{a ; b) si k

A;’g,{a » b) si k

= 0 autrement.

kl

1]
—
o
-

o'
~r
~

(g 5 a)
(g, a)

1]

wo

k'

1]

1]
~
a3,
[*2
"
=3 o

T
®
0
o’

N
o

Finalement si (B) = (I - (A)(X))“1 tous les éléments de (B) appartiennent &

5,(2)

En particulier, ceci est vrai des sommes Bg'c L if e;F \ff

1l

g
k' = (g' , )

vo

/5(eF , ) = c} qui correspondent par construction & k = (9 0)
X X

RUE. - Le résultat ne se généralise pas au cas ou A serait um "coset
mapping" de G , fini, dans un groupe abélien de dimension »2 et ou 1l'on cher-
cherait la somme

Z{f : yf=g; /3(6Fx" £) =0}

Considérons en effet le cas ol \f est trivial (1ff = e, pour tout f) et
o, X étant égal a ixl y X5 s XBE , ona

Plx) = ©51) 5 plx) = (1, 015 Alx;) = (-1, - 1) .

Dans ce casy, si o désigne l'homomorphisme de AX dans 1l'algebre des séries

formelles en les variables commutatives tl s t2 et t3 s On a 3
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s = O(A{f:ﬁ(f):}—-(4i) ’ (1-tlexp1u-tzexp1v

0 /O
. -1
-4, exp - i(u+ v)) " dudv 5
S
-3 : D o
-— 1 1 2
=1+ L (3p) (p2)77 (ty ty t5)
Quand t, =t, =t = 1/3 t , cette fonction a, pour t —»1 , une singularité

non algébrique puisque

()t L
(nt)?3°"

Donc, & fortiori, s 4,6X(Z) .
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