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2-01

LA LOCALISATION DANS LES ANNEAUX NON COMMUTATIFS

par Pierre GABRIEL

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
13e année, 1959/60, n° 2 16 novembre 1959

Le rédacteur introduit ici un formalisme un peu nouveau. 0 Son but est de trouver

un langage qui remplace en algèbre non commutative la notion de faisceau qui a en-

vahi récemment l’algèbre commutative ~~~, ~1,’~ j o Le point de vue adopté n’est cer-

tainement pas définitif et le rédacteur n’a pas pu développer toutes les applica-
tions. En particulier, il n’a pas eu la place matérielle de parler des anneaux

qui sont des modules noethériens sur leur centre, ni des théorèmes de dualité aux-

. quels 6es anneaux satisfont. .

On peut cependant considérer comme encourageante l’explication qui est donnée

au chapitre II du rôle des faisceaux en algèbre commutative D rôle qui est de don-

ner une construction explicite de certaines catégories quotients de la catégorie
de tous les modules sur un anneau commutatif noethérien.

Une dernière remarque concerne la bibliographie s le rédacteur a voulu déchif-

frer un grand nombre d’articles qui traitent plus ou moins de la question 0 Il se

croit donc obl.i.gé. de citer tous les mémoires dont il a tiré quelque idéeo

CHAPITRE I : > La localisation dans les catégories abéliennes.

10 Catégories avec enveloppes injectives.
Dans tout l’exposé C désignera une catégorie abélienne possédant une famille

de générateurs o .

Un morphisme injectif i ~ ô de C est dit essentiel si tout sous-objet

Q de I est nul dès que Q i~~~ - 0 o On appellera enveloppe injective de

tout morphisme injectif essentiel i de M dans un objet injectif I de C o

Si i : ° M~I est une enveloppe injective de M , alors I est déterminé c,

un isomorphisme près et i à un automorphisme près de 1 . On dira que C est

une catégorie avec enveloppes injectives si tout objet de C admet une enveloppe
injective 0

PROPOSITION 1. - Les deux assertions suivantes sont équivalentes :i
a. C est une catégorie avec enveloppes injectives.
bo Tout objet de C peut se plonger dans un $ et si Fl .. ?1 ,



il existe un sous-obj et Q de y maximal pour l’égalité 0

(a) ~ (b) ~ i Car si Iv~ 9 le plongèrent de vI dans son enveloppe injective

I se prolonge en un morphisme i I’T -~-; T . o Il suffit alors de poser Q = Ker ~.~

(b) ~ (a) ~ Car si J ~, J injectif$ soit Q maximal pour l’égalité
Q ~ M = G . De même, soit l un sous-objet de J contenant M et maximal pour

l’égalité Q = 0 n Alors J/Q est extension essentielle de et contient

I o Le morphisme identique de l dans J se prolonge en un morphisme injectif

~ : i J/Q ~--~~ J ; a ’~;~ (J/~ ) est extension essentielle de ~vr et contient 1 . o Donc

I - ~ (JJ~, ) 9 I + Q = J j I ~ ~ Q = 0 et l est enveloppe injective de ’1 .

Voici qu.elques exemples bien connus de catégories avec enveloppes injectives d

- C est une catégorie abélienne ou les limites inductives existent et sont

exactes 00FF par exemple, la catégorie de tous les modules unitaires à gauche sur un

anneau avec élément unité. Une telle catégorie possède des enveloppes injectives

C ~.~ , .

Si, en plus des conditions C possède une famille de générateurs
formée d’objets noethériens, on dira que la catégorie C est localement noethé-

rienneo a Alors l’enveloppe injective de tout ’v est somme directe d’injec-
tif s indécomposables et l’étude équivaut ~~ ~~ l’étude de la décomposition
primaire de " Ï5; ~ o

- La notion d’enveloppe projective est duale de la notion d’enveloppe injective.
Ainsi un morphisme surjectif p ~ > Pw--~ ~ -~ 0 est dit essentiel si pour Q C P 9

l’égalité Q + Fer p = P entraîne Q = P o

Si A est un anneau avec élément 1 ~ les A-modules l,isairement compacts [lOj
forment une catégorie abélienne avec limites projectives exacteso Si de plus A

est commutatif et noethérien, la duale de cette catégorie est localement noethé-
rienneo

- On trouvera dans [2], [4j d’autres exemples de catégories avec enveloppes pro-

jectives. Cette notion y est reliée à la notion de radical et au relèvement des

idempotents. 0 Bien entendus toute théorie convenable démontre d’abord l’existence

d’enveloppes projectives et en déduit le relèvement des idempotents.

20 Sous-catégories. Catégories quotients. 0

Ce paragraphe est consacré au déroulement de sorites bien connus en algèbre ho-

nologique ([7j, [16]).

Si C est une catégorie abélienne, on rappelle qu’une sous-catégorie épaisse. 

" *’ -2014



D de C est une carégorie abélienne dont la classe des objets est une sous-classe
- Mw

de la classe des objets de C et qui est telle que :

a o Si M , N sont des objets de D 9 alors ï’ ) = N) , l’addition
- Mw

et la composition des morphismes étant "la même" que dans C o

’bo Tout objet de C isomorphe à un sous-objet ou un objet quoti ent de D ap-
- 

... 

~- 
..

partient à D ; toute extension de deux objets de D est dans D o

La d.onnée de G et D permet de construire la catégorie abélienne quotient
M^ -- -

0
M JNA

Les obj ets de coïncident avec les ob,jets de C o si M et N sont deux

objets de C 9 M’ et N ’ deux sous-objets de M et N 9 on a une 
M^

canonique de C(M , w ) dans HomC (M’ , N/N’) a Quand .’’’w?’ et .:ï’ parcourent 1

les sous-objets ce ~~ et 1~~ tels que ~. D et ~.~~’ ~. D ~ alors les groupes
f.orment un système inductif de groupes abéliens. an rosera par
C --

définition :1

Ainsi iT) est muni d’une structure de groupe abélien et il reste a"’ ’ ~ " - 
" ’ ’

définir une loi de composition =

Nous renvoyons Dour cela le lecteur au travail de GROTHENDIECK [7J. nous

contenterons de compléter le dictionnaire pour la commodité du lecteur i
Si M est un objet de C ~ on notera par D(M) l’objet de C/D défini par M . .

-. 

- Si u i est un morphisme de C p alors le morphisme

D(u) s est nul si et seulement si Im u ~ D . 0

- Le morphisme D(u) est injectif si et seulement si Ker u ~ D .

- Le morphisme D(u) est su:r:i ectif si et seulement si Coker u ~ D o

- On a les égalités:

D(Ker u) = Fer D(u) , D(Coim u) = Coim D(u) = Im D(u) = D(Im u) ,

D(Coker u) = Coker D(u)
- Si M et N sont deux objets de C , alors D(M) et D(N) sont isomorphes

dans si et seulement si M et N contiennent des sous-objets M ~ M et

~2 qui satisfont aux conditions suivantes : ù



et sont isomorphes (comme objets de C ). o

3. e Sous-catégories localisantes.

Les raisonnenents du paragraphe précèdent étaient "autoduaux" ; ils pouvaient

s’appliquer aussi bien a C qu’è la catégorie dualeo Fous allons maintenant im-

poser à C et D des conditions supplémentaires qui ne seront plus autoduales.

On pourra en déduire des résultats sur les objets injectifs, non sur les objets

projectifs. 
’

HYPOTHÈSE S . - Si M est un objet de C et (Ni)i~I l 
une famille de sous-

ob j ets de M , alors la famille (Ni)i~I admet une bo rne supérieure dans M , que

l’on notera sup N..2014201420142014201420142014 

Avec les notations de l’hypothèse S , si Ni appartient à

D pour tout i ~ alors sur N. appartient 4^ D . o
",~ 201420142014201420142014 201420142014 

Il va sans dire que (,~~ ) est satisfait pour toutes les catégories raisonnables

et n’apporte aucune restriction ~’dans la pratiquer La restriction imposée à. D

par est par contre réelle. On dira que D est une sous-catégorie localisante

de C si elle satisfait p 0.?) . . On supposera à partir de maintenant que { ~~ ) et

{,~, ) sont satisfaits. 
- .

La première conséquence en est que la sous-catégorie localisante D satisfait

aussi à l’ hypothèse S . De si C ’Possède une famille de générateurs, il en

va de même de D . o appartient à D et possède une enveloppe injective I

dans C ? le plus gros sous-objet de I appartenant a-. D est l’enveloppe. injec-

tive de M dans D 0 Ainsi si C est une catégorie avec enveloppes injectives,
alors D est à enveloppes injectives ; si C est localement noethérien, D est

localement noethérien...

Ces propriétés de transfert de C à D peuvent être répétées pour la catégorie

quotient 1

Si M est un objet de C , il contient un sous-objet maximum M1 appartenant a
D et ne contient pas de sous-objet de ~D autre que 0 . Le quotient
~~’ est le plus petit quotient ~~ de ~~ tel que D(M) = 

En outre, tout morphisme u de C , u : k 1v ~l~1 9 induit des morphismes u’

de C et D(u) de C/D °



Dire que D(u) est injectif équivaut B dire que u’ est injectif. Si I est

un injectif de C qui ne contient pas de sous-objet de D autre que 0 , alors

D(I) est un injectif de C/D c De dire que D(u) est essentiel, c’est di-

re que u’ est essentielo En particulier :ô

- Si C est une catégorie avec enveloppes injectives, C/D est une catégorie

avec enveloppes injectives. 
De même ù

- Si (Ui)i~I est une famille de générateurs de C , (D(U.)) est une fa-

mille de générateurs de 

- La catégorie satisfait à l’hypothèse (S) et le sup commute avec le

f oncteur ~D ~ ï o e.

D(sup N.) = sup D(N.) I
Il ne se.mble pas pourtant que l’existence de limites inductives dans C entraîne

cette existence dans C/D . o Ce sera pourtant le cas pour les catégories du para-
graphe 5.

4. Le foncteur localisation.

Nous supposons toujours que C est une catégorie abélienne satisfaisant à (S)
et que D est une sous-catégorie localisante de C . o

On dira qu’un objet de C est D-fermé, s’il satisfait aux conditions équi-
valentes :

a. pour tout morphisme u de C 9 u : i P~Q , tel que Ker u et Coker u

ap artiennent à. morphismes 03C6 > P ----, M se "prolongent" en des morphis-

m e s q : Q ~ M , i. 0 e . 0 03C8 = 03C8 o u .

b. M ne contient pas de sous-objets appartenant à D autres que 0 , et si

0 ---~ ~~ f ; ~T - ~--~ P ~ f~ C e st une suite exacte telle que P ~ D , alors la suite

exacte se scinde (i. e. M est facteur direct dans N ).

ô Si L est un sous-objet de M appartenant à D , on a un diagra.m-
me commutatif

où i est l’application identique. Donc I~ est nul.



De même, on a un diagramme commutatif .

et donc M est facteur direct.

Car si Q désigne cornue d’habitude le Coker de l’application

on vérifie que M se plonge dans M? Q corme facteur direct. En composant le

morphisme canonique de Q dans Mp Q avec la projection de Mp Q sur Y ~ on

obtient ~.

Soit maintenant M un objet arbitraire de C . i) On appelle D-envelo-ppe de M

tout morphisme u de M dans un objet D-fermé MD , qui soit un D-isomorphisme

(i. e. Ker u $ D . Coker u ~ D ). 0 est le quotient de M par le plus
~~ ~~

grand sous-objet de M appartenant à D , le morphisme u induit un morphisme

injectif de M’ dans et MD est évidemment extension essentielle de
~~ 

M’ ~ Im u t car si Q C MD et H’ = 0 , alors (. est un sous-objet de

MD/M’ et appartient à D ; ce qui n’est pas possible (b) o En outre, on
~~

vérifie aisément qu’avec les notations de (a) le "prolongement" ~ de L~ est

unique. Il en résulte que est défini à un isomorphisme 
- 

~~ 

- ..

PROPOSITION 20 - Si M admet une D-enveloppe u à M~MD , alors on a, pour-’- - ~-" 
~~ 

’ 

i~ 
" "

tout objet N de C .;

On va définir l’application

et laisser au lecteur le soin de faire les vérifications. o Si KL est un sous-

objet de N tel que et M. un sous-objet de M appartenant à D ~

alors u induit un morphisme i ~ MD et on a une application canonique 1



Mais tout morphisme de Ni dans ~L. se prolonge de manière unique en un mor-

phisme de ~v‘ dans o On obtient ainsi une application de M/M )’ 

J 
° 

1 1

dans Mp) . o Faisant varier et M1 , et passant à la limite inductive

on aboutit à l’application cherchée :

Soient maintenant M et N deux objets de C admettant des D-enveloppes
u : M ~ MD et v : alors tout morphisme 03C6: i M ~ N induit un

.norphisme unique ~~ tel que le diagramme suivant soit commutatif : 1

En effet Ker u 6- D et Coker u $: D et le morphisme v o ~ admet donc un

~prolongement~ unique U~ ~ ~20142014~N~ .’ 

~~~ ~~ ~~

PROPOSITION 3. - Si les objets M;N et P de C admettent des D-enveloppes
u : t M ~ MD , v : i et w : i P~PD , alors pour toute suite exacte

la suite

est exacteo

En effet, soit N. le plus grand sous-objet de M appartenant à D . Alors
i "" 

~A

N1 " M est le plus grand sous-objet de H appartenant à D , et on a un diagram-i 
’ 

me commutatif : 1

Conme v. o 03C61 est injectif et que u. est essentiel, 03C6D est injectif.
~~~



En outre, soit ~~ le plus grand de ~~ contenant M et tel que

M/M appartienne à D . L’application de ~~T/~~ dans N / induit un morphismeD~
de dans il es-t clalr ’ que ND/MD ne contient pa s d’ ob j et s ap-

- - _

partenant à D autres que O. Comme de plus le morphisme de dans P est
~ . D

injectif et que est extension essentielle de i~~/ ~ 9 il en résulte que

D induit un morphisme injectif de ND/MD dans P.. 9

C. Q. F. D.

Il nous reste â déterminer sous quelles conditi ons un objet M admet une

D-enveloppe. Je dis que pour cela il suffit que le quotient M’ de M se plonge
dans un objet D-fermé. o En si i : 1 M ~ il un morphisme de M dans

un objet et est que ~er i ~ D ~ alors i se factorise par

u : i M ~ M , où M est le plus grand sous-objet de N contenant i(M) et tel

que D . On vérifie en outre aisément à l’aide de (a) que u est une

D-enveloppe o

Par exemple9 tout objet injectif Z âe C qui nE contient pas de sous-objets

appartenant à D que O est o ’lais si M’ admet une enveloppe

injective I , cette enveloppe irjective ne peut évidemment contenir d’objet non
‘ 

nul de D ; d.’ 0~ :

Si C est une abélienne avec enveloppes injectives
â (S) , et si. D est c.e C 9 alors

tout objet de C possède une

5. Le foncteur section.

Pour simplifier, supposerons a. partir de maintenant que C est unn catégo-
rie abélienne avec enveloppes injectives. Si D est une sous-catégorie localisante
de C 9 on choisira pour obj et rv? de C D-enveloppe uM :r ~MD .,~ 

~ 

"~ ~, WM D

Alors la correspondance M ~MD définit un foncteur exact à gauche L de C

dans C : i on le nommera foncteur localisation relatif à D . Quand M varie"

les définissent un morphisme du foncteur identité dans le foncteur locali-

sation. En outre il est clair, d’après la proposition 2, que le foncteur locali-

sation est composé c’ un foncteur canoniqu e D : C ~ C/D et d’un "foncteur section"
S : t C/D ~ C déterminé par la condition :1



On est donc en présence du diagramme suivant : ô

La proposition 2 s’ énonce alors ainsi : ô les morphismes uM : M~MD induisent

dans C/D un isomorphisme du fonctcur identité dans le foncteur D o S o

Nous allons maintenant tirer quelques conséquences de l’existence des foncteurs
S et L ~

-Supposons d’abord que soit un système inductif d’objets de C admet-

tant une limite inductive dans C 9 soit lim il, o Dès lors (D(Mi))i~I est un

système inductif d’objets de C/D et est sa limite inductive ô

Ceci résulte en effet immédiatement des égalités

-Comme conséquence de ce qui précède, si C est une catégorie où les limites
inductives sent exactes, il en va de de o De plus si est une

famille de générateurs noethériens de C , les (D (Ui))i~I forment une famille

de générateurs noethériens de C/D : 1

PRO POSITION ;. - Si C est une catégorie localement noethérienne, D une sous-

catégorie localisante, alors D et C/D sont des catégories localement noethé-
rienneso o De plus le foncteur localisation H ~MD commute avec les limites in-

ductives. 

Il reste à montrer que (lim = ou (M. ) , est un système in-

ductif d’objet de C . 0 Hais si u. désigne le morphisme canonique de Mi dans

on a des suites exactes : .

et li Ker u. ainsi que lim Coker u. appartiennent manif estement à D .



En particulier, l’application de lim( Mi)D dans est un D-isomorphis-

me et il suffit de montrer que est D-ferméo o Ceci signifie que pour tout

D-isomorphisme v : i P~Q , l’application de lim(Mi)D) dans

est un isomorphisme ; en outre, il suffit de faire la vérifi-

cation quand P et Q. sont noethériens ; ceci se déduit alors de l’égalité : 1

où N est noethérien.

- Soit M un objet arbitraire de C , M’1 le plus grand sous-objet de M ap-

partenant à D , M’ le quotient M/M1 , enfin E(M) , et E(M’) les en-

veloppes injectives de ~~ , M et ~~’ . alors E (M’ ) ne peut contenir d’objets
non nuls appartenant à D (sinon M’ en contiendrait). On en déduit que les en-
veloppes injectives de M et D(M) dans C et C/D ne sont autres que E(M’). 

’ 

D MA M

NV1

et Comme l’étude de la "àécomposition primaire" de M "équivaut" à

l’étude de l’enveloppe injective E(M) (voir ~5~ ) ~ on retrouve les propriétés de
transfert de la décomposition primaire par localisation.

Il faut pourtant se garder de croire que E(M’) est le quotient de E(M) par

car si l’ irclusion C Xi induit un plongement de comme facteur

direct dans E(M) , E(M ) ~ M est en général différent de M1 a Il n’y a égalité
pour tout qU.e, si D contient avec tout objet son enveloppe injective : i ceci

a toujours lieu en algèbre commutative, comme on le verra.

Il va de soi que L est exact si et seulement si le foncteur. S est
exact. Voici d’autres propriétés équivalentes :1

PROPOSITION 5. - Les assertions suivantes sont équivalentes :i

a. Le foncteur localisation M~MD est exact.

b. Si on a une suite exacte O~ M ~N , où M et N sont alors

N/M est D-fermé.

c. Si on a une suite exacte O~M ~ I 9 ou M D-fermé et où I est un

injectif ne contenant aucun obj et non nul de D , alors I/M est 
,

(a)-.~; (b) :.=_~{c) ô clair.

t On va montrer que le premier foncteur dérivé R1 L de L est nul.

Supposons d’abord que ~~ appartient à D , soient I son enveloppe injective



et N le quotient I/w 9 de la suite exacte 3,

on déduit alors

Comme 1~ est évidemment isomorphe à N-~ ~ on en d,éduit que R L(M~) = 0 .
~~ ~ ~~

Supposons maintenant que M ne contienne pas d’objet non nul de D et conser-

vons les notations précédentes. On a alors la suite exact; ù

Mais (c) signifie que le morphisme est surjectif : d’où R L(M-) == 0 .

Dans le cas générale soit M. le plus grand sous-objet de D contenu dans M ,

et soit M’ 1= M/M.. De la suite exacte

on tire alors : i R~ L~r~~~ =0 . 0

Supposons que le foncteur localisation L soit exact 0 Alors le morphisme fonc-

toriel de la proposition 2 se prolonge on un isomorphisme de foncteur cohomologique : 1

Réciproquement cette propriété caractérise les foncteurs localisation exacts

(montrer que la propriété entraîne l’assertion (c) de la proposition 5).
On remarquera enfin que l’assertion (b) de la proposition 5 signifie que les mo-

dules ££-fermés forment une sous-catégorie complète de C au sens de GROTHENDIECK.

Cette sous-catégorie est alors équivalente à la catégorie quotient.

60 Catégories de modules.

Soit A un anneau avec élément unité 1 ~ 03B8 , et soit C la catégorie des
A-modules unitaires à gauche. Nous allons préciser ce qui se passe dans ce cas.

Tout d’abord, si D est une sous-catégorie localisante de A-modules, et M

un A-module, alors on a une application bilinéaire



Autrement dit tout définit une applicatibn A-linéaire de A dans

M-.. Cette application se prolonge d’une seule manière en une application A-linéaire

de AD dans définissant une application bilinéaire ô

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que si M = A , cette application
fait de un anneau. De même si vI est arbitraire ’ MD est un AD-module.
Par exemple, si  est un idéal à gauche de A D est un idéal à gauche de9 

D g

Il ne faut cependant pas croire que si 03B1 est un idéal bilatère de A ,

03B1D est un idéal bilatère de A D 9 d’une manière générale 9 il ne faut pas attacher
trop d’importance aux idéaux bilatères dahs l’étude des modules à gauche.

Soit C’ la catégorie dûs modules unitaires sur D’ la sous-catégorie
localisante formée des AD-modules qui appartiennent à D quand on les considère
comme A-modules. 

Alors C’ /D’ est une catégorie équivalente à C/D. Tout AD-module £’ -fermé

est D-fermé et réciproquement. Tout AD-module injectif D’ -fermé est D-fermé.. ,~,~ . 

D ~ 
. 

,~,~ .....~.

et injectif comme A-module et réciproquement.

7. Catégories de modules (suite).0

Flous allons donner une formule ex_plicite pour la construction des D-enveloppes.
, 

p
Soit pour cela F la famille des idéaux à gauche ~ de A tels que A/~ ~. D o

La famille F satisfait aux propriétés suivantes t 
. 

- 

.

La démonstration de ces propriétés est immédiate. Les conditions (a) ~ (b) et

(c) signifient que F est une base de filtre pour une topologie qui fait de A un

anneau topologique. Réciproquement D s’identifie à la sous-catégorie localisante
de C qui est engendrée par les A/ ( M ~ D si et seulement si l’annulateur de
tout m ~ M appartient à F ). En fait il est équivalent de se donner D ou de



se donner la famille F . 
’

Il résulte maintenant de la proposition 2 que

où M’ est le quotient de M par le plus grand sous-objet M. de M appartenant

à D .

PROPOSITION 6. - L’objet M.. s’identifie canoniquement à lim M’) .

En outre l’application canonique de M) dans MB) est

injective. Elle est surjective pour tout M si et seulement si lim M~

est nul quand M appartient à D . Dans ce dernier cas le n-ième foncteur déri-

vé du foncteur localisation L s’identifie à lim M) .

En effet, de la suite exacte

On vérifie tout de suite que lim M ) = 0 ~ et donc est inj ec-

tif. En outre M ~ ~ ~ ~ est surjectif si M ) = 0 .
Réciproquement, supposons que 03C6 soit surjectif pour tout H . Alors

lim M) qui est le n-ième foncteur dérivé de lim Hom (~~ M) s’identifie

au n-ième foncteur dérivé de L(M) . Mais comme R L(M) =0 si M appartient à

D , on a le résultat général.

COROLLAIRE 1. - L(M) = MD s’identifie canoniquement à lim Hom.( , M) , si

A est un anneau héréditaire, ou si D contient avec tout objet l’enveloppe injec-
tive de cet objet.

La première possibilité est claire.
Pour la seconde, soient H un objet de D et 1 l,’enveloppe injective de M .

L’injectif 1 appartient donc à D de que I/M . Ainsi lim M) qui

est isomorphe au conoyau de l’application de lim HomA ( ~, 1 ) =0 dans

lim Hom.(~ ~ 1/M) = 0 est nul ,
’ 

C. Q. F. D.

Nous verrons par la suite un exemple où Il 

Bf 
" n’est pas surjectif.



COROLIAIRE 2. - Supposons que la famille d’idéaux F admotte une "base de
formée d’idéaux à gauche (io e. engendrés par un nombre fini d ’ é lé -

ments). Alors le foncteur localisation M ~ MD commute avec les sommes directes.
----~ 

~A 

-~-

Soit (M.). -,- une famille de A-modules. Il s’agit de montrer que la D-envelop-IL le -L ° "’ ’ ’

pe de la somme directe autre que la somme directe des D-enveloppes.
Ceci résulte directement des deux faits suivants ; .. le plus grand sous-
module H. appartenant à D de .9 H. est la somme directe .S- (~.L des

plus grands sous-objets appartenant à D des ensuite si L est un idéal de

F de tvpe fini s’identifie à la somme directe

S ~A~) . ° 
1 l ~

COROLLAIRE 3. - Si, en plus des hypothèses du corollaire 2 , le foncteur .. 
’

lisation est exacte alors Î-L, s’identifie avec A-, 9, H pour tout A-nodule M .

La démonstration est standard structure de AD-module de MD fournit
~~~

d’abord un morphisme du foncteur S. M dans le foncteur M 2014)-M . Ce

morphisme définit un isomorphisme de A.. 8. H sur M- quand M = A et donc
~~ ~w

quand M est un module libre quelconque le corollaire 2 o Dans le cas

générale il existe une suite exacte L. 2014~L~2014~M2014~0 où L et L.. sont des

A-modules libres. On a alors le diagramme suivant "

ù u et v sont des isomorphismes ; il en va donc de pour w .

REMARQUE. - La donnée de la sous-catégorie localisante D est "équivalente
à la donnée d’une famille F d’idéaux à gauche de A qui satisfait aux dondi-
tions (a), (b), (c) et(d)o On neut aussi adopter un point de vue légèrement diffé-
rent ô

Soit en effet u l’application canonique de A A . On posera alors

L’opération fermeture~’) i.=~t dans l’ensemble des idéaux à gauche
satisfait p ~



Réciproquement, si l’on so donne une opération ~ ~ ~ * satisfaisant aux axio-

mes (a’), (b’), (c’) et (d’), cette opération peut. être définie à l’aide d’une la-

calisation. (Prendre Dour F la famille des idéaux ~ tels que ~* = A ).

S. Anneaux de fractions.

Soit S un système multiplicativement stable de A (sous-ensemble de A stable

par multiplication). o Le système S permet de définir une sous-catégorie locali-
sante D~. ~ t .

M appartient à DS si tout élément m est annulé par au moins un s

de S . .

La famille FS des idéaux à gauche  tels que DS est déterminée par
la propriété :1

Tout idéal de Fg rencontre évidemment S , mais la réciproque est inexacte.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que (l) soit satisfait :

(1) Quels que soient s F S et a~ ~ il existe t  S et tels que
ta=bs .

Nous allons tout de suite retrouver cette condition. Pour cela nous noterons

M au lieu de Mp .
~ D~.

DÉFINITION. - Si A ~ B est un homomorphisme d’anneaux avec élément uni-
té, et S un système multiplicativement stable de A , ou dira que (B , 03C6) est
un anneau de fractions à gauche de A cour S si :

est forme d’annulateurs e droite de S ; autrement dit si 03C6(a) = 0 ,
il existe s ~ S tel sa = 0 ~

b. L’image par 03C6 de tout s &#x26;.S est inversible dans B (à gauche et à droite).
c. T~out bB est de la for~e b= ~(s)’~ ~(a) , a ~A , s ~ S .

PROPOSITION 7. - Les assertions suivantes sont équivalentes :

a’ A possède un anneau de fractions à gauche pour S , soit (B , 03C6) .



bo S satisfait aux conditions 1

(2) Si as = Q avec a 1 A et s 1. É , il- existe t é S avec ta = 0 .

c . Les images dans AS des éléments de ,£ sont in-versibles dans A .
,En outre, §1 ces sont remplies, tout anneau de fraction s ’identifie

à, AS pour l’application canonique d.e A le foncteur M~MS est

alors exact et cflj,j.y,te avec les limites inductives.0

(a)#)(b) n L’assertion(2) est claire, c r si as = 0 on a #(a) = 0 .
D’autre part, comme 1f(éu) o %#(s.) 

-1 
e 3 , cet élément est de lét £orne 1

Autrement dit ra - cs E fier 03C6 et il existe u ~ S tel que ura = ucs o

On posera donc ur = t 9 uc = b .

(b) ~ (c) : r On va d’abord montrer que (1) et (2) entraînent l’exactitude d u zonc-

teur M 
..w...~.~

En effet, donnons-nous un diagramme

ou i est un idéal à gauche de FS , et où M et Ker p sont D-fermés. Il suf-
fit de montrer que f. contient un idéal m de FS pour lequel u "se relève"
en un morphisme v i m ~ M (i. e. 0 la restriction de u à m est de la forme

p o v ).

Mais si s ~ ~ H S , u(s) est de la forme p(m) et as = 0 entraîne am = 0 .
On posera donc As et v(as) = am : le foncteur M ~ MS est bien exact

L’exactitude entraîne que dans A tout s est inversible à gauche (l’idéal à
gauche engendré par s est 0 D’où = 1 et (ss-1 - 1) s = 0 . 
me s est simplifiable à gauche et à droite dans AS’ on a =1 et le ré-
sultato 

’

(3)~(1) : k C’est clair, de même que l’unicité de l’anneau de fractions.



REMARQUES.

10 Si A est un anneau noethérien à droite l’assertion (1) entraîne l’asser-

tion (2) : ~ car si  désigne le plus grand idéal à gauche de A appartenant à

a est bilatère et (2) signifie que l’image s _ dans A/03B1 de tout s de

S est régulier à droite (io e. o aos = C entraîne a = 0 ) . Mais s est 

ment régulier à gauche et si est noethérien à droite, 1-«. régularité à gau-
che entraîne la régularité a droite.

~° Si les conditions (a), (b)~ (c) de la proposition précédente sont satisfaites,

on peut définir MS à l’aide d’ un "calcul de fractions" comme lorsque A est

commutatif (voir ~3~ ) o

3° Si S est contenu dans le centre de A les conditions (1) et (2) sont vé-

. rif iées automatiquement.

CHAPITRE II ° La localisation en algèbre commutative.

1 o Faisceaux de modules .

Soit t un espace topologique, un faisceau d’anneaux sur ~, et C la

catégorie des 03B1-modules (ou faisceaax de Si P est un fermé de

de S, U l’ouvert complémentaire de F 

nous utiliserons les notations suivantes i

- Si M est un M/U ~ ~(~) désignera
~a restriction s U .

- ~ désigne donc le foncteur ’‘v. ~~‘t,’p"U ~ 0

- C/U désigne la catégorie des o

- i sera le foncteur qui, à tout associe son image directe

dans ~ o
- Enfin D désignera la sous-catégorie localisante de C formée des 03B1-modules

dont la restriction e U est nulleo 
’

On est alors en présence du diagramme suivant ô

ou les foncteurs i et S sont caractérisés par les propriétés 1



Autrement dit; les foncteurs ,’’ et i , D et S sont "adjoints" au sens de

SHIH Weishu-CARTAN [20J. En outre, il est clair que les foncteurs S o D et

i o ~’ sont isomorphes et que les foncteurs D o i j~t ? o S permettent de dé-

finir une équivalence des catégories C/D et 

La "théorie de la localisation dans les catégories généralise donc
situation bien connue pour les faisceaux. On remarquera à ce propos que si

P(H) = 0 , alors il en va de môme de l’enveloppe injective E(M) de M :  car si

E-, désigne le de ~(H) dont les fibres sont nulles sur F et éga-
les a celles de sur F , alors M = 0 et donc E., = 0 .

On peut refaire les cernes raisonnements lorsque C est un schéma arithmétique
au sens de GROTHEMDIECK [S] et que C est la catég,orie des faisceaux algébriques
quasi-cohérents sur S . On explicite alors facilement les sous-catégories loca-
lisantes de C à l’aide de [5j. Le fait que toute sous-catégorie localisante de

contient avec un faisceau M , l’enveloppe injective de ce faisceau peut se

voir a l’aide des théorèmes de structure de [5"L Nous allons nous contenter de
voir ce qui se passe quand ’.:-. est le spectre premier anneau commutatif

noethérien([8], [15]).

2. o Le cas d ’ un anneau commutatif no ethé ri en o

Nous supposerons connus [15], [18]. .Soit À un anneau commutatif noethérien,
et soit C la catégorie de tous les A-modules. Toute sous-catégorie localisante
D de C est alors déterminée par les modules noethériens qu’elle contient, et

donc aussi par les modules de la forme A qu’elle contient, où P est un idéal

premier de A . Ceci va nous permettre de tout interpréter à l’aide du spectre pre-
mier V(A) de A . o 

,

Pour cela associons d’abord à toute sous-catégorie localisante D de C l’ en-

semble F-. des points 03C1 de V(A) tels que A/p ~ D . Alors F contient avec
~~ ~~

tout point -? tous les points de l’adhérence de 03C1 (i. e. tous les q tels que

A/cj soit un quotient de A/p ). Autrement dit, l’ ense.mble F- est une réunion
~~~

d’ensembles fermés de V(A) et il est clair que la correspondance D ~ FD en-

tre sous-catégories localisantes de C et sous-ensembles de V(A) qui sont



réunion de ~fermés est biunivoque.

Ceci dit, examinons d’abord le cas ou D est engendré, com.me sous-catégorie
localisante par ~~n nombre fini de module~ ,~ nremier. Alors F

- ~ ’ ’ 
’ 

. , 
" 

D
est un sous-ensemble fermé de et nous noterons U D le complémentaire de

F... dans Comme la catégorie C w la catégorie des faisceaux

algébriques quasi-cohérents sur on voit, ce qui a été dit au para-

graphe précédent, que n’ est autre que la catégorie des faisceaux algébriques

quasi-cohérents sur UD . De la même façon, le foncteur localisation ij 

s’identifie au foncteur section M ~ (UD , m) , où m désigne le faisceau sur

V(A) associé au w.odul_e ~r o

Dans le cas général? où D z:’ est pas engendré par un nombre fini de D

est la 1,borne supérieure" des sous-catégories localisantes "de type fini" qu’elle
contient. Si D. est une telle sous-catégorie, on a évidemment pour tout Module~";i .

lhl une application canonique 
. - ~ (~~ D. dans ~~ o Faisant varier

~,1 ,~.1 -

Di , on aboutit à un morphisme de foncteurs

où D, parcourt les sous-catégories localisantes de type fini contenues dans D o-1 . 
- 

-

PROPOSITION 8. - 15i F eit l’ensemble des dù spectre qui correspond à

D , on_ a un diagramme commutatif de foncteurs :>

où U parcourt le filtre des ouverts contenant V(A) - FD , et où 03C6 est un iso-

morphisme.0 ""

Il reste à montrer que y est un isomorphisme pour tout . Mais ceci est évi-
dent quand M est un module injectif (à cause des théorèmes de structure). Le ré-
sultat général s’ en déduit 2 l’aide de la méthode standard bien ccnnue (on choisit
une résolution injective de M , et on remarque que les foncteurs " l’ )
et ~~~ sont exacts~ ~ 

1l 
.

Dans le cas où D n’est pas de fini, le srectre ne semble pas donner



une interprétation de la catégorie quotient C/D . o L’utilité de la théorie des

faisceaux en algèbre commutative est de donner une construction des catégories
quotients C/D et des fondeurs localisation M=-;.M~ quand D est une sous-

catégorie localisante de fini. 

3. Application à une formule de S’ERRE [l7j. o

PROPOSITION 9. - Soient A un anneau commutatif ;noethérien ££ un idéal de

-~ ~ ~ l’ouvert de V(A) formé des idéaux premiers ~ de A qui ne contiennent

pas OL. Si alors M est un A-module, m le faisceau sur V(A) associé à
M y on a un isomorphisme :&#x26;

Il suffit évidemment de montrer qu’il y a un isomorphisme quand n = 0 ~ mais

= s’identifie au foncteur ou D est la sous-catégorie
iJ A"~

localisante engendrée par les A-modules A/p ~ ou ~.)3B"L. Cette sous-catégorie
D contient évidemment les enveloppes injectives des modules de D . Il résulte

donc du chapitre 1 que s’identifie à lim HomA( , M) où  parcourt les

idéaux tels que A/l appartienne à Comme les i entier positif, for-

cent une base de filtre pour ces idéaux, le résultat est démontré.

Nous allons appliquer ceci aux faisceaux algébriques cohérents sur l’espace pro-
j ectif P k est un corps algébriquement clos. On rappelle à ce propos

que le groupe des classes de diviseurs de l’espace projectif est isomorphe à Z .

Pour tout entier algébrique n il existe donc un faisceau cohérent O(n) la-

calement isomorphe au faisceau d’anneaux locaux ~ = ~ (0) de P (k) . ~n outre,
n

on a les formules

bien connues en géométrie algébrique. 
°

D’autre part, on a une application canonique de dans P (k) . Cet-

te application ~ est en fait un morphisme algébrique, et l’image réciproque
d’une hypersurface de Pn(k) est une hypersurface conique de ~0~ L ~ En
particulier, l’image réciproque d’un ouvert affine de est un ouvert af-

fine de Jp~ ~ si est une suite exacte de faisceaux



quasi-cohérents de ~0 ! , , 9 la suite des images directes est exac-

En particulier si M est un module sur gradué kCX 0 9 e o Xn] ,
nous noterons toujours rar 03C6* (M) l’ directe dans P (k) de la restriction

à k - . de m (faisceau associé à. o Si ma désigne 1. lc.;:al
.

(X0 , ... , Xn) de x - k[X0 , ... , Xn] , on a donc la jolie formule

Ceci est l’un des résultats centraux de [17]~ 9 du moins si l’on tient compte de

ce que pour tout faisceau algébrique cohérent F sur Pn(k) , il existe un modu-
le gradué M sur A tel que

4. La théorie des anneaux normaux commutatifs.

L’anneau A est toujours supposé commutatif 9 pour simplifier, nous supposerons
en outre qu’il est noethérien et intègre.0 .. 

Le corps des fractions K de A coïncide alors avec l’enveloppe injective de

A . On va s’intéresser aux sous-catégories localisantes . D de la catégorie C

de tous les A-modules pour lesquelles A s’identifie à son locali sé A-..
Pour cela, il faut évidemment que D soit différent de C , autrement dit que

K soit un A-module o Alors AD est contenu dans K et s’identifie à

lim Hom (1 , A) , où i parcourt la famille F des idéaux tels que D . ,

Mais K est injectif et toute application de 1 dans A se prolonge en un endo-

morphisme de K et est de la forme ô

En particulier  ! , À ) J’ s ’ identifie à 1 ’ 11.é.al fractionnaire -1 de l’équi-
valence d ’Artin (É -1 = ( . x )lx G A ) ) o
Finalement l’égalité AD = A a lieu si et seulement si -1 est contenu dans

~-



A pour tout de F ; en outre les idéaux 
" 

tels que = A satisfont

manifestement aux conditions (a)3 (b)~ (c) et (d) du paragraphe 7 du chapitre I.
D’où le résultat suivant i les sous-catégories localisantes D de C pour les-

quelles A s’identifie à A-. sont contenues dans une sous-catégorie localisan-

te maxima ~ pour laquelle A~A~ . o Cette sous-catégorie localisante ~ est

engendrée par les .nodules A/p tels = A .

Nous allons préciser la condition = A :

PROPOSITION 10. - Les propositions suivantes sont équivalentes ( ~ est un idéal

de A ) 1

b. 1 est 1 tel que codh Aq = 1 ( codh Aq
désigne la codimension homologique de l’anneau local A~ au sens de SERRE [19],
M, [13]). 

’

c. ou bien 1 est contenu dans un idéal premier tel que A~ soit un

anneau de valuation discrète, ou bien l’annulateur de f dans B/A n’est pas

nul, B désignant la clôture intégrale de A das K.

(a)"2014-~(b) : en effet, dire ~ " ~ A , c’est dire que K contient un 2014 ~ -
non dans A ~ tel que 2014.~ Autrement dit, x n’appartient pas à 

mais x.~ C Ay ; ce qui signifie que f, est contenu dans un idéal premier 1
associé à l’idéal principal Ay. Cette dernière propriété signifie, d’après SERRE,

que la codimension homologiqv-e de Aq vaut 1 .

soit F la. famille des idéaux T~ tels que m-1 =A ~ donc tels
que A/m~~ . Il est clair que m appartient à F si et seulement si les

idéaux premiers minimaux de W appartiennent à F. L’inégalité (" ~ A si-

gnifie donc que i. est contenu dans un idéal premier P tel. que P
-1 

~ A .
On a alors :

Soit .p~"* ~.p * La même relation est alors valable dans l’anneau local A~
et il est classique que ceci signifie que est de valuation discrète.

Soit P.P-1 C P ; que JO.I) 20141 est contenu dans Au-

trement dit, /p’" est un contenant A et c’est manifestement un module

de type fini sur L’idéal ~p" est donc contenu dans B et (c) est ainsi

démontrée



Soit maintenant M un A-module sans torsion. Le module M est donc contenu

dans N = H 0. M qui est somme directe des A-modules isomorphes à Kola

6-enveloppe M.~ de M s’identifie évidemment avec l’ensemble des x de N

tels que (M : x) ~ ~vy ~ A ~ y.x ~ ’~ ne soit contenu dans aucun idéal premier

~ tel A . Autrement dit: -

Appliquant ceci au cas particulier M =- A , on voit que A == A~ == r-1~A A...
En particulier A est intégralement si P

-1 
~ A entraîne

que. Ap est de donc si et seulement si A est intersection
des Ap qui sont des anneaux de valuation disc.rète.

PROPOSITION 11. - Si A est intégralement clos et si M est un A-module de .’

type fini et sans torsion, alors M s’identifie canoniquement au bidual de M ,

En effet, d’une part ~, = ~ les étant considérés comme plongés

dans N=K 8 M ,

D’autre part est manifestement contenu dans le bidual de N considéré

comme espace vectoriel sur Identifia.nt ce bidual à ~~T , on pourra considérer

M.. comme plongé canoniquement dans On en déduit que 1

Il suffit donc de démontrer que ~~ = (~~ ~~ 9 A ~ 9 A~) . Autrement dit
on est raMené à faire la preuve quand A est un anneau de valuation discrète, ce

qui ne fatiguerait personne. .. ,

Ainsi le foncteur bidual M ~M** est lié de façon simple au foncteur locali-

sation du moins quand ~? est un module de type fini. o Ceci explique les

propriétés du foncteur bidual que certains auteurs découvrent avec étonnement [14Jo



On remarquera aussi que la catégorie quotient C%~ a des propriétés bien agré-

ables : i sa "di.mension de Krull" vaut 1 9 et on explicite aisément les objets in-

jectifs et les sous-catégories localisantes de C/~ o L’étude de la structure

des objets noethériens de devrait être aussi utile que difficiles car elle

"équivaut" à l’étude des A-modules et les proj ectif s sont

CHAPITRE III y Anneaux non commutatifs. Q

Ce chapitre n’est qu’une ébauche et il ne saurait en être autrement pour une

branche qui n’a pas encore dépassé le stade de l’observationo

1. o L’ anneau des module injecté.

Soient A un anneau avec élément unité) commutatif ou M un A-module à

droite et I son enveloppe injective. e Nous noterons par K (respo C ) l’anneau

des endomorphismes du A-module ~~l (respo I ~ 9 par f l’ensemble des

endomorphismes ~ de M (resp. 1 ) tels que M (resp. 1 ) soit extension es-

sentielle de Fer 03C6. Alors  et  sont des idéaux bilatères de B et C a

En outre tout endomorphisme de ~~ se prolonge on un endomorphisme de C et deux

tels prolongements diffèrent par un élément de ~~ o Or obtient ainsi un 

phisme injectif 

L’anneau est ce que appelle le centralisateur du module M [9j.
Nous allons d’abord expliciter quelques propriétés de C et 

- Si C , l’ C 03C6 . de C contient un idempotent non nul si et seule-

ment si I n’est ras extension essentielle de Ker -~~ ’ ;

En effet si l n’est pas extension essentielle de alors Fer If est

contenu dans un injectif J différent de rro j ecteur de ’I sur un supplé-
mentaire 6e J est un idempotent de C o

La réciproque est claire
Ainsi l’idéal bilatère de C est l’ensemble des ’f tels que C 03C6 ne con-

tienne pas d’idempotent. o Cet idéal est donc lié de manière intrinsèque à C o En

outre 3 les idempotents de C et de C/-’ se correspondent de façon précise ~
tout idempotent de se relève en un idempotent de C c

En effet, dire que l’image Cp dans C/ est idempotente;, c’est dire

que I est extension essentiel l e de Ker(03C6 - 03C62) . -’fais h.’er est stable



par Lf et la restriction ~- à Ker(L~ - ~ ) est un projecteur. Si

donc J. et J~ sont des extensions essentielles maxima de Ker ~’ et 

dans 1 ~ 1 est somme directe de J. et J~ et a même image dans 

que la projection p de 1 sur JB parallèlement à d’où l’assertion. o

De la même manière, on voit que si e1 , ... , e
n 

sont des idempotents ortho-

gonaux deux à. deux de C/"’ ~ il existe des idempotents deux à deux orthogonaux
de $ en , dont les images canoniques sont e1 , ... 3 en .

Enfin si e et f sont des idempotents de C , ë et f leurs images dans
C = C/~ ~ on voit facilement que les idéaux 8 gauche C.e et C.f sont isomor-

phes comme C-modules si et seulement si les A-modules e.I et f.I sont iso-

morphes, donc si et seulement si les C-modules Ce et Cf sont isomorphes.

Dans l’anneau C/S tout idéal à gauche non nul contient un idempotent non nul.

En fait C/~ est un anneau régulier au sens de (i. e. tout idéal a

gauche monogène est facteur direct; ou encore est un anneau semi-héréditai-

re et tout idéal à gauche de type fini est facteur direct) o En effet si 03C6 est

un élément de C , J une extension essentielle maxima de Ker !~ dans 1 et

p un projecteur de 1 sur un supplémentaire de J parallèlement à 1 ~ alors
les images de Ç et p dans C/~ engendrent le même idéal à gauche.

Telles sont les propriétés de factorisation en sonnes directes de C . En fait

C a aussi d’intéressantes propriétés de nature topologique :i

Soit F un ensemble à gauche de C o On dira que C est linéairement

compact pour F si C est tel que i pour toute famille q + L L~ ~ F de--.

classes d’équivalences de C module des idéaux de F , possédant la propriété
d’intersection finie (io e. toute sous-famille finie a une intersection non vide) ,
il existe un 03C6 de B appartenant à chacue classe + L03B1.

PROPOSITION 12. - L’anneau C est linéairement compact pour la famille des an-

nulateurs de de 1 . 

En effet , soit M03B1 une famille d3 A-sous-modules de I , L; l’ensemble des

03C6 de C tels que 03C6(M03B1) =: 0 , -t 03C603B1 + L03B1 une famille de classes d’équiva-
lences ayant la propriété d’intersection finie. Si M03B1 est nul sauf pour un

nombre fini de -~ ~ alors

où 03C8 appartient à l’ intersection des 03C603B1 + L03B1 tels que m03B1 ~ 0 . Ainsi la
définit une application A-linéaire

~ ln alre



de M = 03A303B1 M03B1 dans I a Cette application se prolonge en un endomorphisme
de I et v est congru a 03C603B1 mod L03B1 pour tout 03B1 ,

F. D.

En particulier 3 si l’on munit B de la toDologie de la convergence simple,
B est un anneau topo logique complet.

De même B est compact pour la famille des idéaux à gauche en-

gendrés par un et cette :oropriété ne fait intervenir que 3 et non

pas I o

2. Anneaux réguliers injectifs.

Dans le paragraphe précédent peu de propriétés de I interviennent effective-

ment et l’on -courrait étudier sous quelles conditions ce qui a été dit reste va-

lable quand on remplace I par ~~~ ~ C par B et /;;1 (comparer avec

~1~ ) 3 nous nous contenterons de remarquer que ~~tout reste si par exemple
M est l’ensemble des éléments de I annulés par un idéal bilatère 

En particulier, supposons que M soit égal à l’ensemble HomC(C/S , I) des

éléments annulés I étant toujours extension essentielle de M o Alors

B = = C/S et B est donc linéairement compact pour la famille des idéaux

à gauche engendrés par un idempotent. L’importance de ceci est due à la

PROPOSITION 13 [21 ] ) . - Si B est un anneau régulier au sens de von
les assertions suivantes sont équivalentes ~ °

a. B est linéairement compact pour la des idéaux à gauche engendrés
par un idempotent (qui sont facteurs directs dans 3 ).

b. B est un ~-mod~ale à droite injectif.

(b)~(a) : x Car alors B est l’anneau des endomorphismes d’un module injectif.

(a)~(b) : ° En effet, soit U un idéal a droite de B et soit une appli-
cation B-linéaire de u dans 1:) o Cn veut montrer que 03C6 est de la forme

Mais l’idéal est détermina par les idempotents e03B1 qu’il contient. De même

l’application ! 
~’ est déterminée quand on se donne la famille des l~ (e,,~) . Mais

est de la forme b03B1 e03B1 ou b03B1 est déterminé à un élément de B(1 - e03B1)
près. Si e03B1 

1 
9 ... , e03B1 

n 

sont r idempotents l’idéal e03B11 .B + ... + 

est engendré par un idempotent e et est de la forme c o e . autrement

dit c appartient à toutes les classes et
" 

1 1



la famille 3(1 - e.) + b~ a la propriété d’intersection finie. Il existe donc

b appartenant a tous les B(l -e~) +b~ et ~~’(x) = bx si x~~?

C. Q. F. Do

Comme exemple d’anneau régulier injectif, on pourra prendre les produits infinis

d’anneaux d’endomorphismes d’espaces vectoriels de dimension infinie sur des corps

gauches.

30 Retour à la localisation.

Nous allons donner une formule qui (avec les notations du paragraphe 1) permet
de construire l’anneau sans avoir recours à l’enveloppe injective 1 de

M . Pour cela désignons par E la famille des sous-modules M’ de M tels que

M soit extension essentielle de M’ . . Cette famille E satisfait manifestement

aux conditions suivantes

Si F 3 M’ t et T - E ~ alors 0

0 Si M’ ~ E et ~ ë. E , alors "’ n 

"B/f’ 

Si 

E 

~’~ et si i ~’-2014~M est un morphisme de M’ dans

alors ~"~(H") 6. E .
Les conditions et font de E un filtre, et permettent de définir le

groupe lim M) . . La condition permet manifastement de définir sur"

lim une structure d’anneau. Nous noterons par v l’application cano-

nique de B = dans M) .

PROPOSITION 14. - II y a un isomorphisme canonique w de l’anneau lim (M’ , M)
sur l’anneau C/S tel que le diagramme suivant soit commutatif :&#x26;

Nous allons exhiber l’application w et laisser le reste de la preuve pour le

lecteur. Si 4 appartient ~~. ~r) 9 ~,lors ~’ se prolonge en un endo-

morphisme de 1 qui est défini a un élément près. On obtient ainsi une

application de dans ~~r~‘ . Quand ~~~’ varie cette appli-
cation induit l’ application tyr de dans o

En particulier, si H = A A-module à droite? Es’ identifie à la famil-

le des idéaux à droite dont A est extension essentielle ; en outre les conditions

(s.’t ) 9 (b’~ ) , ( c ~~ ) entraînent les conditions (a) , (b), ( c ) du chapitre I p paragraphe 7.



Enfin la proposition 14 rappelle fortement la proposition .S. e Pour que la ressem-

blance soit complète, nous tarons pour la fin de ce paragraphe l’hypothèse C :s

A est extension essentielle de l’idéal à droite 03B1 et si

= 0, x E A , alors x = 0 0

Si (~’ ) est satisfaite je dis d’abord que la famille E satisfait r~ la condi-

tion (d) du chapitre 1, paragraphe 7 , / en effet, si L et appartiennent à
E et si t( est un idéal 3 droite non nul de A , alors f ~T’.. ~ 0 et donc

Autrement dit A est extension essentielle de i. o ~~. 9 où .~ E o 0

La famille d’idéaux E définit donc une localisation et l’on notera Dar 
le localisé d’un A-module à droite M a 1.lais l’hypothèse (C) signifie que
l’application canonique de A dans est injective et donc que A- s’iden-

tifie à lim HomA (, A) (proposition 6). o Autrement dit A est canoniquement
isomorphe aû centralisateur de Johnson G/~~~’ de A , et est donc un anneau ré-

gul.ier. Enfin Arr aussi l’ des éléments x de l’ enveloppe injec-
tive I de A tels que (A : i x) ~ Z , ensemble qui n’est autre que I tout

entier. On a ainsi démontré le

1. - Si l’ anneau A satisfait à la condition (~ ~ ~ la famille. E des

idéaux à droite dont A est extension essentielle définit une localisation ; 1 le

localisé AE de A est un anneau régulier injectif à droite. Comme 

à droite, AE s’identifie à l’enveloppe de A o

4. Exemples [9], [21], [6], [11].

Voici une liste d’exemples bizarres et moins bizarres.

a. A est un anneau tel que tout idéal à droite non nul de A contient un idem-

patent non nul. Il revient au même de dire que si a ~ A et a ~ 0 , alors il
existe x é A p x ~ 0 , tel que xax = x ; ou encore que tout idéal à gauche non
nul de A contient un idemrotent non nul. Ceci a lieu si A est un anneau régu-
lier au sens de von n

Alors la condition ( ~~ ~ est Satisfaite, car si x.~. = 0 9 ~. annule l’idéal
à gauche Ax et donc à gauche Ae, où e est un idempotent contenu dans
Ax . autrement dit L’’,~. est contenu dans (1 - e) A ce qui n’est possible que si
e = 0 ou si A n’est pas extension essentielle de 0.. o

On voit en particulier que .tout anneau régulier au sens de von se plon-
. ge dans un anneau régulier injectif.



bo Soit A un anneau primitif avec socle (autrement dit A contient un idéal

à droite minimal et fidèle ~ ceci est le cas si A est l’anneau des endomorphis-

mes continus d’un espace vectoriel topologique) a Les idéaux à droite minimaux de

A engendrent alors un idéal bilatère S de À > le socle de A . Si j, est un

idéal à droite arbitraire de A , alors i.S est contenu dans ~ ~ S et n’est

pas nul si i n’est pas nul. Autrement dit A est extension essentielle d’un

idéal à droite de A si et seulement si T’3. contient S . En outre la con-

dition ((/) est satisfaite et la proposition 6 montre que le localisé A- de A

n’est autre que Hom 
’ (S , A) = HomA(S , S) .r ’ e i=t autre que ( S , à ) = HomA ( S , S ) .

Ainsi AE est l’anneau des endomorphismes du socle de A qui n’est autre que

le bicommutant d’un .module simple. o

c. Tout anneau intègre ou quasi-simple (il pas d’idéal bilatère différent

de 0 et de l’anneau) se plonge dans un anneau régulier injectif. Nous allons voir

que si A est soumis ~. des conditions noethériennes l’anneau régulier injectif
est en fait un corps gauche ou un anneau simple.

d. L’exemple de GOLDIE [6], [il].

THÉORÈME 2.(GOLDIE-LESIEUR-CROISOT). - Soit A un anneau avec élément unité sa-

tisfaisant aux conditions suivantes.
a. (0) est un idéal bilatère premier de A a et b sont deux idéaux

bilatères non nuls, alors c’.. b pas nul).

b. Les idéaux a droite de la forme (0 : a) = E A , ax = 0} satisfont à

la condition des chaînes ascendantes. 
~~’ ’

c. A ne contient pas de sommes directes infinies d’idéaux à droite.

Alors l’anneau A condition ((j") et le localisé A-, de A est
"~ ’ ’2014201420142014"" ’ ’~" 2014..2014 - - --’ - ... - 20142014 20142014-~T . ~r- "’ " 

un anneau simple. En outre si S désigne le système multiplicativement stable des
éléments réguliers de A , alors A admet un anneau de fractions à droite pour

S qui s’identifie à AE .
Montrons d’abord que A satisfait à la condition Il s’agit de montrer que

si a ~ 0 , il existe un b non nul dans A tel que bA fi (0 1 a) = 0 .
Autrement dit abx = 0 doit entraîner bx = 0 ou encore (0 1 ab) C (0 1 b) .
Prenant c tel que (0 x c) soit maximal, il existe d tel que 0 , car

(0) est un idéal bilatère’ premier. Il suffit alors de choisir b = de ,

G. Q. F. D.

La condition ((3 ) est donc satisfaite et AE est un anneau régulier injectif.



Si A contenait des familles infinies d’idempotents orthogonaux deux à deux,

A contiendrait des sommes infinies d’idéaux à droite i donc A~ est semi-simple ,

enfin les idéaux bilatères de AE coupent A suivant des idéaux bilatères et

(0) ne ’ peut être premier dans A que s’il l’est aussi dans Ag , l’anneau 

est donc simple o

Il reste à démontrer la dernière assertion. Si s ~ A est régulier à gauche

(i.e. sx = 0~x = 0 ), l’homothétie est un endomorDhisme injectif

de A et donc aussi de A,~ (qui est extension essentielle de A ). Cette homo-

thétie est par conséquent un automorphisme de AE et est inversible dans AE ;
en particulier s est régulier à droite dans A (i. e. xs = 0~x = 0 ). Ainsi

S est formé des éléments réguliers à gauche de A .

Pour que la démonstration soit complète, il suffit de montrer, d’après le 
cha-

pitre I, que ;
contient un s 6 S (ou û. est un idéal à droite de A ).

immédiat, car l’idéal s droite de A~. engendré par s est o

~: Soit n la longueur de AE comme AE-medule. Si a appartient ë AE et

si 03C6a désigne l’homothétie x ~ax , on remarque d’abord que Ker 03C6a et

Im sont facteurs directs dans B et satisfont a l’égalité sur les longueurs :

Soit maintenant 0. un idéal à droite tel que A soit extension essentielle de 0.

et soit

une décomposition do A en idéaux simples ( e. idempotent). Il suffit de cons-

truire un s ~ a tel que Im 03C6s rencontre e1 AE , ... a y 

Or il existe a. tel que e a. soit différent de 0 et e a ~ a . Alors

a1 = e, 1 AE ~ a ~ 0 et l(Ker 03C6e1a1 soit différent 
de 0 et e1 a1 ~ 

" 
’ 

Et ainsi de suite on construit ... , an , tels que ei ai ~ a et que



Alors s = e 1 al + ... + en a n est manifestement régulier.

5. Quelques conséquences du théorème de Goldie-Lesieur-Croisot.

Nous supposerons à partir de maintenant que A est un anneau noethérien à droi-

te et que ~’~ est un idéal bilatère premier de A . o Alors l’anneau satisfait

aux conditions du théorème 2, et est donc contenu dans un anneau simple A ~ qui
est extension essentielle de comme module à droite. En outre l’enveloppe

injective l de A4 comme à droite contient A ~ et A ~ s’identifie

à l’ensemble des éléments de l annulés Si l’on emploie les notations

du paragraphe 1 et si = A~.: ? alors B = :~/~ ., . ,, = A/~:~ , et C/~ = A .

Les idéaux à droite de qui sont des annulateurs corresondent buunivoquement
aux idéaux ~,. droite de A ~ on en déduit que tout A-sous-module à droite non nul

de A* engendre la sous-catégorie localisante de A-modules que A/p (car

.~ est intersection finie d’annulateurs d’éléments d’un tel sous-module) o En par-
ticulier si les injectifs indécomposables correspondent biunivoquement aux idéaux
bilatères premiers de A ~ toute sous-catégorie localisante D de A-modules à

droite est caractérisée par les A-modules du type A~:. qu’elle contient. On peut
alors définir le s pec t re premier de A comme l’ensemble de ses idéaux bilatères

nremiers 3t munir ce spectre de la topologie de Zariski. De cette manière, on re-
trouve la correspondance entre les sous-catégories localisantes et les sous-
ensembles du spectre qui sont réunion de fermés.

Tout cela se simplifie beaucoup quand A est un module noethérien sur son cen-

tre. Les phénomènes nouveaux qui apparaissent dans ce cas sont liés à la struc-

ture des injectifs et à un théorème de dualité qui généralise la dualité de
MACAULAY-MATLIS [12], [5]. Nous n’avons pas le temps d’exposer cela ici, et nous

nous contenterons de donner un exemple frappant d’anneau artinien. Zn particulier,
on verra que si .f; est un idéal bilatère "ion nul de A ~ il n’existe pas toujours
de foncteur localisation qui fasse de p un idéal bilatèrs maximum du localisé

d.e A .

6. Exemple : modules sur l’anneau des matrices triangulaires.

Soient k un corps et T = T n (k) le sous-anneau de M n (k) formé des matrices

triangulaires. Nous allons nous intéresser aux modules à gauche sur T .

L’anneau T est formé de matrices A de la forme s



Le radical 0393 est formé des matrices "dont la diagonale est nulle" :

L’anneau Tli. est un produit de n corps isomorphes à k et les matrices

diagonales forment un sous-anneau qui s’identifie a par l’application ca-

nonique de T sur T/~~ ("sous-anneau de 

Les idéaux maximaux de T sont en évidence sur la représentation matricielle;
les modules simples sont isomorphes à k comme groupes abéliens, la multiplication
par k se réduisant respectivement à celle par .. a .il : i on notera

les modules simples par .o. , Sn .
Soit ~, la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui de la

z .

case (i p i~ qui vaut 1 . I~, matrice ~. est idempotente, et T~. est facteur
I 1

direct dans T o C’ est gauche fermé des matrices triangulaires dont

tous les coefficients nuls sauf ceux de la i-iéme colonne :i

- = P1 est simple et isomorphe à S1 a

- ...

- Tü, 1 = P, est un module à gauche projectif de longueur i ; il ne possède -
qu’un seul sous-module de longueur ~. » 1 et ce sous-module est isomorphe à

" 
...

- TEn = Pn s, no . ur longueur n et possède - une seule suite de Jordan-Hölder.
Les sous-modules de Pn sont isomorphes aux = En particulier, comme les P. 1
sont les seuls projectifs indécomposables et que tout sous-module d’un projectif
indécomposable est projectif, T = est On considérera

que Pn est un vectoriels et que T l’anneau des en-

domorphismes de ce drapeau. Le commutant du T-module P k et le bicom-
.- 

n

mutant est ~~~ (k) .
n

En fait Pn est aussi un et tous les quotients de P



sont injectifs car Test héréditaire ~ i on obtient de cette manière tous les

injectifs 1;décomposables, et on notera par I, l’injectif indécomposable dont
le socle est S..

Soit maintenant M un T-module arbitraire ~ i si deux sous-modules M’ et ~

de M sont injectifs, la somme M’ + M" qui est un quotient de M’ @ M~ est

- un module injectif ; le module M contient donc un sous-module injectif maximum

1 ~ et M = 1 9 N , ou. N ne contient aucun sous-module injectif.

Je dis qu’alors aucune suite de comoposition de N ne possède de quotient iso-
Car N2 ~ N , avec N2/N1 = Sn , alors N2/rN2 contient

un facteur isomorphe à. S , et l’envelorne projective de N2 a P en facteur

direct. Autrement dit N2 contient un quotient de Pn’ donc un injectif: con-
tradiction.

Autrement dit N appartient à la catégorie des T-modules dont aucune suite

de composition n’a de quotient isomorphe a S . L’étude de cette catégorie ~
peut se faire directement 3 ou bien à l’aide de la remarque suivante ? t

Le module N appartient à E si et seulement si E 
n 

N = 0 , donc si c’est

un module sur quotient E ~ n " T n2014j. .. récurrence 

le résultat que voici :

Tout Tn(k)-module à gauche est somme directe de modules indécomposables. Tout
indécomposable est déterminé par la donnée de son enveloppe injective et projec-

p

On connaît donc tous les objets de la catégorie C des T-modules. Aussi la

localisation est-elle particulièrement agréable.

Soit D une sous-catégorie localisante de C . 0 Elle est engendrée par des mo-
dules simples (par exemple S2 , S3 , S ). Alors le plus petit idéal à gauche
OL tel que est un idéal bilatère. En outre comme l’anneau Test hé-

réditaire, le foncteur localisation n’est autre que M) (corollai-
re 1 de la proposition 6). Tous les foncteurs localisation sont donc exacts. Dans

l’exemple choisie TD n’est autre que l’anneau des matrices dont tous les coef-

fiients sont nuls sauf ceux de la zone hachurée : 1



En outre T se plonge dans TD de la façon naturelle, c’est-à-dire en asso-

ciant à toute matrice de T la "même" matrice de TD.
L’exemple de T n (k) a le "désavantage" de toujours fournir des foncteurs loca-

lisation exacts. De même les conditions du corollaire 1 de la proposition 6 sont

toujours satisfaites. Pour un contre-exemple à ce corollaire, on peut choisir la

catégorie des modules sur l’anneau des endomorphismes du groupe abélien

Z/(p ) . Nous ne détaillons pas les calculs...
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