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Séminaire DUBREIL-PISOT 2-01
(Algébre et Théorie des nombres)
13e année, 1955/60, n® 2 16 novembre 1959

LA TOCALISATION DANS LZS ANNEAUX NON COMJMUTATIFS

par Pierre CARRITL

Le rédacteur introduit ici un formalisme un peu nouveau. Son but est de trouver
un lansage qui remplace en algébre non commutative la notion de faisceau qui a en-
vahi récemment 1'algébre commutative [8,, [17]. Le noint de vue adopté n'est cer-
tainement vas définitif et le rédacteur n'a pas pu développer toutes les applica-
tions. Zn particulier, il n'a pas eu la vlace matérielle de parler des anneaux
qui sont des modules noethériens sur leur centre; ni des théorémes de dualité aux-

quels ées anneaux satisfont.

On peut cependant considérer comme encourageante 1l'explication qui est donnée
au chapitre II du rdle des faisceaux en algdbre commutative : rdle qui est de don-
ner une construction explicite ds certaines catégories quotients de la catégorie

de tous les modules sur un anneau commutatif noethérien.

Une derniére remarque concerne la bibliographie : le récdacteur a voulu déchif-
frer un grand nombre d'articles qui traitent plus ou moins de la question. I1 se

croit donc obligé de citer tous les mémoires dont il a tiré quelque idée.

CEAPITRE I : La localisation dans les catégories abéliennes.

1. Cq}égories avec enveloppes injectives.

Dans tout 1'exnosé C désignera une catégorie abélienne possédant une famille
ok

de générateurs [7].

Un morphisme injectif 1 ¢ M——I de C est dit essentiel =i tout sous-objet

-~

Q de I est nul dés que Q iiM =0 . On aprellera enveloppe injective de M

tout morphisme injectif essentiel 1 de M dans un objet injectif I de C .

o~

Si i : M-—-:I est une enveloppe injective de M , alors 1I. est déterminé

oy

un isomorphisme prés st i 2 un automorphisme prés de I . On dira que C est
M

une catégorie avec envelopvesinjectives si tout objet de © admet une enveloppe

o~

injective.

PROPOSITION 1. =~ E@g @gpx assertions suivantes sont équivailentes :

a. C est une catégorie avec enveloppes injectives.

~n

b. Tout objet de C vpeut se plonger dans un objet injectif, et si M« N ,

J
~e
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il existe un sous-objet Q@ ce N , maximal pour 1'égalitéd M N Q =0 .

o

() ==(b) : Car si M C U , le vlongenent de M dans son enveloppe injective

I se prolonge en un morvhisme P -1 . I1 suffit alors de poser G = Ker N

(b) =}(a) 2 Car si M CJ , J dinjectif, soit Q maximal pour 1'égalité
QN M=0C . De méme, soit I wun sous-objet de J contenant ! et maximal pour
1'égalité I N G =0 . alors J/Q est extension essentielle de et contient
I . Le morphisme identique de I dans J se prolonge en un morvhisme injectif
Y ¢ J/G —3T ?j(J/Q) est extension essentielle de M et contient I . Donc

N

I=X0U/MQ), I+Q=J, INQ=0 et I est enveloppe injective de ™ .
Voici quelques exemples bien connus de catégories avec envelovpes injectives :

- C est une catégorie abélicnne ou les limites inductives existent et sont

L)

exactes ; par exemvle, la catégorie de tous les modules unitaires & gauche sur un

anneau avec élément unité. Une telle catégorie nosséde des envelonpes injectives
(5], <
Si, en plus des conditions précitées, C posséde une famille de générateurs
~n
formée d'objets noethériens, on dira que la catépgorie C est localement noethé-

AN

rienne. Alors l'envelonre injective E(i, de tout ™M est somme directe d'injec-

tifs indécomposables et 1'étude de E(M) équivaut "z 1'étude de la décomposition

primaire de ¥ " [5].

- La notion d'envelonpe projective est duale de la notion d'envaelopne injective.

Ainsi un morphisme surjectif p : P——M -—0 est dit essentiel si vour Q C P,
1'égalité @ + Ker p = P entralne Q =P .
Si A est un anneau avec élément 1 , les A-modules lindairement compacts [10]

forment une catégorie abélienne avec limites projectives exactes. Si de plus A

est commutatif et noethérien, la duale de cette catégorie est localement noethé-

rienne.

- On trouvera dans [2], [4] d'autres exemvles de catégoriss avec envelovpes nro-
Jjectives. Cette notion y est reliée % la notion de radical et au relivement des
idempotents. Bien entendu; toute théorie convenable démontre d'abord 1'existence

d'enveloppes projectives et en déduit le relévement des idemvotents.

2. Sous-catégories. Catégories quotients.

Ce paragraphe est consacré au déroulement de sorites bien connus en algébre ho-
mologique ([7], [16]).

Si C est une catégorie abélienne, on rapnelle qu'une sous-catégerie épaisse
_ fpaisse
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D de © est une carégorie abélienne dont la classe des objets est une sous-classe
”A

~Aa

de la classe des objets de C et qui est telle gue :

a. Si M, U gont des objets de El, alors HomD(M , 1) = HomC(M , ) , 1'addition

~A AN

et la composition des morvhismes étant Ma méme"que dans C .
~NA
b. Tout objet de C isomorphe & un sous-objet ou un objet quotient de D ap-
~A AN

partient &4 D ; toute extension de deux objets de D est dans D .

o M

La donnée de C et D permet de construire la catégorie abélienne quotient

92 CT

Les objets de EVE coincident avec les objets de E . 51 M et IV sont deux
objets de 5& s M' et I'' deux sous-objets de M et 1T, on a une aprlication
canonique de Homc(M , 1) dans Homc(l' , I/8') . Quand M' et ' parcourent 1

~n ~

les sous~-objets de M et N tels que M/M' € D et 4' e D, alors les grounes
J q o 2 g

HomC(M’ , /') forment un svstéme inductif de groupes abéliens. On rosera var

définition
HomC/D(M , ) = }33 HomC(M' , W)

MMA

C/D(w , ) est muni d'une structure de groupe abélien et il reste 3

définir une loi de composition :

Ainsi Hom

T M T Hom
Homc/ M, ) x HomC/D

AR A an

( , P)-—>HomC/D(M , P)

N AN
llous renvoyons nour cela le lecteur au travail de GROTHENDIZCT [7). Fous nous
contenterons de compléter le dictionnaire pour la commodité du lecteur :

Si M est un objet de C , or notera par D(M) 1'objet de C/D défini par M .

-5 u: M—Ii est un morprhisme de E.’ alors le morphisme
D(u) : D(M)—3 D(N) est nul si et seulement si Im u =D .
- Le morphisme D(u) est injectif si et seulement si XYer u €D .
- Le morphisme D(u) est suriectif si et seulement si Coker'tlzrzaa

- On a les égalités s

D(Ker u) = Yer D(u) , D(Coim u) = Coim D(u) = Im D(u) = D(Im u) ,

D(Coker u) = Coker D(u)
=51 M et W sont deux objets de C , alors D(M) et D(N) sont isomorphes

H

dans qua si et seulement si M et N contiennent des sous~-objets Ml s Mé et

N1 s N2 qui satisfont aux conditions suivantes :

M. € N, ¢ ¥ €%
M CM, CM, W CN, el
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P

M €D, M/’-t’:z €D, N, €D, N/u

Mz/M1 et N2/N1 sont isomorphes (comme objets de Ea).

3. Sous-catégories localisantes.

Les raisonnements du varagraphe précédent étaient "autoduaux" ; ils pouvaient

s'appliquer aussi bien 2 € qu'? la catégorie duale. I'ous allons maintenant im-

~n

poser 2 C et D des conditions supplémentaires qui ne seront plus autoduales.
! A

A

On pourra en déduire des résultats sur les objets injectifs, non sur les objets

projectifs.

HYPOTHESE «5 . - 51 M est un objet de C et (V) . une famille de sous-

objets de M , alors la famille (Ni)iﬁl admet une borne supérieurc dans M ;, que

1'on notera sup I, .
e et ———— . Z l
iel

HY POTHESS -13 . = Avec les notations de 1'hypothése RS s 51 Ni appartient &

D pour tout i , alors sur Ni appartient & D .
.~ T i=1 -

I1 va sans dire que (5 ) est satisfait pour toutes les catégories raisonnables

et n'apporte aucune restriction Ydans la pratique¥. La restriction imposée & D
-

par (1?) est par contre réelle. On dira que D est une sous-catégorie localisante
de C si elle satisfait * (U7) . On supposera 2 partir de maintenant que (§) ot
([3) sont satisfaits.

La premi&re conséquence en est que la sous-catégorie localisante D satisfait

AN

PRI o ~ . [N ~ . 4 .
aussi & l'hypothése ,* . De méme si C mvosséde une famille de générateurs, il en

va de méme de D . Si 1 appartient 2 D et posséde une enveloppe injective I
~A

A

dans C , le plus gros sous-objet de I appartenant 2 D est 1l'envelonpe. injoc-

tive de M dans D . Ainsi si C est une catégorie avec enveloppes injectives,
alors 32 est 2 enveloppes injectives ; si C est localement noethérien, D est
AN ~A

localement noethérien...

Ces propriétés de transfert de C & D peuvent étre rérétées pour la catégorie
~on

~ma

quotient €/D :

i M est un objet de C , il contient un sous-objet maximum M, arpartenant 2

1
D et M = M/M1 ne contisnt pas de sous-objet de D autre que O . Le quotient

M' est le plus petit quotient ¥ de M tel que D(M) = D(N) .

En outre, tout morphisme u de C, u: “Y—>1N , induit des morphismes u'
de C et D(u) de C/D :
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u' s M—y ', D(u) : D) -— D)
Dire que D(u) est injectif équivaut 2 dire que u' est injectif. 81 I est
un injectif de C gqui ne contient pas de sous-objet de E& autre que O , alors
D(I) est un injectif de C/D . De méme, dire que D(u) est essentiel, c'est di-

re gue u' est essentiel. Tn particulier :

- Si C est une catégorie avec envelopves injectivas, C/D est une catégorie
~A PN N
avec envelopres injectives.
De méme :
-s8i (U,). est une famills de générateurs de C , (D(U.)),. . est une fa-
17i€l 4 o i3
mille de générateurs de GC/D .
M A
. . . N ot
- La catégorie C/D satisfait & l'hvpothese (&) et le sup commute avec le
_~N A

foncteur D , i. e.
D(sup Ni) = sup D(Ni)

I1 ne semble pas pourtant que 1'existence de limites inductives dans € entraine

cette existence dans C/D . Ce sera pourtant le cas pour les catégories du para-

graphe 5.

4. Le foncteur localisation.

Nous supposons toujours que C est une catégorie abélienne satisfaisant a (.S)
AN

et que D est une sous-catégorie localisante de C .

m~a

On dira qu'un objet M de C est D-fermé, s'il satisfait aux conditions équi-

~n

valentes :

a. Pour tout morphisme u de C, u: P—Q , tel que Ker u et Coker u

appartiennent & D , les morphismes uf; P—+" se"prolongent” en des morphis-
- :

mes i @—M ,; i.e. b= Wou.
b. M ne contient pas de sous-objets appartenant & D autres que 0 , et si

f .
0—M s N—E3P—%0 est une suite exacte telle que P € D , alors la suite

exacte se scinds (i. e. M est facteur direct dans N ).

(a)==3(b) : 51 L est un sous-objet de M avpartecnant & D , on a un diagram-

me commutatif

M—233/L —0

ou i est l'application identique. Danc I est nul.
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De méme, on a un diagramme commutatif :

f

0— M 2y

ij, e

Ny~
et donc M est facteur direct.
(b):;;(a) » Car si MP Q@ désigne comme d'habitude le Coker de 1l'application
& (-u): P—MRQ s
on vérifie que M se plonge dans MP ¢ comme facteur direct. En composant le

morphisme canonique de & dans M, & avec la projection de MP @ sur ¥ , on

obtient x%f.

Soit maintenant M un objet arbitraire de C . On appelle D-enveloppe de M

A~

tout morphisme u de * dans un objet D-fermé MD , qui. soit un D-isomorphisme
A AN
o

(1. e« Keru €D, Coker w €D ). Si ™' est le quotient de M par le plus

grand sous-objet de M appartenant 3 D , le morphisme u induit un morphisme

injectif de M' dans I%) ; et MD est évidemment extencion essentielle de

M'2~ Imu s car si Q C'MD et Q@ NM' =0, alors ( est un sous-objet.de

o~

MD/M' et appartient & ;9 ; ce qui n'est pas possitle d'aprés (b) . En outre, on
oA

vérifie aisément qu'avec les notations de (a) le "prolongement" o de Lf est

unique. I1 en résulte que M, est défini % un isomorphisme prés.

N

PROPOSITICK 2. - Si M admet une D-envelorpe u : M_~43%), alors on a, pour

tout objet N de C :

A

HomC/ (o) , D(M)) ~ HomC(N R Mé? .

o~ ~

On va définir 1l'application

N A — D Y
HomC/B(D(L) , D(M)) ,HomC(N R 4D)

o ~n ~n

et laisser au lecteur le soin de faire les vérifications. Si Nl est un sous-

objet de N tel que N/N1 €D et Ml un sous-objet de M appartenant & D ,

ralors u induit un morphisme Uyt M/Ml-—-9M5 et on a une application canonique :

Homc(Nl , M/Ml)-——-> Hom(N1 R MD) .

~n ~a
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Mais tout morrhisme de N dans WD se prolonge de maniére unique en un mor-

phisme de I dans M, . On obtient ainsi une application de Hom.C(N1 , M/Ml)

dans Hom(M , MD) . Faisant varier Nl et Ml , et passant & la limite inductive

on aboutit & 1l'application cherchée :

(D(N) , D(M))—> HomC(N 5 M.D) .

~

o~

Hom C /D

Soient maintenant M et N deux objets de g‘ admettant des D-enveloppes

u: MM et v : N-——N_ . alors tout morphismne kﬁ: M—< 1 induit un

D D

A~ o~

morphisme unique LfD tel que le diagramme suivant soit commutatif :
[ —_—

My — )

En effet Ker u &€ D et Coker u ¢ D et le morphisme v o &f admet donc un

D

i ] i e M \
prolongement® unique LYD P My— N .

~n

PROPOSITION 3. - Si les objets My N et P de C admettent des D-enveloppes

us - VD s VO3 N-wneND et w: P-~+PD , alors pour toute suite exacte
0 — ~~i—% N~j¥,P~—ﬁ}O s
la suite
qD WB
O-m—AD Nb PD

est exacte,

En effet, soit Nl le plus grand sous-objet de I appartenant & D . Alors
Nl f1 M est le plus grand sous-objet de ! appartenant &8 D , et on a un diagram-

me commutatif
!
O—s M/M ' N N T\/N1
|
u v, |
| 1
iy Yo l
My——=—

oA

Comme v, 0 ~41 est injectif et que uy est essentiel, L*D est injectif.

NN
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En outre, soit ™ 1le plus grand sous-objst de !I contenant M et tel que

mA

M/M  appartienne & D . L'application de N/M dans ND/MD induit un morphisme

de N/M dans ND/M » car il est clair que Ny/M; ne contient pas d'objets ap-

partenant & D autres que C . Comme de plus le morphisme de N/™  dans PD est
injectif et que ND/MD est extension essentielle de N/ , il en résulte que
k} . . ~ o‘::“ N s . 1 N M .
} D induit un morphisme injectif de “D/LD dans PD s
- oo - C. G. F. D.

I1 nous reste 2 déterminer sous quelles conditions un objet M admet une

D-enveloppe. Je dis que pour cela il suffit que le quotient M' de M se plonge

dans un objet D-fermé. En effet si i : M—3i ast un morphisme de M dans
~N

un objet D-fermé et est tel que ¥er i € D, alors i se factorise par

uz: M—=7% , ot ¥ est le plus srund sous-objet de ¥ contenant i(M) et tel
que M/i(M) ¢ D . On vérifie en outre aisément 2 1l'aide de (a) que u est une

D-enveloone.

~on

Par exemple, tout objet injectif I de E\ gui ne contient pas de sous-objets
arnmartenant & 2\ autres que 0 est Effermé, Mgis si M' admet une enveloppe
injective I , cette anvelovpe irjective ne peut évidemment contenir d'objet non
nul de D 5 d'ou :

~A

PROPOSITION. - Si C est une categorie abélienne avec enveloppes injectives

-~

3 L3 -~ * . L - . -~
catisfaisant & (9) , et si D est une sous-catégorie loczlissnte ce C , alors
Lfatisialsant a et si U -

tout objet de C posséde une D-envzlobppe.

~

5. Le foncteur section.

Pour simplifier, nous surposerons 3 partir de maintenant que C est une catégo-
A

rie abélienne avec envelorpes injectives. Si D est une sous-catégorie localisante
2 Go=Ee e

de C , on choisira vour chague objet M de € wune D-enveloppe Uy M-—~iMb .

Alors la correspondarnce ﬁfzz}MD définit un foncteur exact 2 gauche L de C

o

dans C : on le nommera foncteur localisation relatif &8 D . Quand ™M wvarie"
AMA ~on

les wu, ¢&finissent un morphisme du foncteur identité dans le foncteur locali-
sation. En outre il est clair, d'aprés la proposition Z; que le foncteur locali-

sation est comoosé ¢'un foncteur canonique D : C-—C/D et d'un “foncteur section®
~ A s -

S Eygl——aﬁa déterminé par la condition

~

L) = My = (D)) .

o



2-09

On est donc en prisence Jdu diagramme suivant :

L
C ———r—— C
D\, s
“¢/D
NN
La provosition ? s'énonce alors ainsi : les morvhismes ¢ M——M_  induisent
A .. I 'D

~A

dans /D un isomorphisme du fonctcur idsntité Jans le foncteur D o S .
-~ -

Nous allons maintenant tirer gquelques consiquences de 1'existence des foncteurs
S et L

-Supposons d'abord que (Mi)"I soit un systéme inductif d'objets de C  admet-
tant une limite inductive dans § , soit lim M, . D&s lors (D({ )). e @St un
systéme inductif d'objsts de C/D et D({Jg'w ) est sa limite 1nduct1ve :

Ceci résulte en effet 1mned1atewent des égalités

. Ay - v ) = 14m T \ -
Hom (D(J;}g; Mi) , D)) = Homc(]irg M, LD) 1im HomC(Mi R I\.D)

/D ' o
Ky A Y4 '\
fam Homgy (007) 5 D(M)

-Comme conséquence de ce qui précéde, si $ est une catégorie ou les limites
inductives sént exactesy; il en va de méme de E/E\, De plus si (Ui)ifl est une
famille de génératours noethériens de C 5 les (D(Ui))iél forment une famille
de générateurs noethériens de EYEL:

PROPOSITION 4. - 8i C est une catégorie localement noethériennc, D une sous-

catégorie localisante, alors D et GC/D scont des catégories localement noeths -
AAN T e

riennes. De plus le foncteur localisation Ehzzij commute avec les limites in-

ductives.

I1 reste 2 montrer que (lim ) est un systéme in-

= 7\ 1 B
Pp = 1oy, ow 04, 4

ductif d'objet de C . Mais si Uy désigne le morphisme canonigue de Mi dans

(Mi)D s on a des suites exactss

0

M, s (M, oker u, -
> Fer uy ,Mi ,(Ll)D-——aCoker uy —0

AN
B'ou

s — . \ — = T 24{. . . .
0— lin ¥er u; ——1lin M; — lin(¥, ) —— lin Coker u; —0

-~

et 1lim Ker uy ainsi que 1im Coker Uy aprvartiennent manifestement & E&.
s ,
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L culi ' icati im(M ans im ] e -3 {5
En particulier, 1l'application de %&Q(.di)D dans (l}g Mi)D est un D-isomorphis

~A N

me et il suffit de monteer que lig(Mi)D est D-fermé. Ceci signifie que pour tout

D-isomorphisme v : P-—3G , l'application de HomD(Q s lim(Mi)D) dans

Hom (P s llm(M ) ) est un isomorphisme ; en outre, il suffit de faire la vérifi-
cation quand P et Q@ sont noethériens ; ceci se déduit alors de 1'égalité :

Hom, (N , 1im M,) = lim Hom (¥ , M) ;

N MA
ot N est noethérien.

- Soit M un objet arbitraire de ﬁi, Ml le plus grand sous-objet de M ap-
partenant 3 D, M' le quotient M/M1 , enfin E(M) , E(Ml) et E(M') 1les en-
veloppes injectives de M , Ml et M' . alors E(M') ne peut contenir d'objets
non nuls appartenant & D (sinon ™' en contiendrait). On en déduit que les en-

velorpes injectives de M, et D(M) dans C et C/D mne sont autres que E(M')

et D(E(M')) . Comme 1'étude de la "décomposition primaire" de M "équivaut" 2

1'étude de l'enveloppe injective E(M) (voir [5)), on retrouve les propriétés de

transfert de la décomposition primaire par localisation.

11 faut pourtant sc garder de croire que E(M') est le quotient de 3(M) par
E(Ml) ; car si 1'inclusion My C M induit un plongement de E(Ml) comme facteur

direct dans E(M) , E(Ml) A M est en général différent de M, . Il n'y a égalité

1
pour tout M que si D contient avec tout objet son enveloope injective : ceci

a toujours lieu en algébre commutative, comme on le verra.

exact. Voici d'autres troprletes équivalentes :

PROPOSITION 5. - Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. Le foncteur localisaticn M;::;Mh est _exact.

b. 5i on a une suite exacte O0-—M —N , ou M et N sont D-fermés, alors
N/M est D-fermé. ‘

c. Si on a une suite exacte O0-—3M — I , ou M est D-fermé et o I est un

injectif ne contenant aucun objet non nul de D , alors I/M est R:fermé.

(a)-~v(b):r§(c) ¢ clair.

(¢)=3(a) : On va montrer que le premier foncteur dérivé 'L de L est nul.

Supposons d'abord que M appartient & 5&, solient I son enveloppe injective
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et N 1le quotient I/ ; de la suite exacte,

0—M —=I —N-—0 s
on déduit alors
O—-)MD:O }ID ;ND )Rl L(M) — 0 .

Comme ID est évidemment isomorphe 2 N, , on en déduit que gt L(Mb) =0 .

Supposons maintenant que M ne contienne pas d'objet non nul de Ea et conser-

vons les notations précédentes. On a alors la sulte exacte

1
— —a — VI (M) — ) o
) -”MD ‘ID »-;I\D —3R I.(.. ) -)O

o A A

Mais (c) signifie que le morphisme ID~—~>ND est surjectif : d'ou Rl L(MD) =0 .

Dans le cas général, soit M1 le plus grand sous-objet de D contenu dans M

et soit M' = M/Ml . De la suite exacte
Rl L(Ml)——) Rl L(M) —_ Rl L(“".')

on tire alors : R- L(™M) =0 .
Supposons que le foncteur localisation L soit exact. Alors le morphisme fonc-

~

toriel de la proposition 2 se prolonge cn un isomorphisme de foncteur cohomologique :

C

M A ~n o

Exty (DO , DOV)) 2% Bxtg (M, 37p)

Réciproquement cette propriété caractérise les foncteurs localisation exacts
(montrer que la propriété entraine 1'assertion (c) de la proposition 5).
On remarquera enfin que 1l'assertion (b) de la vroposition 5 signifie que les mo-

dules D-fermés forment une sous-catégorie compléte de C au sens de GROTHENDIECK.

Cette sous-catégorie est alors équivalente 3 la catégorie quotient.

6. Catégories de modules.

Soit A un anneau avec élément unité 1 # 6 , et soit C 1la catégorie des

A-modules unitaires & gauche. Nous allons préciser ce qui se passe dans ce cas.

Tout d'abord, si D est une sous-catégorie localisante de 4a-modules, et M

un A-module, alors on a une application bilinéaire

A X MD EMD .

~n
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Autrement dit tout m e My définit unelapplicatibn A-lindaire d& A dans

Mpy - Cette application se prolonge d'une geule manjére en une application 4a-linéaire

de Ap dans MD s définissant une application bilinéaire :
)
AD x 1D _%MR

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que si M = A , cette application

fait de AD un anneau. De méme si M est arbitraire, MD est un AD-module.

’ ~n ~n

Par exemple, si i est un idéal 2 gauche de A , iD est un idéal & gauche de

Ap + Il ne faut cependant pas croire que si ¢+ est un idéal bilatére de 4 ,

L)

O, est un idéal bilatére de AD ; d'une manidre générale, il ne faut pas attacher

trop d'importance aux idéaux bilatéres dahs 1'étude des modules 2 gauche.

D' la sous-catégorie
N

Soit 2‘ la catégorie des modules unitaires sur AD s
localisante formée des Ap-modules qui appartiennent & D quand on les considére

AN

comme A-modules.
Alors C'/D' est une catégorie équivslente 2 G/D. Tout Aj-module D'-fermé

~n

est D-fermé et réciproquement. Tout Ap-module injectif D'-fermé est D-fermé

A

et _injectif comme A-module et réciproquement.

7. Catégories de modules (suite).

Nous allons donner une formule erplicite pour la construction des D-enveloppes.
Soit pour cela F 1la famille des iddaux a gauche L de A tels que AL €D .

La famille F satisfait aux propriétés suivantes :
a. Si ?l‘L)];et féF,alorsuL&F.
b. Si MM€F et{.EF,alors mf\i‘,iF.
c. Si £ €F et a €4, alors ({. a) = {x’xa E[} appartient & F .
d. Si £€F et fn £ F , alors Lim er .

La démonstration de ces pronriétés est immédiate. Les conditions (a) , (b) et
(c) signifient que F est une base de filtre pour une topologic qui fait de A un
anneau tonologique. Réciproquement R s'identifie 2 la sous-catégorie localisante
de C qui est engendrée rar les AL (M éR si et seulement si 1'annulateur de

tout YR E€M appartient 3 F ). En fait il est équivalent de se donner D ou de
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se donner la famille F .

I1 résulte maintenant de la proposition 2 que

MD = HomA(A s MD) :é%}%éHogA(I , M') s

ol M' est le quotient de M par le plus grand sous-objet Ml de M appartenant
a2 D.

PROPOSITION 6. - L'objet M s'identifie canoniquement & lim HomA(I, , MY) .

g

En outre 1'application cancnigue de l}§~HomA(£ ; M) dans lyg>HomA({ , M') est

injective. Zlle est surjective pour tout M si et seulement si 1lim Ext&(l,, M)

est nul quand M avpartient 2 D . Dans ce dernier cas le n-iéme foncteur déri-
~e

vé du foncteur localisation L s'identifie 2 lim Extf(ﬁ s, M) .

En effet, de la suite exacte

0 =M~ M—3M' —30 ,

on tire

. b 1
. M Y ¥ Iy 1 .
00— l:.m)Homg ([ ’ ‘.‘1)a—-=)11m HomA(L, M) —— lim HomA(£ s M')— lim Ext ([ ’ Ml)

On vérifie tout de suite que lig\HogA(L 9 Ml) =0 , et donc que \f est injec-

tif. Bn outre M, €D et \p est surjectif si lim Exty ([, M) =0 .

Réciproquement, supposons que 1 soit surjectif pour tout M . Alors
lggiExtE(.[, M) qui est le n-iéme foncteur dérivé de }i@)ngﬁ(L , M) s'identifie
au n-idme foncteur dérivé de L(M) . Mais comme gt L(M) =0 si M appartient 2

D, onale résultat général.

COROLIAIRE 1. - L(M) = M, s'identifie canoniquement & 1lim HomA(f., M), si

o

A est un anneau héréditaire, ou si D contient avec tout objet 1l'enveloppe injec-
DA

tive de cet objet.

La premiérc possibilite est claire.

Pour la seconda, soient M un objet de D et I 1'enveloppe injective de M .
L'injectif I avpartient donc 2 E. de méw;‘que /M. Ainsi lgngxpi(£ s M) qui
est isomorphe au conoyau de l'application de lgﬁfkaK l, I)=0 ’dans
lin Homy ({ , T/M) =0 est nul ,

C. Q. F. D.

Nous verrons par la suite un exemple ou Lf" n'est ras surjectif.
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COROLIAIRE 2. - Suvposons que la famille ed'iddcux

formée d'icéuux 2 gauche de tvpe fini (i. e. ngendre* rar un nombre fini 4'élé-

ments). Alors le foncteur localisation IT::qf%) commute avec les sommes directes.
~MA

Soit (M’i)iéI une famille de A-modules. Il s'agit de montrer gue la E:envelop-
pe de la somme dirscte i%IMi n'est autre que la somme directe des D-enveloppes.
Ceci résulte directement des deux faits suiv.nts : d'.bord le plus grand sous-
module Ml avpartenant & D de igl %i est la somme directe igl (Mi 1 des
plus grands sous-objﬁ*s anpartenant & EZ des Mi ; ensuite si L est un idéal de
F de tvpe fini Hom (~_, ? (Mi)/(Mi)l) s'identifie & la somme directe
@ Hom, (L , M, /(M

COROLLAIRE 3. = S5i, en plus des hypothéses du corollaire 2 ; le foncteur loca- -

lisation est exact, alors Mb s'identifie avec A, OA M pour tout A-mcdule M .

~n AN

La démonstration est standard : la structure de AD-module de MD fournit

d'abord un morphisme du foncteur \L»~5AD @A M dans le foncteur M:::}MD . Ce

morphisme définit un isomorphisme de AD QA M sur Mb guand M =4 et donc

quand M est un module libre quelconque, d'arrss le corollaire 2. Dans le cas
général, il existe une suite exacte L, — L. —M-—0 od L, et L. sont des

1 0 1 0
A-modules libres. On a alors le diagramme suivant -

sm f L AD A M—0
; l l
(LI)R —-—-——~s(Lo D > NE >0

o0 u et v sont des isomorphismas ; il en va (onc de méne pour w .

REMARQUE. - La donnée de la sous-catégorie localisante D est "équivalente
2 la donnée d'une famille F d'iddaux 2 gauche de A qui satisfait aux dondi-
tions (a), (b), (c) et(d). On reut aussi adopter un point de vue légirement diffé-
rent :

Soit en effet u 1'aoprlication canonique de A duns AD « On posera alors
("= -
D
'ondpratd i W) [::31* ! . $ 3 S 3
L'opération (ide fermeture dans 1'encemble des idéaux 2 gauchec

satisfait &
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at. L€ [* ™=, s et L alors v o [*
pr. [*0 " = (ip ,,__m)* ,
c'. (f* (£ d ((L:a) = tx[xa=-{})

ar. (*.a (’.([.a)

s . o » . —A | % ) e A . Y
Reciproquement; si 1l'on so-donne une onération £,-ve satisfaisant aux axio-
mas (a¥, (v'), (c') et (d'), cette omération ovsut dtre définiec & 1'aide d'une lo-

12 f %
cwlisation. (Prendre vour T 1la famille des iddaux 1 tels que « =4 )

8. Anneaux de fractions.

Soit S un svstéme multivlicativement stable de A (sous-ensemble de A stable

+2

par multiplication). Le systime S permet de définir une sous-catégorie locali-

sante D, :

o~

M appartient & D, si tout élément m de M est annulé par au moins un s

-~
de S .

La famille F

2

la propriété :

¢ des idéaux I gauche { tels que /i € D, est déterminde par

¥ aed, 3 s € S tels que s.a.i[ .

Tout id4al de FS rencontre eévidemment S ; mais la récinroque est inexacte.

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que (1) soit satisfait :

(1) Quels que soient s € S ot a * a , il oxiste t € S et b &a tels que
ta = bs .

Nous allons tout de suite retrouver cette condition. Pour cela nous noterons

MS au lieu de Mﬁc o

o~

DEFINITION. - §; L{ ¢ A— R est un homomorphisme d'annesux avec élément uni-

té, et S un systéme multiplicativement stable de A » on dira que (B, \f) est

un anneau de fractions & gauche de A vour S si :

a. FKer \? est formé d'annulateurs 2 droite de £ ; autrement dit si tf(a) =0,

il existe s €S tel cque sa =0 .

b. L'image par \? de tout s &S est inversible dans B (& gauche et & droite).

c. Tout b € B est de la forme b = \{{s)_l :{(a) s af£hA, s €8S,

PROPOSITION 7. - Les assertions suivantes sont éguivalentes :

a. A vposséde un anneau ds fractions & gauche pour S , soit (B, kf)
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b S satisfait aux conditions :

(1) Vses, ¥V a€eh, :ﬂ t €5 et béA tels que ta = bs

-

(2) Si as =C avec ac A et s &, il existe t € & avec ta =0 .

c. Les images dans A_. des é1éments de & sont inversibles dans AS .
!J 1.

En outre, si ces conditions sont remnlies, tout anneau de fractions s'identifie

] AS pour l'application canonique de A dans Ag 3 le foncteur ™:==M_  ect

alors exact et commute avec les limites inductives.

(a)==}(b) : L'assertion(2) est claire, cur si as =0 on a Wa) =0 .

- | "'1 PN 2
D'autre part, comme f a),\y (¢)77 € 2, cet élément est de la forme :

oS

Lf(a) \{ )-1 Lﬁ ) de) , Tes, ceA R

ou
. \F(a) = ‘—¥(c). k{(s) .
autrement dit ra - cs € Ker ‘»? et il existe u € S tel que ura = ucs .

On posera cdonc ur =t , uc=">.

(b)==3(c) : On va d'abord montrer que (1) et (2) entratnent 1'exactitude du fone-
teur M=—=N, .

in effet; donnons-nous un diagramme

|

i

‘u
14~—-aN —0

[ est un idéal & gauche de oy et ol M et Ker p sont D-fermée. Il suf-

fit de montrer que I, contient un idéal m de Fo pour lequel u fige ralédve"

1

en un morphisme v : & ——M (i. e. la restrictionde u & M est de 1a forme
pov ).

Mais si s €l 1S, u(s) est de la fome p(m) et as =0 entratne am = 0

On posera donc Wi=As et v(as) = am :le fomcteur M—3M_ est bien exact.
[l

m

L'exactitude entraine que dans A, tout s est inversible 2 gauche (1'idéal
gauche engendré par s est D-fermé). D'ou s t.s = 1 et (ss_l -1)s=0

© CO’?I-
me s est simplifiable 2 gauche et 3 droite dans A

sultat.

g s ona ss7t = 1 et le ré-

(3)==(1) ¢ C'ast clair, de méme que 1l'unicité de 1'anneau de fractions.
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REMARQUES.

1° 8 A est un anneau noethérien 2 croite, l'assertion (1) entraine 1l'asser-
tion (2) : car si @ désigne le plus grand idéal & gauche de A appartenant a

-~

, J. est bilatdre et (2) signifie que 1l'image s dans A/:. de tout s de

ic

a
(]
S est régulier & droite (i. e. a.5 = C entralne a =0 ). Yais s est évidem-

ment régulier a gauche et si A/ est noethérien & droite, la rigularité 2 gau-
che entraine la régularité % droite.

29 Si les conditions (a), (b), (¢) de la rroposition précédente sont satisfaitss,

Q

on peut définir M, 2 1l'aide d'un "calcwl de fractions” comme lorsque A est

commutatif (voir [3]).

30 51 § sst contenu dans le centre de A les conditions (1) et (2) sont vé-

rifides automatiquement.

CHAPITRE II : La localisation er algébre commutative.

1. Faisceaux de modules.

. - . . . o
Soit i' un esmace topologique, L un faisceau d'anneaux sur & et C 1la
~n

’ o { . ~ — ’
catégorie des ) modules (ou faisceaux de il-modules). Si T est un fermé de
. . 5
77y de ¥ , U 1'ouvert complénentaire de F dans~ G-, -
é (F nous utiliserons lcs notations suivantes :
s / ‘
U ; - 81 M est un l-module, M/U = p1)  désignera
— s ’
— za restriction & U .

- { désigre donc le foncteur M==3Y/U .
- C/U désigne la catégorie des ‘4/U-modules.

- i sera le foncteur qui,; & tout t9/U-module associe son image directe
dans g R

- Enfin D désignera la sous-catégorie localisante de C formée des @ -modules
dont la restriction » U est nulle. '

On est alors en présence du diagramme suivant :

ou les foneteurs i et S sont caractérisés par les propriétés :
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- - .'I— - 1 . 1\{ N
Hom (5 1(2)) = Hom p ((01) , 1)
HomC(’-’ , S(E)) = ;{omC/D(D(M) , M)
Autrement dit; les foncteurs ¢ et 1, D et £ cont #adjoints" au sens de
SHIH "eishu-CARTAN [20]. 7n outrs, il est clair que les foncteurs S o D et
io f' sont isomorvhes et que les foncteurs D o i et ¥ o S permettent de dé-

finir une équivalence des catégories C/0 et G/U .
ik e L Y Y

La™héorie de la localisation daus 1lss catsgories abéliennecs® généralise done
une situatior bien connue pour les faisceaux. On remarquera & ce propos que si
F(M) = 0, alors il en va de méme de 1l'envelovpe injective I(M) de M : car si
EU désigne le sous-faisceau de (M) dont lee {ibres sont nulles sur F et éga-
les 2 celles ¢e Z(M) sur F ,; alors EU M =0 et done EU =0.

On peut refaire les mémes raisonnements lorscue i+ est un schéma arithmétique
au sens de CROTHRIDIECK [7) et que C est la catéporizs des faisceaur algébriques
quasi-cohérents sur ﬁ» . On explicite alors facilement les sous-catégories loca-
lisantes de c ¢ 1'aide de [5). Le fait que toute sous-catégorie localisante de
C contient avec un faisceau M , 1l'envelonpe injective de ce falsceau peut se
voir * 1'aide des théorémes de structure de [57]. Vous allons nous contenter de
voir ce cul se passe quand £ est le spectre premier d'un anneau commutatif
noethérien ({3}, [15]).

2. Le cas d'un anneau commutatif noethérien.

Nous supposerorns connus [#j, [15]), [18j. Zoit A un anneau commutatif noethérien,
et soit C la catégorie de tous les A-modules. Toute sous-catégorie localisante
E& de G est alors de Sterminde mar les modules noethériens qu'ells contient, et
donc aussi par les modules de la for~e A4 qu'elle contient, ol # est un idéal
premier de A . Ceci va rous permettre de tout intermréter 2 1'aide du spectre pre-
mier V(A) de A

Pour cela associons d'ahord Z toute sous-catégorie localisante D de G 1l'en-
~ %

senble F, des points 4 de V(4A) tels que A/ ¢ D . Alors F,, contient avec

N AN

tout point {7 tous les points ce 1'adhérence de 2 (i. e. tous les 7§ tels que

A/q soit ur quotient de A/p ). Autrement dit, 1'ensemble FD est une réunion

M

d'ensembles fermds de V(&) et il est clair que la correspondance D~~~)FD en-

tre sous-catégories localisantes de € ot sous-ensembles de V(A) gui sont

~
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réunion de fermés est biunivoque.

» Id .
Ceci dit, examinons d'abord le cas ou D est engendrée, comme sous-catégorie

localisante de € par un nombre fini de modules AA; s ? premier. Alors FD

.

est un sous-ens-mble fermé de V(A) et nous noterons UD le complémentaire de

AN

FD dans V(A). Comme la catégorie C s'icentifie 2 la catégorie des faisceaux
~n

~n
ry 2

algébriques quasi-cohérents sur V(A) , or voit, d'aprés ce qui a été dit au para-

gravhe nrécédent, que (/D n'est autre que la catégorie des faisceaux algébricues
AN AN

D

~A

quasi-cohérents sur U. . De la méme facon, le foncteur localisation ?Ir:éMb
AN

— A% N Y S . .
s'idertifie au foncteur section M~:=$!'(Ub , 91) , o M- d¢signe le faisceau sur

V(A) associé zu module ™ .

Dans le cas géréral, o D n'est pas engendré var un nombre fini de A[b s D
o~ A

est la "borne supérieure’ des sous-catégories localisantes "de type fini® qu'elle
contient. Si Di est une telle sous-catégorie, on a évidemment pour tout module

M une application canonique de Mb = fﬁ(Ub , 1) dans Mb . Faisant varier
lMi oA

-l
Di s on aboutit & un morphisme de foncteurs
o lm (9, M)y,
i i -

ou Di parcourt les sous-catégories localisantes de tvpe fini contenues dans D .

~n

PROPOSITION B, - Si FD est 1l'ensemble des nointvs du spectre qui corresnmond &

PAA

D, on a un diagramme comwtatif de foncteurs :
AN

M—ewji——}Mb

\/f\
lim M, M)
. [T

]

o U parcourt le filtre des ouverts contepant V(A) - Fy s et ol \p est un iso-

morphisme.

Il reste 2 montrer que \{ est un isomorphisme rour tout M . Mais ceci est évi-

~n

dent quand M est un module injectif (2 caus~ des théorémes de structure). Le ré-

sultat général s'en déduit 2 1'aide de la méthode standard bien connue (on choisit

une résolution injective de * , ot on remarque que les foncteurs 1im, rw ,m
et M, ¥ sont exacts & gauche).

Dans le cas ou D n'est pas de twpe fini, le svectre V(A) ne semble pas donner
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une intervrétation de la catégorie quotient C/D . L'utilité de la théorie des

faisceaux en algébre commutative est de donner une construction des catégories

quotients c/D et des fonctaurs localication M=} quand D est une sous-

s - e AN —

catégorie localisante de tne fini.

3. Application » une formule de S3RRE [17].

PROPOSITION 9. - Soient A un anneau commutatif noethérien, ¢, un_idéal de

A, U 1l'ouvert de 7(A) formé des idéaux mremiers £ de A qui ne contiennent

ras .. Si alors M est un A-rodule, W. le faisceau sur V(a) gssocié &

M, on a un isomornvhisnme :

e} 1 %l ~J . in) n i M
g, )’R«)e——-—;:i_.g Ext (o€, M)

Il suffit évidemment de montrer qu'il v a un isomorphisme quend n = 0 ; mais

0 (U, M) = 7(u, M) s'identifie au foncteur My > ou D est la sous-catégorie

AAA
~n

localisante engendrée par les A-modules AA@ s o 42 2L. Cette sous-catigorie

D contient évidemment les enveloppes injectives des modules de D . I1 résulte

ALY

donc du chapitre I que MD s'identifie & lim Hom (, s M) ou L parcourt les

nns

idéaux tels que A/{ appartienne & 1 . Comme les od , 1 entier positif, for-

ment une base de filtre pour ces 1duaux, le résultat est démontré.

Nous allons applicuer ceci aux faisceaux algébriques cohérents sur 1l'espace pro-

Jectif Pn(k) , ou k est un corps algébricuement clos. On ravpelle & ce propos
que le groupe des classes de diviseurs de l'espace projectif est isomorvhe a 2&.
Pour tout entier algébrique n il existe donc un faisceau cohérent O(n) lo-
calement isomorrhe au faisceau d'anneaux locanx ¢ = £(0) de Pn(k) . En outre,

on a les formules

) (m) é@ O@) = U(n + n)

Eom((?(m) , (A(n)) =~ O(n - m)
bien connues en géométrie alzébrique.

n+l

D'autre vart, on a une avplication cancnique de % - {O} dans P (k) . Cet-
te aprlication g* est en fait un morphisme algébrique, et 1l'image rcciproque
d'une hypersurface de Pn(k) est une hypersurface conique de kn+l - {O} . En

particulier, 1'image réciproque d'un ouvert affine de Pn(k) est un ouvert af-
fine de n+1 {0} si 0—3M—N—>P—>0 est une suite exacte de faisceaux
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quasi-cohérents de L (o} , la suite des images directes par ‘f est exac-

te [15] O-——%\f;(M)———ekf*(H)-—7Lf;(P)———>O . De plus on a la formule :

B - o, ) 2 (R (¥), 4, 00)

En particulier si M est un module gradu: sur l'anneau gracué k[XO 5 eoo s an s
. A . . ..
nous noterons toujours par \%*(M) 1'image dirscte dans Pn(k) de la restriction
a 1Bt LO; de M- (faisceau associé 2 M ). Si +w. disigne 1'idéal

(XO 5 eoe 3 Xn) de A = k[xc 5 e an , on a donc la jolie formule

-

#(P_(¥) , (M) = ln ixty (o, 1)

L

Ceci est 1'un des résultats centraux de [17], du moins si 1'on tient compte de
ce que pour tout faisceau algébrique cohérent F sur Pn(k) ; 11 existe un modu-
le gradué M sur A tel que

B . kY 4 -
ML) = 8 (O(x) 8y F)

o~

4. La théorie des anneaux normaux commutatifs.

L'anneau A est toujours supposé commutatif ; pour simplifier, nous -supposerons

en outre qu'il est noethérien et intégre.

Le corps des fractions K de A coincide alors avec 1l'enveloppe injective de
A . On va s'intéresser aux sous-catégories localisantes .D de la cqtégorie C
~n AN

de tous les A-modules pour lescuelles A s'identifie & son localisé AD .

A

Pour cela, il faut évidemment que D soit différent de C ; autrement dit que

K soit un A-module D-fermé. Alors AD est conténu dans K et s'identifie 2
lim Homﬂ(f , A) , ol [ parcourt la famille F des idéaux tels que A/I £0D .

Mais K est injectif st toute application de [ dans 4 se prolonge en un endo-

morphisne de K et est de la forme :

’{' }fox, ou {Ezi et x e ¥ o

En particulier Homl( l, A) s'identifie & 1'idéal fractionnaire i_l de 1'équi-
valence d'artin (1-1 =~{x'[x c A}) .

Finalement 1'égalité A = A a lieu si et seulement si i-1 est contenu dans

AN

o
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A pour tout L de F ; en outre les idéaux L tels que { -l A  satisfont
manifestement aux conditions (a), (b), (c) et (d) du paragraphe 7 du chapitre I.

D'ou le résultat suivant : lss sous-catégories localisantes D de C pour les-
A — N

quelles A s'identifie & AD sont contenues dans une sous-catégorie localisan-

A

te maxima & pour laquelle A—fiﬂ%.g . Cette sous-catégorie localisante € est

engendrée par les moduleg A/,'p tels ‘que ,F)_l =4 .
: -1

Nous allons préciser la condition § ~ = A :

+

PROPOSITION 10. - Les propositions suivantes sont équivalentes ( f. est un idéal
de A ) :

a. HomA(l , A) =~;.-1

£A .

». | est contenu dans un idéal premier § tel que codh Aq =1 .( codh Aq

désigne la codimension homologique de 1'anneau local Aq au sens de SERRE [19],

[18], [13]).

Ce. Ou bien L est contenu dans un idéel oremier ,p tel que ‘i‘,p goit un
anneau de valuation discréte, ou bien l'annulateur de L dans B/A n'est pas
nul, B désignant lo cl8ture intégrale de A daps K .

(a)¢==(b) : en effet, dire cue [ -1 #A , c'est dire cue K contient un ,

ol

*

non dans A , tel que Z.L C 4. Autrement dit, x n’'appartient pas & Ay ,
nais x.j, C 4y ; ce qui signifie que f, est contenu dans un idéal premier 9
associé & 1'idéal principal Ay . Cette derniére propriété signifie, d'apres SERRE,
que la codimension homologique de Ac‘ vaut 1 »

(2) =3(c) : soit ¥ la famille des idéaux W tels que TA™L = 4 , donc tels
que A/‘H’LE% o I1 est clair que YQU appartient & F si et seulement si les

idéaux premiers minimaux de YA appartiennent & F . L'inégalité (-t £A si-

gnifie donc que f, est contenu dans un idéal premier ‘P tcl que. ,F -1 £L .
On a alors :

Solt poe ,p—l cfp . La mfme relation est alors valable dans l'anneau local A'P

et il est classique que ceci signifie que Apw est de valuation discréte.
Soit p - —lC_ip; il en résulte que 0 ._P'l.,P”l est contenu dens 0 o Lu-
trement dit, /r\ est un 2n-eau contenant A et c'est manifestement un module

de type fini sur 4 . L'idéal ,P-l est donc contenmu dans B et (c) est ainsi

démontré.

(c) =(a) : c'est limpide.
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Soit maintenant M un A-module sans torsion. Le module M est donc contenu

dans N =K @A M qui est somme directe des A-modules isomorphes & X . la

ﬁ-enveloppe M% de M gs'identifie évidemment avec 1l'ensemble des x de N

tels que (M : x) = {_v?y €A, y.x & “tl ne soit contenu dans aucun idéal premier

,\!0 tel que ,p‘l # A . Autrement dit :

2
Me = M
¥

€ 'P-l F2Y

Appliquant csci au cas particulier M = A , on voit que A =4, = m A, .
& plah

. . . z s . "‘1
En particulier A est intégralement clos si et seculement si p = #ZA entralne

que A‘P est de valuation discréte ; donc si et seulement si A est intersection

v e - e

des A;P qui sont des anneaux de valuation discréte.

PROPOSITION 11. - Si A est intégralement clos et si M est un A-module de -

trpe fini et sans torsion, alors M“ﬁ s'identifie canoniquement au bidual de M,

T o
Mé': M= nomA(ﬂomA(l-i ;, A) , 4)
En effet, d'une part M, = { M., les M, ¢tant considérés comme plongés
. 4% -1, Mo £
oA T

dans N =K @A M,

D'autre part ¥ est manifestement contenu dans le bidual de N considéré
comme espace vectoriel sur ¥ . Identifiant ce bidual & I , on pourra considérer

% ¥ ’ . J..2
M comme plongé canoniquement dans N . On en déduit que :

M = Hom, (Hom, (M , 4) , A>) = Hom, (Homy (O , 4) ,pQ,{A A’F‘)
:,p(D?éA HomA (HomA (M, 4), ArP) - ‘pG;A HomArP( (HomA(M ’ A))'P ’ A‘P)
- ‘{;Q#A HomArF (HOHIA’P("’I’P ’ A“P) 9 A'{g) °

i Smon My = Hor I M . i
I1 suffit donc de démontrer que P rIo*nA (r-IomA”( po AP) R A’P) Autrement dit

on est ramené 2 faire la preuve quard A est un anneau de valuation discréte, ce

qui ne fatiguerait personne.

Ainsi le foncteur bidual M:_-}M“ sst 1ié de fagon simple au foncteur locali-

sation M==M, , du moins quand M est un module de type fini. Ceci expliqus les

prooriétés du foncteur bidual que certains auteurs découvrent avec étonnement [14].
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On remarquera aussi que la catégorie quotient \9/& a des vropridtés bien agré-
ables : sa "dimension de ¥rull® vaut 1 , et on explicite aisément les objets in-
jectifs et les sous-catégories localisantes de C/& . L'étude de la structure
des objets noethériens de C/& devrait &tre aussi utile que difficile; car elle
téquivaut™ 3 1'étude des A-modules &-fernds et les A-modules projectifs sont

€ _fermés. ..

CHAPITRE III : Anneaux non commutatifs.

Ce chavitre n'est qu'une ébauche et il ne caurait en 8tre autrement pour une

branche qui n'a pas encore déracsé le stads de 1l'observation.

1. L'anneau des endomorrthismes d'un module injectif.

Soient A un anneau avec &lément unité; commutatif ou non, M un A-module &
droite et I sor enveloppe injective. Mous noterous par B (resp. C ) 1'anneau
des endomorphismes du A-module ™ (resp. I ), par ¢ (resp. &) l'ensemble des
endomorphismes LY de M (resp. I ) tels que ¥ (resp. I ) soit extension es-
sentielle de Ker L{. alors © et S sont des idéaux bilateres de B et C .
En outre tout endomorphisme de ™ se prolonge ocn un sndomorphisme de C et deux
tels prolongements différent par un élément de .6 . On obtient ainsi un homomor-

phisme injectif d'anneaux :
0—>B/p ——C/s

L'anneau GC/¢ est ce que JO'NSCT aprelle le contralisateur du module M [93.

Nous allons d'aborcé exrliciter quelqucs provriétés de C et Cfp s

- Si x? £ C, 1'idsal C\{ -de C contient un idempotert non nul si et seule-
ment s1 I n'est ras extension essentielic de Ker .y

En effet si I n'est pas extension essentielle de Ker t{‘, alors Ker tf est
contenu dans un injectif J différent de I . Lz rrojecteur de I sur un supplé-
mentaire ¢e J est un idempotznt de C .

La réciprogue est claire.

Ainsi 1'idéal bilatére & de C est 1l'ensemble des ¥ tels que Cy ne con-
tienne pas d'idempotent. Cet idcal est donc 1lié de maniére intrinséque & C . Bn
outre, les idempotents de C et de C/# se correspondent ; de fagon précise :

tout idempotent de /¢ se reléve en un idempotent de C .

En effet; dire que 1l'inage Q@‘ de L¥ dans C/’ est idemrotente, c'est dire
que I est extension essentielle de Ker(\f - \Qz) . ais Ker(k& - k{2) est stable
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par t{ et la restriction \ de N & Ker(Y - \¥e) 2st un projecteur. Si
donc J1 et J2 sont das extensions essentiellss maxima de Ker\%f et Im~*f
dans I ;, I est somme directe de Jl et J2 et \% a méme image dans c/

que la projection p de I sur I, marallélement & J1 s d'ou l'assertion.

De la méme maniére, on voit que si Gy 5 cee s O sont des idempotents ortho-

gonaux deux 2 deux de G/~ , il cxiste des idempotonts deux 2 deux orthogonaux

da B, soit € 3 cee 5 s dont les images canoniques sont € 5 er s € -

thy

Enfin s1 e et f sont des idemvotents de € ; e et leurs images dans

C = G/ , on voit facilement que les iddaux 3 gaucte C.e et C.f sont isomor-

-

vhes comme C(-modules si et seulement si les A-modules e.I et f.I sont iso-

morovhes, donc si et seulement si les C-modules Ce =t Cf sont isomorphes.

Dans l'anneau C/¢ +tout iddal 2 gauche non rnul contient un idempotent non nul.

En fait GC/ est un anneau régulier au sens de von BMalii (i. e. tout idédal &

gauche monogéne est facteur direct ; ou encore C/ft est un anneau semi-héréditai-
re et tout idéal 2 gauche de type fini est facteur direct). En effet si yv est
un élément de C , J une extsnsion essentielle maxime de Ker i{ dans I et
p un rrojecteur de I sur un surplémentaire de J parallélement 3 I , alors

les images de W et p dans C/¥ engendrent lc méme idéal 2 gauche.

Telles sont les pro~riétés de factorisation en sommes directes de C . Bn fait
C a aussi d'intéressantes propriétés de nature topologique :

foit F un ensemble d'idéaux 2 gauche de € . On dira que C est linéairement

compact rour F si C est tel que : pour toute famille xf FLys LyeF, de
. _* ‘ "
classes d'équivalences de= € modulo des idéaux de F , possédant la provriété
> {al

d'intersection finie (i. e. toute sous-famille finie a unc intersection non vide),

il existe un k? de B avpartenant & chacue classe U, + L,
i v

o~

FROPOSITIO™ 12, =~ L'anneau € est linéairement compact pour la famille des an-

nulateurs de A-sous-moculesz de I .

Un effet, soit M, wune famille 4z A-sous-modulss de I , L, 1'ensemble des
\P de C tels que \?(?S) =0, 2t P, + L, une famille de classes d'équiva-

lences ayant la pronriété <'intersection finie. i m & M est nul sauf pour un

norbre fini de o , alors
VR o B
L) = Lymd = ¢Qag =0

ou kf arpartient & 1'intersection des \ywi-lai tels que my.# 0 . ainsi la

correspondance Z:nd-—arZ:\ﬁ‘(nx) définit une application A-lindaire
E e



. 2-25
de M= zs My dans I . Cette apnlication se prolonge en un endomorphisme Lf

de I et \f est congru & k&{ mod Ld pour tout ¢
C. Q. F. D.

En particulier, si 1'on munit B de la tovnologie de la convergence simple,
B est un anneau tovrologique complet.

De m8me P est linéairement compact pour la famille des idzaux & gauche en-
gendrés mar un idemnotsnt et cetie oroprieté ne fait intervenir que 3B et non

pas I .

2. Anneaux réguliors injectifs.

Dans le varagraphe précédent peu de provridtés de 1 interviennent effective-
ment et 1'on mourrzit étudier sous quelles conditions ce qui a été dit reste va-
labls cuand on remnlace I var M ; C par B et % par ¢ (comparer avec
[1]) ; nous nous contenterons de remarquer que tout reste vrai® si par exemnle

M est 1l'ensemble des éléments de I annulés par un idéal bilateére de B .

In particulier, supposons que M soit égal 2 1'ensemble HomC(Qﬁ? s, I) des
éléments annulés rvar «*; I étant toujours extension essentielle de M . Alors
B =RA* = CL® et B est donc lindairement compact wour la famille des idéaux

gauche engendrés par un idempotent. L'importance de ceci est due 2 la

jovl

PROPCSITION 13 (UTTMI [21]). - Si B est un anneau réguli-r au sens de von
it

NEUMARY, les assertions suivantes sont écquivalentes :

a. B est lindairement compact wour la fa~mille des idfaux & gauche engendrés

k=

par un iderrotent (qui sont facteurs directs dans 2 ).

b. B est un B-module 2 droite injectif.

(b)=2(a) : Car alor: R est l'anneau des sndomorrhismes d'un module injectif.

i3

(a) =9 (v) :
cation B-linéaire de i dans P .
X"‘“‘\be, X e"’-&’ b€.”3 °

Mais 1'idéal 1w est déterminz par les idsm—otents e, qu'il contient. De méme

n affet, soit 1 un idéal 2 droite de B et soit t{i une avcpli-

Il

n veut montrer que &? est de la forme

1'application \f est déterminde quand on se donne la famille des Lf(ed) . Mais
Lf(e«) est de la forme hy ex ou by est déterniné & un élément de B(1 - o)

prés. Si 6y 5 eo 5 €  sont r idempotents de ., 1l'idéal e, B+ ... + e .B

1 n 1 n,
est engendré par un idempotent e st \f(e) ast de la forme c.e . autrement

dit c¢ appartient & toutes les classes d'éguivalences 32B(1 - ey ) + b, et
e i
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la famille 3(1 - ed) +b ala propriété d'intersection finie. Il existe donc
b appartenant & tous les B(1 - ey) + b, et xf(x) = bx si x €,
C. Q. '« D.
Comme exemvle d'anneau régulier injectif, on rourra prendre les produits infinis
d'annezux d'endomorphismes d'espaces vectoriels de dimension infinie sur des corps

zauches.

3. Retour & la localicsation.

Fous allons donner une formule qui (avec les notations du paragraphe 1) permet
de construire l'anneau C/&* sans avoir recours & l'envelopne injective I de
M . Pour cela désignons var T la famille des sous-modules M' de M tels que
M soit extension essentielle de M' . Cette farille L satisfait manifestement
aux conditions suivantes

sl |

, alors I € 1 .

iy
5]

as Si M OM' et MU'

I

b, S1 M'@E et MP& T, alors M' NMW L E .

"

e, S M'e€ B et Mo

T oet si Lf: M'e—sM  cct un morphisme de M' dans
M, alors \f "Ly ¢

=

Les conditions (a") et (b") font de & un filtre, et permotient de définir le

groupe _1lim Hom (M* , M) . La condition (c") permet manifsstement de définir sur

M'eRE
1im HomA(M' s M) une structure d'anneau. Nous noterons par v 1'application cano-

——

Mrew . (.\. .M) E) 14 - H (M' V)
nique de B = ﬂqqA M, M ans ﬁyg -m@A. s M) .

PROPOSITION 14. - Il v a un isomorvhisme canonicue w de 1'anneau 1lim Hom, (M' , M)
e A 5

°

sur 1'anneau GC/¢ tel cuc ls diagramme sulvant soit commutatif :

"5 lim Honm (Mo, M)

/E///} | A

B bw
- u \’y
\C/J’

Yous allons exhiber l'application w et laisser le reste de la preuve pour le
lectzur. 81 \$ avpartient 2 HomA(M’ , M) 5 alors kf se prolonge en un endo-
morphisme de I qui est défini 2 un é1lément de § pr3s. On obtient ainsi une
application de HomA(M' s M) dars C/¢ . Quand M' varie dans B , cette appli-
cation induit 1'application w de linm HomA(M", M) dans C/s .

En particulier, si M = A comme A-module 2 droite;, E s'identifie & la famil-
1z des idéaux 2 droite dont A est extension essentielle ; en outre les conditions

(am), (b"), (c") entralnent les conditione (a), (b), (c¢) du chapitre I, paragrarhe 7.
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Enfin la proposition 14 rappelle fortement la proposition 5. Pour que la ressem-

blance soit compléte, nous fzrons pour la fin de ce paragraphe 1'hypothése C :

(C) 8i A est extension essenticlle de 1'idéal & droite O et si

x.00=0, x& A, alors x=0,

Si (C) est satisfait, je dis d'abord que la famille © satisfait 2 la condi-
tion (d) du chapitre I, paragraphe 7 , en effet, si £ et M. anpartiennent 2
E et si W est un idéal 3 droite non nul de A , alors f nNr #0 et donec

(! ev).m & (.{ctn.)ﬂ o A0 .

Autrement dit A est extension essenticlle de L. 3, ou I . €8

La famille d'idéaux E définit doanc une localication et 1'on notera par NE
le localisé d'un A-module 2 droite ! . Mais 1'hymothise (L) signifie que
1l'application canonique de A dans A? est injective et donc que A, s'iden-
tifie a l;Q>HoqA(I , b) (proposition ). Autrement dit A est canoniquement

30 = .

isomorphe(gu centralisateur de Johnson CA° de A ; et est donc un anneau ré-
gulier. Infin AE zst aussi 1'ensembla des éléments x de 1l'enveloppe injec~
tive I de A tels que (A : x) € T, ensemble qui n'est autre que I tout

entier. Cn a aingi démontré le

THEOREVE 1. - Si 1'anneau A satisfait 3 la condition (C), la famille E des

idéaux & droite dont A ost extension essentielle définit une localisation 3 le

localisé AE dz A est un anneau régulier injectif 2 droitec. Comme A-module

4 droite, A~ s'identifie & 1'enveloppe injective da 4 .
-4

4. Exemples [9], [21], [6], [11].
Voici unc liste d'exemples bizarres ot moins bizarres.

a. A est un annzau tel que tout idéal & droite non nul de A contient un idem-
potent non nul. Il revient au méme de dire que si a £ A et a #£0 , alors il
existe x € A, x#0, tel que xax = x ; ou encore que tout idéal & gauche non
nul de A contient un idemrotent non nul. Ceci a lieu si A est un anneau régu-
lier an sens de von FEUMANN.

Alors la condition ((?) est satisfaite; car si x.@« =0, <4 annule 1'idéal
&4 gauche Ax et donc 1'idéal 2 gauche he, oi e est un idempotent contenu dans
Ax . autrement dit . est contenu dans (1 - e) A ce qui n'est possible que si
e =0 ousi A n'est pas extension essentielle de <1 .

On voit en particuliecr que tout anneau rézulier au sens de von KEUMANY se plon-

ge dans un anneau régulier injectif.
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b. Soit A wun anneau prinitif avec socle (autrement dit A contient un idéal

3 droite minimal et fidéle ; ceci est lo cas si A est l'annsau des endomorphis-
mes continus d'un cspace vectoriel topologique). Les idéaux & droite minimaux de
A engendrent alors un iddal bilatére S de A ; le socle de & . Si I est un
jdéal 3 droite arbitraire de A , alors {.S est contenu dans {n S et n'est
pas nul si i n'est pas nul. Autrement dit A est extension essentielle d'un
idéal 2 droite ™ de A si et ssulement si T contient S . En outre la con-
dition (C?) est satisfaite et la promosition 6 montre que le localisé AE de A

n'est autre que HO@A(S , 4) = HomA(S , 8) .

kinsi A_ est 1l'anneau des endomorphismes du socle de A qui n'est autre que
]

le bicommutant d'un module simzle.

[RQET

c. Tout anneau intdgre ou quasi-gimple (il n'y & pas d'idéal bilatére différent

de O et ds 1'annesu) se plonge dans un anneau régulisr injectif. Vous allons voir

N

que si A est soumis 2 des conditions noethériennes l'annezu régulier injectif
est en f2it un corps gauche ou un anneau simple.
d. L'exemple de GOLDIZ [6], [11].

TIRORMME 2. (GOLDIE-LESIEUR-CROISOT). - Soit A un annecu avec §lément unité sa-

tisfaisant aux conditions sujvantszs.

a. (0) est un idéal bilatere premaer de A (si o et © sont deux idéaux

bilatéres non nuls, alors <.% n'2st was nul).

b. Les idéaux 2 ¢roite de la forme (0 : &) = {x]x €A, ax = O} satisfont 3

v

la condition des chalnes ascendantes.

c. A ne contient pas de sommes directes infinies d'idéaux & droite.

Alors l'anneau A satisfait ? la condition ((/) et le localisé A, de A est

un annsau simple. Zn outre si S désigne le svstéme multiplicativement stable des

éléments réguliers de A , alors & admet un anneau de fractions 3 droite pour

S qui s'identifie 2 A, .

Montrons d'abord que A4 satisfait 2 la cosndition (C?), I1 s'agit de montrer que

si 2 #0, il existe un b non nul dans A tel que bA N(0 : a) =0 .
Autrement dit abx = 0 doit entralner bx = 0 ou encore (0 : ab) ¢ (0 : b) .
Prenant ¢ tel que (0 : c¢) soit maximal, il existe d tel que 2d¢c #0 , car

(0) est un idéal bilatére premier. Il suffit alors de choisir b = dec ,

C. @. F. D.

La condition () est donc satisfaite et A.. est un anneau régulier injectif.
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Si A, contenait des familles infinies d'idempotents orthogonaux deux 2 deux,
pat}
A contiendrait des sommes infinies d'iddaux 2 droite : donc A, est semi-simple ;
enfin les idéaux bilatdéres de A, coupent A suivant des idéaux bilatéres et
KH

(0) ne peut &tre premisr dans A que s'il 1'est aussi dans AE ; l'anneau A,

est donc simple.
11 reste & démontrer la dernidre assertion. Si s € A est régulicr & gauche
(i. e sx = 0=3x = 0 ), 1'homothétie x—-3sx est un endomornhisme injectif
"de A et donc aussi de AE‘ (qui est extension essentiells de A ). Cette homo-
thétie est mar conséquent un automorphisme de AE et est inversible dans AE 3
en particulier s est régulier & droite dans A (i. s« x5 =0=}x =0 ). Ainsi

S est formé des &léments réguliers & gauche de A .

Pour que la démonstration soit compldte, il suffit de montrer, d'aprés le cha-
ritre I, que :
HET&ED contient un s € 8 (ou Q. est un iddal a droite de 4 ).

(:'-': C'est immédiat, car 1'idéal ? droite de An engendré par s est A, .

==J: Soit n 1la longueur de A, comme Ag-madule. 5i a appartient & Ap ot
si a désigne 1'homothétie x —3ax , on remarque d'abord que Ker (‘fa et
Im &()a sont facteurs directs dans B et satisfont & 1'égalité sur les longueurs :

~€ (Ker Liﬁ'a) + {(_Lm {/a) =n .

Soit maintenant ¢t un idéal & droite tel que A soit extension essentielle de Q.
et soit

B elAE@ @eni&

E
une ddsomposition de A  en idéaux simples ( e idempotent). Il suffit de cons-

truire un s ¢ @ tel que Im L,;'s rencontre ey AL s ooy e, AE .

Or il existe a, tel que e 8y soit différent de 0 et e, 2, € . Alors
G = ﬂ ). | ’ = -
wo=e A N0 0 ot {(Ker Lfelai) n-1.

De m3me 0-2 = e, AE f3.4£40 et &

Ker \} ) o« (¥er Lfe alﬂ 4) £#0 4 car

2 eqa,” "2 1
(0) est premier. Il existe donc a, tel que ey 8, € 63\2 et que

Ker ZYer \¥ . D'ou ‘f(Kc:r ' N\ Ker )=n-2.
{e’az %61“1 : e 84 \{ezaz

2 1

Bt ainsi de suite on construit 3y 5 ece 5 B tels que e; aié O, et que

Im f =e, A, Ker \J _ N ... [\ Ker \ =0

e.a. i
i1 171 enan
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Alors s =ey 8, * ..o v a est manifestement régulier.

5. Quelgues conséquences du théoréme de Goldie-Lesieur-Croisot.

N

Nous supposerons 2 partir de maintsnant que A est un anneau noethérien & droi-
te et que £ est un idéal bilatére premier de A . Alors 1'anneau Aé} satisfait
aux conditions du théoreme 2, et est donc contenu dans un anneau simple 2" qui
est extension essentielle de A/y comme module & droite. En outre l'enveloppe
injective I de A4; comne A-mocdule & droite contient A* et A* s'identifie
2 l'ensemble des éléments de I annulés var p . Si 1'on emploie les notations

du paragraphe 1 et si M = A/(_, , alors B =BA = A/;r. et C/fe = &* .

Les idéaux 2 droite de 'A[@ qui sont des annulateurs corresondent buunivoquement
aux idéaux 3 droite de AT . On en dsduit que tout A-sous-module & droite non nul
de A" engendre la md8me sous-catégorie localisante de A-modules que Aé» (car
{* est intorssction finie <'annulateurs d'éléments d'un tsl sous-module). En par-
ticulier si les injectifs indécomposables correspondent biunivoquement aux idéaux
bilatéres rremiers de A , toute sous-catégorie localisante D de A-modules &
droite est caractérisée par les A-modules du type A[} qu'elle contient. On peut

alors définir le snectre premier de A comme 1l'encemble de ses iddaux bilateéres

nremiers st munir ce spectre d= la topologie de Zariski. De cette maniére, on re-
trouve la correspondance entres les sous-catégories localisantes et les sous-

ensembles du spectre qui sont réuni-n dz fermés.

Tout cela se simplifie beaucoup quand A est un module noethérien sur son cen-
tre. Les phénoménes nouveaux qui apparaissent dans ce cas sont 1liés & la struc-
ture des injectifs et 2 un théoréme de dualité qui généralise la dualité de
MACAULAY-MATLIS [12], [5]. Nous n'avons pas le temps d'exposer cela ici, et nous
nous contenterons de donner un axemple fravpent d'anneau artinien. Zn varticulier,
on verra que si .4* est un idéal bilet2re mon nul de A , il n'existe pas toujours
de foncteur localisation qui fasse de 4 wun idéal bilatérc maximum du localisé

de A .

6. Exemple : modules sur 1'anneau des matrices triangulaires.

Soient k un corps et T = Tn(k) le sous-anneau de Mn(k) formé des matrices

triangulaires. lous allons nous intéresser aux modules & gauche sur T .

L'anneau T est formé de matrices 4 de la forme :
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8.1 3.2 a3 s e o0 &n

O b, by, ... B

A = O O cl s e Cn.z
"o 0 0 ... {1

Le radical I* @est formé des matrices '"dont la diagonale est nullef :

L'anneau T/¢° ect un nroduit de n corps isomorvhes & %k ot les matrices
diagonales forment un sous-anneau qui s'identifie 2 T/r par 1l'application ca-

nonique de T sur T/ ("sous-anneau de Cohen').

Les idéaux maximaux de T sont en évidence sur la représentation matricielle ;

les modules simples sont isomorphes & k% comme groupes abéliens, la multiplication

9 oo ”i

-«

par A se réduisant respectivement % celle par 8y » b on notera

1 1°

les modules simples par Sl 9 eve Sn .

Soit Ei 1a matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui de la
case (i, i) qui vaut 1 . ILa matrice

o

3 est idempotente, et TEi est facteur
direct dans T . C'est 1'iddal 2 gauche fermé des matrices triangulaires dont

.

tous les coefficients sont nuls sauf ceux de la i-iéme colonne :

- TE1 P1 est simple et isomorphe & Sl .

- TEi = Pi est un module 2 gauche vrojectif de longueur i ; il ne posséde
qu'un seul sous-module de longuesur i ~ 1 et ce sous-module est isomorphe 2
TE, , = P, .

i-1 i-1

= o000

- TEn = Pn a vour longueur n et possdde une seule suite de Jordan-i3lder.
Les sous-modules de Pn sont isomorphes aux Pi . En particulier, comme les Pi
sont les seuls rrojectife indécomrosables et que tout sous-module d'un projectif
indécomposable est projectif, l'anneau T = Tn(k) est_héréditaire, On considérera

que Pn est un crapeau de k-espaces vectoriels ot que T ~2st l'anneau des en-

domorohismes de ce drapeau. Le commutent du T-module Pn a5t k et le bicom-
mutant est Mn(k) .

En fait Pn est aussi un - Te«modulc injsctif et tous les quotients de Pn
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sont injectifs car T est héréditaire : on obtient de cette maniére tous les
injectifs indécomposables, et on notera par Ik 1'injectif indécomposable dont

le socle est Sk .

Soit majntenant M un T-module arbitraire : si deux sous-modules M' et M"

de M sont injectifs, la somme M' + M" qui est un quotient de ' @ M" s&st
un module injectif ; le module M contient donc un sous-module injectif maximum

I ,et M=I81N, ou N ne contient aucun sous-module injectif.

Je dis qu'alors aucune suite de comoposition de N ne possede de quotient iso-

- - - . i_v r"- 1\‘1; - ‘;( - S e T .
morphe & Sn . Car ei C i, i, avec N2/11 Sn , alor Né/%hz contient

o1 1
un facteur isomorvhe & Sn s et 1'envelorme projective de N2 a Pn en facteur
direct. autrement dit N2 contient un quotient de Pn s donc un injectif : con~-

tradiction.

Autrement dit N appartient 2 la catégorie des T-modules dont aucune suite
de composition n'a de quotient isomorphe 2 Sn . L'étude de cette catégorie ¥

peut se faire directement, ou bien 2 1'aide de la remarque suivante :

Le module I apvartient & ¢ si et seulement si En K =0, donc si c'est
un module sur l'anneau quotient Tn/Tn En o Ty1 1 D'ou par récurrence sur n
n-
le résultat que voici :

Tout Tn(k)-modulewg gauche est somme directe de modules indécomposables. Tout

ind$composable sst détermin< par la donnée de son enveloppe injective et projec-

tive. C'est le guotient d'un sous-module de P .

On connalt donc tous les objets de la catégoris C des T-modules. Aussi la

localisation est-elle particulisrement agréable.

Soit D wune sous-catégorie localisante de C . Elle est engendrée par des mo-

dules simples (par exemple 82 ’ S3 s S, ). Alors le plus petit idéal & gauche

5

o tel que T/ 2D est un idéal bilatére. Zn outre comme l'anneau T est hé-

réditaire, le foncteur localisation n'est autre que == HomT(o., M) (corollai-
re 1 de la nroposition 6). Tous les foncteurs localisation sont donc exacts. Dans
1'exemple choisi, TD n'est autre que 1l'anneau des matrices dont tous les coef-

ficdients sont nuls sauf ceux de la zone hachurée :

AT
i:';!!-!l“
bl
Pl
{
1
{
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En outre T se plonge dans TD de la facon naturelle, c'est-3-dire en asso-

ciant 2 toute matrice de T 1la "méme" matrice de TD .

~A

L'exemple de Tn(k) a le "désavantage" de toujours fournir des foncteurs loca-
lisation exacts. De méme les conditions du corollaire 1 de la proposition 6 sont

toujours satisfaites. Pour un contre-exempnle 3 ce corollaire, on peut choisir la

catégorie des modules sur l'anneau des endomorrhismes du groupe abélien

Jg/(p) ® Z/(ﬁg) . Nous ne détaillons pas les calculs...
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