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M,=L, DUBREIL-JLCOTIN et C, PISOT
(ALGEBRE et THEORIE DES 1OMBIES)

année 1958/59
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OBJETS INJECTIFS DLNS IES C..TRGORIES ABELIENNES

par Pierre GABRIEL

1. Introducticn.

Cet expos¢ est un ropport sur le travail de MATLIS [7] . Cependant le langage
" a ét¢ modific et les mithedes employées ici pour la dualité sont diffdrentes. Ie
rédacteur s'est en outre complu & donner de nombreux exemples et & en décuire

des résultats sur les anneaux non comnutetifs et les faisceaux quasi-cohérsnts.

2. Enveloppes injectives dans les catégorics abéliennes.

Nous nous excusons pour les sorites qui suivent.

Nous ne considéreronsque dos catigories abéliennes satisfaisant aux axiomes
(2) , (B) et (C) :
§°

A, S1i T est un ensemble préordonné filtrant croissant, et un aysteme

inductif sur I , & valeur dans C , alors la limite inductive liy (0 existe.

B. 4vec les notations de l'axiome &) , lo foncteur additif lin §° de @ est

exact,

C. I1 existe un generoteur U de C , i.e., un objet U tel que tout objet de C

est isomorphe & un quotient d'une somme directe U(I) d'objets identiques & U .

On reppelle que l'axiome 4. cquivaut & 1l'sxiome L', ¢+ A' ¢ Pour toute famille

L

(Pi)i ¢ 1 d'objets de C , la somme cirecte des P, existe,

En outre pour une catégorie abéliennc satisfaisant & lvaxiome (&), Ll'axiome (B)

équivaut a (B*) et & (B")
B : Si (P'?)i eI est une famille filtrante croissante de sous-objets de P ,

alors l'application canonique de lim Pi dans P est un monomorphisme.

B" ¢ Si (Pi)i ¢TI est une famille filtrante croissante de sous-objets de P ,
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et si Q est un sous-objet de 4 , clors
(sup Pi) ONq= sup(Piﬁ Q)
tosiens 1'imase de 1 e
(sup P, designs l'image de ]:_1_1% P, dens P)

les axicmes (&) , (B) et (C) entrafnent que pour tout objet M de C il existe
un nopomerphisme i: M-I , o I est un cbjet injoctif do C (GROTHENDIECK.

[57]) . Nous nous proposons de montrer qu'il existe i : M—» I tel que I soit
le seul injectif contenent M et contenu dzns I . On utilise a cette fin la notion

d'extension essentielle ¢

Si M est contenu dans un objet P, on dit que l'extension P de M est
essentielle (ECKMAHN-SCHOTF) si tout sous-objet Q de P est nul dés que
QN M= 0. Il revient au méme ce dire que tout morphisme de P qui induit un
monomorphisme sur M est un monomorphisme. Lorsque C est la categorie des mo-
dules unitaires & gauche sur un anneau A non commutatif, a 1'é¢lément unité, le
module P est une extension essentielle de mocule M si tout élément non nul de

P o un homothétique non nul dans M ,
Les assortions suiventes résultont directement des hypotheses

- Dans le situation M CP CQ , Q eot extension essentielle de M si et seu-

lemeut si " P est extunsion essentielle de M et Q extension esuentielle de P ,

-5 MCP etsi P est le sup d'une famille filtrante croissante (Pi)

iel

d'extensions essentielles de M alors P est une extension essentielle de P o

En effet si QCP etsi QNM=0, alors QN Pi) N¥M=0, et done
Q0 Pi =0, Mais Q =Q ) sup Pi sup(Q N Pi) =0,

il

CeQ.FoDo

-Si MCP, alors il existe un sous-objet Q de P tel gque Q N¥=0 et que

P/Q soit extension essentielle de l'image de M dans Q/M : il suffit de prendre

pour A un sous-objet maximal parmi ceux qui satisfont & 1'égalité QN M =0

(les derniers forment un ensemble inductif c¢'aprées (C) et (B")) .

- §i (Mi) est une femille d'objets de C admettant des extonsions essentielles
iel
. ) 3 ) i . (SR
(Pi) , alors 1E T Pi est une extension essentielle de seThy

i€l
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Démontrons d'abord 1'assertion dans le cas o I est reduit & deux cléments,

I-= il , 2; : soient alors D, et b, les projections de Pl® P2 sur P1 et

P, et soit Q wn sous-objet ce P, ® P, . 81 Q # 0 , on peut supposer que
Py Q) # 0 et alors pl(Q)r'\Ml # 0, cl'est~a~dire pl"1 (M‘l) NQ = Y # 0 . Dés

lors ou bien 9, C pé‘l (1V12) et le resultat est demontre, ou bien p2(Q1) £0 et
p2(Q1) 0 b, £ 0, clest-a-dire p2-l (i) 0 Q, # 0 . Or ce dernier objet est contenu
dens Ml @ MZ >

On en déduit le rusultat par récurrence dans le cas ou la famille est finie.Dans
o L . . D - A - [ £
le cas général enfin, si Q C ;%1 Fy » Q#0, alors Q = s;p(Q A 5 eﬁ'J Pi) ,
ou J parcourt les sous-ensembles finis de I . Donc Q0 (iC‘gJ Pi) # 0 pour

un gertein J , i.e. QN (i?J Mi) £0,

CeQ-FoDo

- Si M est un objet de C, M est extension escentielle de tout sous-objet

pon nul si et seulemeut si O est irrcéductible dans M, i.e. .Si POQ =0 dans

M entrafne P=0 ou Q=0.

-~ Plus généralement si (Ni)” est une famille finie de sous-objets de M tels
ielI ~
que chaque N, soit irréductible dans M , que O = i‘? I Ni , et yue O ne soit
pas intersection d'une sous-femilie de (Ni) s alors le monomorphisme canonique
i€l

de M dens g/l (M/Ni) est une extension essentielle de M .

Par hypothése @ Nj #0 el son image P, dans M/Ni n'est donc pas nulle.

L'image de M contient iéeD p Py etil suffit donc de montrer que chaque M/Ni

est extension essentielle de Pi ; mais ceci résulte de 1l'irréductibilite de Ni .

PROPOSITION (ECKMANN-SCHOPF), - Si M est un objet de. C , il existe un objet I,

defini & un isomorphisme prés, et un monomorphisme 1 : Me—s I, défini & un

automorphisme prés de I tels que 1'une des proprictes caractéristiques sulvantes

soient satisfaites

a. llextension I de M est essentielle et I est injectif.

=
-

b. l'extension I ce cst essentielle et I n'admet pas d'extension essentielle

propre.
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c. I est injectif et pour tout monomorphisme j : M=-—>J de M dons un

objet injectif, 1l existe un monomorphisme u : I --J tel que j=uo i,

de I est injectif et M n'admet pas d'autres extensions injectives contenues

dans I o

e, Liextension I de M est essentielle et pour toute extension essentielle

us M-y P il existe un monomorghisme j : P--—>J tel que 1=jou

On va diaberd construire i et I satisfaisant & la condition (a) : Pour cela
spit j ¢ M --=J un moromorphisme de M dans un objet injectif et soit Q un
sous-objet de J maximel pour la relation O QM= 0, Soit enfin I une extension
essentielle maximale de M dang J . salors Q NI =0 . Je dis qu'en outre
J=Q+ Iz car sipon le morphisme canonique de I dans J/Q ne serait pas
surjectif. J/Q oaurait donc un sous-objet isomorphe & I et cet isomorphisme
se prolongerait en un morphisme k de J/Q cans J . Comue J/Q est extension
essentielle de I, k serait une injection, ce qui est contraire au caractere

m:ximal de I . L'objet I est donc facteur direct dans J et est injectif,

ae => b, s car si I CK, alors I est facteur direct dens K et l'extension

n'est essentielle que si I =K ,

b. ‘.:’;* c. ¢ Montrons que I est injectif : supposons donné le diagramme

g\Q

/

> P
U
I

et soit I? Q le conoyau du morphisme (f , -g) ¢+ P—I@Q . Les injections
de I et Q dans IEQ se prolengent en un monomorphisme <f': 0—-~7>I—~+IPQ
et un morphisme H/ Q-—->I? Q - En outre (f‘c f = (,f'(‘) g « Soit donc R un
sous--objet de If’ Q maximal pour la relation RN I =0 , Alors IP Q/R est
extension essentielle de I et lui est donc égal. Le morphisme de Q dans

If; Q/R prolonge f .

Le reste de 1l'assertion riésulte du caractére injectif de I .

ce =3 d. : Sinon soit J un objet injectif tel que M & JC I et J#I . On
sait que J contient une extension injective essentielle de M et on peut donc
supposer que J est extension essentielle de M . Alors u applique I et J

sur un facteur direct de J , ce qul n'est possible que si I =J et si u est
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un isomorphisme.
de = e, : Clair,

€e =>0. 3 En cffet s1 P est une ext:.nsion injective essentielle de M, alors

P se plonge dans I, et est donc facteur dircet de I 3 d'ou P =1,

/ _
DEFINITION. = Tout objet I satisfaisant & 1o proposition précédente sern dit

"Irenveloppe injective de M (avec abus de langage).

COIOLLLITE 1, = Si M Mn ont pour enveloppe injective I1 y see 5 I

1; see o n’

alors I1 D e @ In est enveloppe injective de Mi @ oo @Mn .

COROLL4IRE 2, - Si N cee Nn sont des sous-objets de M, irréductibles

1 3

dems M, si 0= Nlﬁ cee AN, 81 0 n'est pas intersection de moins de n

d'entre les Nj , 81 enfin Ij est 1l'enveloppe injective de M/Nj , alors

I1 @ oo B In est l'enveloppe injective de M ,

Lo decomposition primaire comuence a poindre & 1l'horizon, meis nous ~llons

d'abord aonner quelques exemples.,
3. Exemples.

2. A est un annezu non commutatif a  ¢lement unité ;3 la categorie C  des

h-modules & gouche uniteires sotisfait aux axiomes (&) , (B) et (C) .

b. A est un annecu gradué & clement unité et C est la cotugorie des  A-modules

& gauche gradués unitoires, avec homomorphisme de degré O .

c. Soit A un anneau non commutatif intégre & élément unité, tel que O ne soit
pas intermection de deux ideaux & gauche non nuls. On sait qu'il existe =alors un
corps des quotients a gauche K , i.e. un corps gauche K contenant A et tel

que tout x € K soit de 1o iorme x = b . a , b,aéi, b#0 (DUBREIL[4]) .

Je dis que K est 1l'enveloppe injective du A-module & gouche 4 . Il est en
effet clair que l'extension est essentielle. D'iutre part K est un A-module
injectif

Car si /A est un idcal & gouche de A et Y un morphisme de A dens K,
alors 4 (X) = > .(X'l\g)(k)) , pour X €N¥ | 51 maintenant M ¢ A et s eh,
A#O# \~» eloss AXO Auf 0 et il existe vV tel que V=a) = bp, a, b €A

D'ou 1l'on tire
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-1 -1 - - -1 =1, - e s -1
90 =x1 -1 g(an) =9 Loy =7 b Ly (bp) =\~1 Q) . ohinsi x =X (N
ne dépend pos de N et le morphisme I? i a~>ax de A duins X prolonge \?.

d. Soit G un groupe fini, 2 [G] 1l'algébre du groupe et Q [G]= Q) Z [ag].

I

Je dis que Q [G] est un Z [G] -module injectif s En effot si M ost un
oM MW B
z [G] -module, alors Q4 M estun Q [G] -module ¢t 1o foncteur M >Q &, M

est exact. Le resultet se ceduit done du fait que Q [G] et un cnneau semi-simple
Faaal

et que 1'on & la formule :
HomZ [a] M, QA[G] ) = HomQ 6] (EA@Z M, &[G] )

Linsi lorsque M est un Z [G] -module sans Z-torsion, alors M est contenu
N

M

dens Q @i M et ce module est une extension injective et essentielle de M «
NN

MA

e. C est le catécorie des groupes abeliens.

Llors § est l'enveloppe injective de Z . Plus gencralement si G est un

groupe libre, son envelcoppe injective est Q(Sk G .

aaa)

De m8me, si p est un nombre premier, soit Zp le groupe multiplicatif des
n o
p

nombres complexes 2z tels que z° =1 pour n assez grand. Le groupe Zp

©

. n . . .

"contient" tous les groupes Z/(p ) et est manifestement une extension essentielle
NA

de ces groupes. Comme Z est en outre divisible, 72 est l'enveloppe injective
2P Do
des 2/(p") .

On construit ainsi facilement l'enveloppe injective de tout groupe abélien de
type fini. Ces considérctionsseront générnlisces dans le paragraphe suivant. On

remarquera que le Tore D = Q/(1) est 1o somue cirecte des 2 , quand p
~m ”pm
parcourt les nombres premiers.

f. k est un corps commutatif, A 1'an.eau des séries formelles :

A =k[[X1 y eee s Xn]] .
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L'anneau 4 a pour idésl moaximum 'Rlz(Xl y see Xn) et L/t =k . Le corps

k est ainsi muni d'une structure de A-module. Nous allons construire son envee

lorpe injective. Pour cela soit I =k [%- y coe % J . On définit sur I wne
1 n

structure de A-module & 1l'aide des formules

© N =
g 0 si i 0

. 1 1 1 _
i 3 —;‘-I- LN ] —0‘-\1- LN 'a—r'l' - 1 1 1
Xl Xi Xn "&'1 XN} ‘m s0 0 ‘;‘"" Sl d\i>/l .
1 ., N
Xl Xi X

Les polynbmes constoants de I forment alors un sous-module isomorphe & A4/f= k
et I est monirestement une extension essentielle de ce sous-module., On verra
plus tard que I est un A-module injectif et donc que c'est 1l'enveloppe injective
de A/ﬁ; =k .

g. Soit X un espace topologique muni d'un foisceau d'annesux (. : lLa catdégorie

des faisceaux de (9 -modules & gauche satisfeit aux axiomes (&) , (B) et (C) .

he Soit V une varicte algébrique et soit C 1la categorie des faisceaux algé-
. g g g

briques quesi=cchlrents sur V (Chevalley [8] ) . Ies limites inductives de
faisceaux quasi-cohérents sont des faisceaux quasi-cohérents et les axiomes (4)

et (B) sont donc satisfaits.

Nous nous intércssons ici aux faisceaux quasi-cohérents qui sont injectifs dans
la categorie des faisceaux quasi-cohé¢rents et non pas dans la catégarie de tous
les faisceaux algebriques. ¥n fait 1l'ctude de ces faisceaux injectifs se raméne

a 1'étude des modules sur une algébre offine, sinsi :

PROPOSITION. - 5i U est un ouvert de V , i 1'injection cancnique de U dans

V et si F est un faisceau quasi-cohérent injectif sur U alors son image

directe i*(F) dans V est injective.

En erfet si H est un faisceau quasi-cohérent sur V , on a la formule
Hom (B , 1, (F)) = Homy(H v, ®),

Si F est injectif, le second membre est manifestement un foncteur excct en H .

COROLIAIRE., - 8i G est un faisceau quasi-coherent sur V, 1lexistc-un monomorphisme -
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i:G->I de G dens un faisceau quasi-cohérent injectif.,

Soit en eftet (Uk) un recouvrement fini de V par des ouverts affines et

 dens V . On sait que chaque G/Uk se

plonge dans un faisceau guasi-cohérent injectif de U , soit ik H G/Uk — Ik .

sait P l'injection canonique de U

hlors les morphismes canonigues de G dans les imeges directes iy »(G/Uk) des

faisceaux G/Uk dans V , incuisent un monomorphisme de G dans la somme directe
¢ 1.0 .

On pourrait démontrer lc méme resultat en exhibant un génsrateur de la catigorie.
Comme lo classe des types de faisceaux algébriques cohérents sur une voriété
algebrique est évidemment un ensemble, il suffit de montrer que tout faisceau
quasi-cohérent est limite inductive de faisceaux cohérents. Ceci résulte de la

propasition plus prveise qui suit

PROPOSITION. ~ Soit V une variéte algébrique, U un ouvert de X , F un fais-

ceau quasi-cohérent de V , G! un falsceau cohérent de U , contenu dans F/U .

Alors il existe un faisceau cohérent G de V tel yus G CF et que G/U=G'.

Soit 1 1lfinjection canonique de U dans V . On peut toujours supposer que
F/U = G' : sinon on reiplace F par l'image reciproque dans F du faisceou
i*(G') (pour lapplication canonique de F dans i*(F/U)) . On peut aussi supposer

que U est "maximal pour le prolongement de G ".

Si U#V , il existe x €V - U et un ouvert affine Uy de V contenant x .

Soient alors W = UO(\ U et soient f fn des fonctions réguliéres sur

1 9 o ec -»

UO dont les ensembles de définition V1 s oee o Vn forment un recouvrement, de

W . Soient Gi aes faisdeaux cohcrents de UO , contenus dans, F/UO et prolongeant
F/Vi = G'/Vi (i1 est clair que de tels G, existent), soit H le faisceau engendré
dans j*(F/UO) par les faisceaux images directes j*(Gi) , ou j désigne 1l'injection

F

canonique de UO dans V ;3 et soit K 1'imoge réciproque de H dans F
les faisceaux G' et K colncident alors sur UN UO s .G!' est cohérent sur

U', K est cohérent sur U, . Ie faisceau qui est egal a G' sur U, et égal

a X sur UO prolonge G' en un sous-faisceau cohérent de F(U L)UO) , contrai-

rement au caractére maximal de U : donc U =7V .,
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COROLIAIRE. - Pour qu'un faisceau guasi-cohérent I sur V soit injectif, il
faut et il suffit que le foncteur F — Homv(F , I) soit exact quand F parcourt

les faisceaux cohdlrents.

4, Décomposition des injectifs en sommes cireetes.

Nous allons supposer & portir de maintenant que le cateégorie abélienne C sa=-

tisfait & un axiome de plus :

D, I1 existe une fomille (U.) de générateurs de C( i.ee & U, est
P51 e I 71 =

un géndrateur de C ) telle que : guel gue soit 1, toute chafne ascendante de

sous-objets de U, est stationnaire.

Cet axiome est satisfait pour les categories suivantes
- C est lo catégorie des modules uniteires & geuche sur un anneau A non commutatif,

4 Slément unité, noethérien & gauche.
- . - \ 3 . e \ re
- C est la cotégorie des modules & gauche, unitaires,gradués, sur un anneau gradué
A , & élément unitl, noetherien & gauche.
- C est la catégorie des faisceaux algébriques quasi-cohérents sur une varicté
algébrique. '
Dans une catégorie sotisfaisant & (4) , (B) , (C) et (D), on appelle noethérien

tout objet dont toute cheine ascendante de sous-objets est stationnaire.

si O > M > N > P > 0

est une suite exacte de C et si M et P sont noetheriens alors N est noe-

thérien : soit en eftet ... C B C'Hn+1 C ... une chaine xscendante de sous-

objets de N et soit H = sup Hn .
n

hlors MA H=Mnsu H = sup (M N Hn) . Pour n assez grand on a donc

MNH=1NH et HMANH=H/MOH ,
n n n

d'oh le résultat.

On déduit de 1 que les objets noethériens s'identifient aux quotients d'une

. .. n
somme directe finie kg& Uik o

PROPOSITION, - Si M est noethérien, si P est le sup d'une famille (Pi)
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filtrante croissante de sous-objets de P, alors l'homomorphisme de groupe
abélien

\Pp;‘ sup Hom(M , Pi) ~—> Hom(M , sup Pi)
£ i i

est un isonorphisme.

I1 suffit de montrer que “Pp: est surjectif. Soit donc u un morphisme
us M-—3P=sup Pi‘
i

L'axiome (B") entrafne que u—lfsup Pi) = sup u-l(Pi) , (considérer le
i i
"grophe" du morphisme u ) . Il en résulte que u applique M dans Pi pour

i assez grand (la famille u'l(Pi) est stationnaire).

COROLLAIRE 1. - Toute somme directe d'objets injectifs est injective.

Ceci est clair quend la somme dirscte est finie. Dans le cas général la somme
directe est le sup d'une famille filtrante croissante d'objets injectifs. Il

resulte alors de 1o proposition que Hom(M , sup Pi) est un foncteur exact
i

gquand M parcaurt les objets noethériens et ceci est suffisant,

COROLLLIRE 2, - L'envelcoppe injective d'une somme directe infinie est la somme

direrte des enveloppes injectives.

Le but de ce paragrophe est d'étudier les décompositions d'un objet injectif
en sonses directes., Dlaprés le corollaire précedent une somme directe de la
cetegorie C  est injective si et seulement si chaque facteur est injectif. Un

objet est c¢it indecomposable s'il n'est pas somme directe de deux sous-objets

propres. les objets injectifs indécomposcbles sont carscterisés par la proposition

suivante 3

PROPOSITION (MATLIS). - Si I est un objet injectif, les assertions suivantes

sont équivalentes :

a. O n'est pas intersection de 2 sous-objets non nmls dé I .

b. I est indécomposable,

ce I est l'enveloppe injective de tout sous-cbjet # O .
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Lo proposition rusulte de ce gui précede et elle a les conséquences suivantes :

COROLLAIRE 1, - L'enveloppe injective de M est indécompos=ble si et seulement

si O n'est pas intersection c¢e deux sous-objets non nuls.

COROLLAIFE 2, - Si les (N,) sont des sous-objets en nombre fini de Mg
- - iel

irréductibles, tels que O = M N, et si O n'est pas intersection d'une sous-
iel

femille des Ni , ulors les enveloppes injectives des objets M/Ni sont indécompo=

sables et l'enveloppe injective de M est somme directe de ces injectifs indé-

composablesg

Réciproguement 3 I est l'enveloppe injective de M et si I admet une

décomposition I = @ (Ik) comne somne directe finie d'injectifs indécompo-
keK keK

sers = + =MNIT .4 irré i

sables, on posera J, .GB L et N MO T flors N, est irréductible et
itk

0 est intersection "irrédondente' des N, : on éteblit ainsi une correspondance

k
bi-mivoque entre les reprcsentations de O comme intersection irrédondente

finie de sous-objets irréductibles de M et les décompositions en somme directe
finie de 1l'enveloppe injective. Des propriétés d'unicité de cette décomposition
en somue directe, propriétés énoncées plus loin, résulteront des propriétés

d'unfcité pour les “intersectionsirredondzntes".

On remarquera yue si M est noethirien, O e:t intersection d'un nombre fini

d'irrcductibles dec M .

COROLLAIRE 3, - L'anneau des endomorphismes d'un objet injectif indécomposable I

est loqgiﬁ

En efifet si u est un tel endomorphisme et si u est injectif alors ‘u(I)
est facteur direct dans I et u est un automorphisme. Il suffit de montrer que
si Ker u#0 3t Ker v #£0, alors Ker(u+v) # 0 , mais Ker(u+v)dKer uf Ker v ,
d'ou le résultat.

PROPOSITION (MATLIS). - Tout objet injectif I est somme directe d'objets injectifs

indecomposables .

En efiet, soit I wun objet injectif et soit J un sous-objet injectif, maximal

pour la décomposition en somme cirecte G'injectifs indécomposables. Alors
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I=J@K et tout rovient a montrer yue K est nul :

Sinon X contiendrait un objet noethcrien non nul M . L'enveloppe injective
de M sersit contenue dems K et ndmettrait une décomposition en semme directe

d'injectifs indécomposables, ce gui est contraire au caractére maximel de J .

/ . A
T}EOR\EME (KRULL - KEMuK - SCHMIDT = AZUMAYA) o = Soit G une catégorie abelienne

satisfaisant aux oxiomes (4) , (B) et (C) et soit M un objet de C tel que :

&, I admet une decomposition en somme directe d'objets indécomposables s

M g

= @ i,
jel i

b.'anneau des endomorphismes de chaque facteur Mi est un anneau local, 1.6.

1la somme de deux €léments non inversibles est non inversible.

Alors les assertions suivantes sont vraies

a. Pour tout endomorphisme idempotent non nul f de M, il y o aumecins un i

tel que f induise un isomorphisme de M, sur f(Mi) . En outre f(Mi) est

facteur dircet de M et tout facteur direct indécomposable de M est disomorphe

& 1l'un des Mi .

be. La décomposition de M en somme directe d'objets indecomposables est unique

& un automorphisme prés de M .

AZUMLYL [1] a demontré ce theoréme dens le cas des modules. Sa demonstration
est d'une merveilleuse simplicite et elle s'applique au cas genéral modulo guelques

modifications de detail. Nous allons la recopier ici

LEMME. - Soit R 1'anneau des endomorphismes de M et soient a et b deux

¢cléments de R tels gue a+b =1 . 4lors pour tout systéme fini d'indices,

:i.1 y eee iS de I, il existe des sous-objets P1 g cee Ps de M tels que 3

a. Pour tout k , soit a soit b induise un isomorphisme de M, sur P

b. M adnet une décomposition en somme directe s

=P ®... PP & <i9ik Mi)
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En effet, soit ei la projection de M sur M, parallélement aux autres
k k

facteurs de la decomposition de M ., Alors

(’, =£, 0<‘-:1+'€i ob-
1 1 1

autrement dit, soit Ei oa, soit f% o b induit un automorphisme sur M, .

1 1 1
Supposons que ce soit ‘ej. o 2 + L'objet P1 = a(Mi ) est isomorphe & Mi et
1 1 1
L seans . . _
1, induit un isomorphisme de P, sur Mii o Comme Ker é;l =y il M, , on

en déduit lo décomposition de M en somme directe 3

M= Pl@ (i?il Mi)

Sur cette nouvelle décomposition, on recommence la méme opération pour Mi ,
2

et ainsi de suite : le lemme est démontré.

Ce lemme permet & AZUMAYL de demontrer la partie (a) du théoréme s En effet
soit f' =1 -f ; alors f' est idempotent et f o f' = f* o £ = 0 ., Autrement

dit M se décompose en somme directe

M=fM ®f'M) .
De plus f(M) = s?p(f(M)(\(.%S Mi)) , oo J parcourt les parties finies de 1 .
i
Il existe donc un nombre fini d'indices il s see iS tel que £(M)N( kél M, )
ne svit pas vide.
Appliquant le lemme p?écédent a e=f, b=1f", onsobtient une décomposition
N=P @... 9P, ® (i? M) o Or f£' annule £()0 ( ) Mik) et ne peut étre

ik k=1

un isomorphisme de Mi B eee @Mi sur P1'® cee @ Ps « On en conclut que pour
1 8
aumoins un k , f est un isomorphisme de Mi sur Pk H
k CeQeFaD,

Démontrons maintenant 1l'unicité de la décomposition s
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Soit donc M= @ N, une autre décomposition de M et soit fj la projection
3ed
de M sur Nj perallélement aux N, k # 3 . appliquant (a) & 1'idempotent

fj , on voit que fj induit un isomorphisme d'un Mi sur Nj . Tout Nj est

donc isomorphe & un M, ¢t la seconde décomposition satisfait également aux
hypothéses du théoréme. Renversant la vapeur, on en conclut que tout M, est

isomorphe a un Nj .

On considérers dans la suite deux indices de I (resp, de J) comme équivalents
s'ils définissent des objets isomorphes. les classes d'équivalence de I et de J
se correspondent biunivoguement et on notera K 1'ensemble de ces classes (avec
abus de notetion). Tout k € K ddéfinit donc une classe d'équivelence I(k) de
I (resp. J(k) de J) dont on designera le cardinal par ¥ (k) (resp. :;(k)) :
tout revient & montrer que, pour tout k ¢ K, ¥ (k) = j (k) .

Supposons d'abord que X (k) est fini :

Si ¢ J(k) , soit £, la projection de M sur Nj parallélement aux autres

1
facteurs de la cecomposition M= @, N, . alors, d'eprés le lemme, f, est
un isomorphisme d‘un Mi sur Nj et on a la décomposition
1 1

(1) M:M.@( N, .
g 3?313)

Si j, estle seul ¢lément de J(k) , on a X (k)3 ﬁ(k) . Sinon soit

Jn€ J(k) et soit f, 1la projection de M sur N, perallélement aux autres

J2

facteurs ¢e (1) . Alors f, annule M, et estun isomorphisme d'un Mi sur

1 2
N, .D'oh s
2
(2) M= M @D%Z@ (.®. Nj>

1 I £
323,

Ce procédé se poursuit tant que 1'on n'a pas épuisé J(k) . Ainsi on a

¥ (k) ?(k) . De méme 7(1{))/ ¥ (k) .

Supposons maintenant X (k) infini



17=15

Soit toujours fj la projection de M sur Nj parallélement aux autres

facteurs de la décomposition : pcurun i ¢ I donné,
M, = sup(M,n (@ N,)), oi L parcourt les familles finies
oL Y yEL
J

de J

I1 en rusulte que MifW Ker fj n'est nul gue pour un nombre fini de j . Pour

tout i, il y a donc seulement un nombre fini de j tel que fj soit un iso=~

morphisme de M, sur N, : soit J(1) 1l'ensemble de ces Jj : Quand i parcourt
1 J

I(x) , les J(i) recouvrent J(k) . Comme X (k) est infini, on en déduit

F®&)) &) . Te méme  Fk)» ¥ (&) ,
C.Q.F.D.

On remarquera que la classe des types de modules injectifs indécomposables est

un ensemble car tout injectif indécomposable est isomorphe & l'enveloppe injective
d¢'un quotient c'un géndrateur de la catégorie.
Si I est un injectif indécomposable, on dira qu'un objet injectif J est

isotypique de type I s'il est somme cirecte d'objets isomorphes &3 I .51 J

est injectif le nombre de composantesde J disomorphes a I , dans une décompo=

sition de J en somme directe d'injectifs indécomposables est 1'invarient de

Loewy ¢e type I de J ou encore invariant de Kurosh-Ore.

Pour un objet quélconque M , on donne des définitions analogues en prencnt
1'enveloppe injective de M . Ainsi l'invariant de Loewy de type I de M se
1lit sur 1l'enveloppre injective de M , mais aussi sur une décomposition de O en
éléments irréductibles.,

5. hpplication numéro 1 : décomposition des modules sur un anneau commutatif .

Soit £ un -nneau & dlément unité, comnutatif et ncéthérien. Nous nous pro-

posons de "classer" les A-modules (unitaires) injectifs indécomposebles. Soit
I un ¢l module,

Si M et N sont deux sous-modules non nuls de I , leurs annulateurs
Ann M et inn N sont tels que :

Amm(MN N)D Ann M + Ann N
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Comie MN N # 0, les annulateurs de sous-moGules non nuls de I forment une
famille filtrante d'idéaux de¢ L . Cette famille a donc un ¢lément maximum, qu'on

notera A(I) .

Je dis que A(I) est un iccal preﬁier de A : soit en effet M un sous-module

de I dont l'annulateur est 4(I) . 81 x & M, l'annulateur de A, contient

ltannuleteur ce M et lui est donc dgal ;3 d'ou hAx = A/A(I) .

Mais tout sous-module non nul de  4/A4(I) a pour snnulateur A4(I) ce qui signi=
fie que A(I) est premier,
CQQDF.D.

I1 rsulte nussi do ce qui précéde que I est lienveloppe injective de A/A(I)
et donc que A(I) #A(J) si I#J . En fait la réciprogue est vraie 3 si P et
q sont des idéaux premiers distincts, les enveloppes injectives de A/;) et
Aﬁq ne sont pas icomorphes : car sinon cette enveloppe injective commune contien-
drait & la fois A/p;et A/q et A/ N&'Y ne serait pas nul et aurait pour annulateur
a la fois ;) et <{ , ce qul est grotesque.

THEOREME (MATLIS). - Si I est un idéal premier de A , alors 1'enveloppe

injective de A/}D est indecomposcble. lLa correspondance ainsi ¢tablie entre les

types d'injectifs indecomposcbles est bijective. L'iddal premier est dit associé

au module M si l'injectif indocomposable dufini par }2 intervient dans une

decomposition de l'enveloppe injective de I . Les idcaux premiers % associés

& un module M sont caeracterisés p.r la propriété sulvante s il existe un sous-

module de M isomorphe & A/}) .

Heste & prouver la caractérisation des idéaux premiers anssociés s d'abord suppo-
sons P essoci¢ & M . L'enveloppe injective de M contient alors un injectif
inddcomposeble I associi & . Donc I N M£ 0 et il existe un ¢élément de

IN M dont 1l annulateur est 0o

Réciproquement soit N un sous-module de M isomorphe a A/;) . Lfenveloppe
.injective de 1} contient alors l'enveloppe injective I de N ., ainsi I est
facteur direct de l'enveloppe injective de M et intervient dans une décomposition
de celle=ci,

C.Q.F.D.

On retrouve de cette maniere lc décomposition primsire de lLasker-Noether. En

particulier 1'idéel & de 4 est primaire si et seulement si le module A/d
est isotypique.



6. Modules sur un anneau non commutatif.,

Soit 4 un anneau & ¢lément unité, sotisfaisant
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3 la condition des chafnes

ascendantes pour les idcaux & gowveche. Soit I un  h-modulé & gauche injectif

indécomposable.

Si M et N sont deux sous-modules non nuls de
fon M et inn N, sont des idéaux bilatéres de 4
Come MN N # 0, les annulsteurs de sous-modules
fenille filtrante croissante d'idéaux bilateres de

¢lement msximam, guion notera A(I) .

On voit d'ebord que A(I) est un idéal bilateére

I, lesurs annulateurs,
, et Ann(M N N)D hon M + ion N
non nuls d¢ I forment une

A , Cette famille a donc un

premier, i.e.

aib C A(I)Da ¢ 4(I) ou be a(I) .

I1 revient au néme de dire que 1l'annulateur d'un sous-module & gauche non nul
de A/A(I) est ¢ . Et en effet soit M un sous-module ce I dont 1tannulateur

est A(I) : dire que ahb ¢ 4(I) , c'est dire que

kbl = 0 5 et si b ¢ A(D) ,

clest-d~dire bM ;L C , alors a annule le sous-module AbM de M , c'est-a-dire

que a € 4(I),

CoQ.F.De

Je dis susei que tout idéal bilatére premier }/:, est du type A(I) H

En effet soit @ Ik une decomposivion en injectifs indééomposables de l'enve-

I

loppe injective de A/p , et soit Mk un sous-module de Ik dont l'annulateur

est A(Ik) . Alors Mkﬂ A/}\, est différent de O

et a pour annulateur a la fois

T oet A(Ik) p diot ¢ = L(L) pour tout k , et le résultat.

Soit meintenant M un A-module unitsire & gouche arbitraire, soit I 1l'enve-

loppe injective de M et soit I =@® Ik
k

une cécomposition de I comme somme

directe de modules injectifs indécomposables. On dira qu'un idéal bilatére premier

J

¥ de 4 est associé & M s'il existe un k tel quz P = A(Ik) . On peut

alors grouper 'par pagusts" J_ = @ I les injectifs indécomposables

A(Ik) =3’) k’

associés au méme idéal bilatdre premi.r. On obtient ainsi une décomposition de I ,

unique & un automorphisme prés, du type : I = @

r

idéaux premiers associés a M .

J? s Ou -§3 parcourt les
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En porticulier si M= MO (B J ~) , on a ¢videmment 1'égalité :(0) = My,

r £y ;év‘. ™ p P

. Vg’ .]~ . 2 N 4 " 1
ol j} parcourt les ldeaux premicrs ascociés a ! . En outre la décomposition
est "irrédondente" et M/Mﬁ) a P pour seul iddal bilotére premicr associd.
Réciproquement si M est ¢e type fini toute représentation irrédondante de  (0)
comme intersection d'un nombre fini de sous~modules MJ)(tels que T soit le
J

seul ideal premier associ¢ a M/M}l) donne une decomposition de I en somme

directe. La proposition suivante est en outre assez claire

PROPOSITION, -~ LPidéal bilatere premier }3 est associ¢ & M si et seulement

si M possede un sous-module non nul N tel yue 33 soit l'annulateur de N

et de tous les sous-modules non nuls de U .

On retrouve donc par un procéd¢ différent tous les résultats de lLesieur-Croisot

sur la "docompesition tertinire" [3] .

lous nous proposons maintenant de voir sous guelles conditions la thcorie
obtenue n'est pas "plus fine" que la théoric de lLesicur-Croisot, c'estma-dire
quand la correspondance établie entre injectifs indccomposables et idéaux bilatéres

premiers est bijective., Nous supposerons pour cela gue 1l'hypothése H est

satisfaite 3

(1) Si (1 est un idéal & gauche de L et si ¥ est l'annulateur de LY/l

( j} ¢st le plus grand idcal bilateére de 4 conténu wans -y ) , alors il existe
un nombre fini x, , ..., x  d'éléments de A/c tels que
i=r
;3 = [ﬂx Ann x,
’ i=1 1

(bnn x,, onnulateur de X, , est un ideal & gauche de 4) .

Si la condition (H) est satisfaite, je dis que, pour tout injectif indécompow

sable I, le module & ganuche A/A(I) est isotypique. De fagon plus précise

1l'enveloppe injective de 4/A(I) est somme directe d'un nombre fini de modules
isomorphes & I :

Soit en effet M un sous-module de I dont l'cnnulateur est A(I) o Si xe M,
l'annulateur 4nn x de 1'éleément x de M est un idéal & gauche de 4 , et on

a manifestement :

A(D) = ) oo x .
x#£0
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Mais il resulte de H que 4(I) est intersection d'un nombre fini de Amn x ,

soit Ann Xy oy eee s Ann x et il existe un monomorphisme de A/A(I) dans une
i-r

somme directe finie () Axi . L'enveloppe injective de cette somme est isotypi-
i=1

que : d'ou le résultat.

PROPOSITION, - Si la condition (H) est satisfaite, la correspondance entre

injectifs indécomposables et idvaux bilateres est bijective.

I1 reste & Conner des exemples ou la condition (H) a lieu

2. Tous les ideaux & gauche sont bilateres :

Soit par exemple g~ un automorphisme d'un corps commutatif k et soit
ke [[ T J] 1'coneou suivant (séries formelles de Hilbert) s

Le groupe abclien sous-jacent est le groupe abélien des méries formelles sur
k 3 la multiplication est la sulvante :

. . / :
S a Tl) ( ) b TJ) = Z a, O l(b ) Tk>
/ [ Y . — ° .
(“"“ + o 3 1%'6 {1;3:12 . J

150

Les idéaux & gauche de k _ [[ T J] sont principaux et engendrés par 1, ou

2 n a .
T, ou T, nee , ou T , ¢us 3 ces ideaux sont biloteres.

b, L'annecu A4 est artinien & gauche :

Ie radical de Jacobern Y (A) de A est alors nilpotenf et tout idéal bilatére
premier contient (&) . Les idénux ilntéreapremiers de 4 correspondentdone biuni-

voquement & ceux de l'anneau simple 4/ r(4) , c'est-a~-dire aux représentations

irréductibles de lianneau 4 .

c. A est un module de type fini sur son centre :

Si M est un module a gauche de type fini sur A et si x , ¥y €M, alors
inn x et Ann y sont des idéaux & gouche de A . Désignant par Ix) et |y)
l'ensemble des éléments de M qui sont annulés par Ann x et Ann y , on voit
que |x) et |y) sont des modules de type fini sur le centre é(A) de A

En outre

amn(|x) + |y)) = ann x + Ann y

Comme M est un z(4)-module noethérien, il existe un nombre fini X, , .. , X

d'éléments de M tels que

r
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lxl) toeee + ]xr) =M.

La condition (H) est donc satisfaite.

Si par exemple G est un groupe fini, et si 4 = E~[G] est l'algebre du
groupe, ce qui précéde s'applique. Les idcaux bilateres premiers 0 sont alors
de deux types
- soit }3(\Z =§o} : ces idéoux correspondent aux idéaux bilatéres premiers de

SN
1'anneau semi-simple Q [G] .
- soit 'p!\z =(p) , o p est un nombre premier : ces idiaux correspondent
aux représentations irréductibles de (2] (p)) [G] .

d. Un contrexemple

Soit K un corps gauche, k son centre et soit 4= K[X]= K% k (X] 1l'an-
neau des polynfmes sur K . La division euclidienne reste valable dans un tel

anneau, et il en résulte que tout idéal & gauche (ou d droite) de X [X] est

monogéne. les idéaux bilatéres sont alors les idéaux & gauche engendrés par un
¢ldment f cde k[X] et un tel idéal est premier si et seulement si f est
irréductible dans k [X] .

Si maintenant X est un espace vectoriel de dimension finie sur k , 1l'hypothese
(H) est satisfaite et les injectifs indécomposables sur K [X] correspondent
biunivoquement aux idé¢aux pr.miers de k [X] : pur exemple si K est le corps
des quaternions, k le corps des nombres réels, X* + 1 est irrcductible dans
k [X] et les idéaux & gauche de K [X] qui contiennent X° + 1 sont de la
forma (X -di - Pj - Xk) , avec & +182 + X2 =1.

Supposons au contraire que K contienient un a tel que k(a) ne soit pas
fini sur k s Alors 1'idéal a gauche (X = a| engendré par X - a ne contient
aucun idéal bilatére non nul (sinon a serait algébrique sur k ). Ainsi
si I est l'enveloppe injective de K [X] | (X - 2] , I est indécomposable
et A(I) = O . Par contre I n'est pas isomorphe au corps des quotients & gauche
de K[X]. Donc : |

En général, la correspondence entre injectifs indécomposables et idéaux bilatéres

premiers n'est pas bijective.

I1 resterait évidemment & construire un K contenant a tel que la condition
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précédente soit satisfaite : "choisissant bien k et o~ " on peut prendre
pour K 1le corps des quotients (& gouche) de ko~[[ T ]] : corps des séries
formelles de Hilbert (ce fait m'a été indiqué par J.-P. SERRE).

7. lemmege. = Nous z2urons besoin dans le suite des résultats suivants 3

- 51 A est un anreau commutatif, Y, un idéal premier de A4 et & wun idéal
q < ‘}3 « 31 E est l'enveloppe injective de A/p , l'envelopre injective de
A/ considére comme A/€ =module & gauche est HomA(A/C} , By =E' s

En effet HomA(A/ {, E)C E et est donc extension essentielle de A/‘p « Reste
& montrer que E' est &/ -injectif : soit donc u t M —> N un monomorphisme
de 4/f -modules et soit v 3 M—3>E' un morphisme d¢ M dans N . On pemt
considérer u et v comne des morphismes de a-mcdules et par conséquant v se
prolonge en w : N >E . Mais comme N est annulé par ¢, w(N) est

annulé par et w(@) CE',

CoQoFoDo

- Si 4 est un anneau comutatif (noethérien) , 'p un idcal premier et Q un
idéal irréductible P -primaire. Alors il existe un n tel que *pn C T s le

résultat est classique,

- Si A est un anneau local commutetif (noethérien) , p son idéal meximal,
soit E 1'enveloppe injective de A/)Q . On munira A de la filtration p-adi-

que @

A5 P 3\)323 ...)pk)...

Lo

et E de la cofiltration

OCEICEZC... CE

o X
k c e ou Ek = HomA(h/p ’ E) )

Tout ¢élément de E étant annulé par une puissance de , E est la réunion

des Ek » Je dis qu'en outre E1 = A/p =k : En effet E, est un espace vectoriel

1
sur k et O n'est donc irréductible que si l'espace vectoriel a pour dimension
1.

De la suite exacte

k+1 k+1

0 — Hanla/p* |B) — Hom(a/y 1) —> Homy (/") — 0
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. k,  k+l1 ~ k, k+l P
et du fait que Homﬂ(\P /“p ,E) = Homk(jg /tp ,k) , on déduit que
k, k+1
(1) Ek+l/Ek = Homk(?) /}3 , k)

En outre si 1'on note

g} = E
GE) = © By, /m)
G(E) est muni d'une structure de module gradué sur le gradué G(i) associé
& A(Poser (G(E))i = E ’E_i , si 140, G(E)i = 0 sinon).

~

~i+1/

On vérifie facilement que G(E) est extension essentielie (en tant que module
gradué) du G(i) -module gradué k Z’A/]D . Il résulte alors de la formule (1)
que G(E) est 1l'enveloppe injective du G(a)-module gradué¢ k .

&e Application numero 2 : dualité pour les modules sur un anneau commutatif,

Soit &L un on.eau comuutatif, noethérien, & ¢lément unité, et soit O wn
idéal premier de A , E 1'enveloppe injective de A/jQ « le module injectif E
est alors indécomposable.,

On se propose d'é¢tudier le foncteur s

§: M = M'=Hom (M, E)

Le foncteur §& est ¢videmment exact et il en va de méme du foncteur

'2 — T T
$Tr M= M= homA(homA(M , E), E)

En outre M s'applique de la fagon habituelie dans son "bidual" M" et 1l'ap-
plication ainsi définie et un morphisme \? du foncteur identite dans le foncteur

M = M" , Nous nous proposons d‘étudier ce morphisme,

On remarque c'abord que A" = HomA(E , E) est l'anneau des endomorphismes de
E . la formule M" = HomA(M' , E) fait alors de M" un A"-module & gauche et

le morphisme L? est compose Ges morphismes ce foncteur

‘V. P AN @) N

et

X

poA" @ M — M
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le foncteur M A" &, M est exact a droite, et s1 M= A, K est un iso-

morphisme de A" (g A sur 4" . On en déduit, par un procdédé connu que ¥ est
Ps

un isomorphisme de foncteurs quand M parcourt les A-modules de type fini s En
effet il existe alors unc suite ex-cte :

L, = Ly—H-—0,

ou L, et LO sont des modules libres. On en deduit le diagramme,

@ L = A"® Ly — A"® M —30
LR IR
N/An! a0 '

L"l ) LO S M' e—30

RS

ou Xl et ;;(0 sont des isomorphismes. D'ou le résultat.

I1 reste donc & étudier 1'anmeau A" = Hom (E , E) . Mais si a €h et a¢yp
alors 1l'homothétie de E de rapport a induit un monomorphisme sur A/)l') et
done un monomorphisme de E . Le module a E est donc isomorphe & E , cl'est-a-
dire injectif, c'est-a-dire facteur direct de E , c'est-a-dire égal a E :

a définit un automorphisme de E . Ainsi l'homomorphisme de A dans A" se
prolonge en un homomorphisme du localisé Ap dans A" : on considérera que E
est un A3° -module.

En outre si M est un A}; -module, on a évidemment 1'égalité :

Hom‘,ip(lf; , E) = rIo'.nA(M , )
D'ol il résults que E est aussi un A+y~-module injectif, on encore que E
est aussi l'envelonpe injective du A-.-module A\Q/‘p . A? ¢ On pourra donc
J

toujours supposer que l'anneau 4 est local et que v est son idéal maximal,

Dans ce cas, nous munirons A de sa filtration S}-adlque et nous poserons
E_ = Hom (A/p , B) « Lc module E ~est l'ensemble des éléments de E qui

sont annulés par :pn « D'aprés ce que 1'on a vu c'est aussi 1l'enveloppe injective
de A/ considéré comme (4/ Dn)-modulc. Enfin tout sous-module monogene de E
est de la forme A/cg ou q est un ideal irréductible associé a \9 « le module
E est donc réunion flltrante croissante des sous-modules E (stables pour
tout automorphisme de E) s
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EOCE7 C eca C._Enc.:oo

On déduit de ceci que HomA(E , E) est la limite projective des
HomA(En R En) et il suffit d'étudier ces derniers anneaux (i.e. on est ramené
au cas o A est "primaire").

Je dis d'abord que E = K = Fract(4/y;) = A/)a : en effet Ej est un espace
vectoriel sur K et O ne peut‘étre irréductible que si cet espace vectoriel
est de dimension 1 :

Ainsi
Hom, (B, , E,) = Hom /p(EO y Bg) = A/\p ,

Je dis que plus généralement HomA(En , En) = A/}Qn : en effet l'assertion est

vraie pour n = 0 . Supposons la donc vraie pour n=m-~1. Pour n=m, elle

résulte alors de ce que
Hom, (B, B ) = Hom, (B, E)
et du diagramme

n+l

0-———-)}{),‘./)n+l-——-)A/p

ol

——=>4/p" — 0

u
N\

0 — HomA(En+1lEn,E) —> Hon(®,,,E) —> Hon(E ,E) —> 0,

o u et v sont des isomorphismes.

Ainsi
. R n
AN = HomA(E , E) = llm A/:p =

THéORﬁME. - Si A est un anneau comuutatif, noethérien, & élément unité, }g un
idéal premier de 4 et E 1l'enveloppe injective de A/Tﬁ , alors E est un
module module sur .Ap et sur A, et c'est aussi 1'enveloppe 1n3ect1ve de A}‘/}3° }3
et ﬁf/ K considérés comme module sur AWO et A}g . En outre si M est

un A—module de type fini, alors M" s 1dent1fle a RP N M= M)& et le morphisme

-~

Ly(M) M— M' s'identifie au morphisme canonique de M dans DI}Q .
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Pour les notations voir SERRE [ 9] .

Ainsi si M est un module de type fini sur A9 , M s'identifie & M" , Nous

nous proposons maintenant d'étudier les duaux «(M! de ces modules : pour cela

nous pouvons toujours supposer que A est un anneau local complet et que ]& est

son idéal maximal.

Ie dual de A" est E" et le dual d'un quotient de 4" est un sous-module
de E", Keciproquement si M est un sous-module de E* , je dis que M s'iden-

tifie & s«cn bidual M"

Ceci est clair en effet quand A est primaire (local artinien) car alors E

est de longueur finie (voir le gradué associé) et M est alors de type fini.
Dans le cas général il suffit de montrer que MAN Eg = M"!\IES pour tout p .
Mais "le foncteur bidual" étant exact, le bidual de M N Eg n'est autre que

M A (Eg) = M\ Eg . En outre

n N T W n
HomA(HomA(Mn Ep ,E) , E) = HomA/\?p (homA/ _(MNE_, Ep) ,E),

WP p

A
o}

p

et on est donc ramené au cas oi A est primaire.

La correspoudance I = M' met doac en dualité les modules noethériens sur
l!anneau local complet A et les modules isomorphes a un sous-module d'une

. ‘. n v . s
somme directe finie E~ . Je dis que ces derniers sont les A-modules artiniens :

En effet si M ¢ EX , alors M' = Hom(¥ , E) et les sous-modules de M corres-
pondent aux quotients de M' . Comme M' est noethérien, les sous-modules satis-

font & la condition des chafnes descendantes.

Réciproquement, si I est artinien, tout sous-module monogéne de M est
de longueur finie et jg est le seul idéal premier associé & M . L'enveloppe
injective de M est donc une somme directe de modules isomorphes & E et 1l'on

voit facilement que cette somme est nécessairement finie, d'ou le résultat,
’

THEOREME (MATLIS). - §i A est un anneau local complet, et M est un A-module,

alors l'homomorphisme canonigue de M dans M' est un isomorphisme si M est
el P

noethérien, ou si M est artinien. Si M est nochtérien, M' est artinien et

réciproguement.

Dans cette dualité, injectifs et projectifs s'echangent de méme que résolutions
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injectives minimales et résolutions projectives minimales.

De méme de la formule
HomA(M ®A N, E)= HomA(M , Homﬁ(N , £))
on déduit
(Toré M, M) = Extf(l"i , N')
Nous allons maintenant faire le licn avec quelquss exemples historiques

a. Dualité de Pontrjagin : 4 =2 . On prend pour E non pas un injectif

indécomposable, mais la somme directe @& Zp , ou p parcourt les nombres
p~F o
premiers.

b. Dualité de Macauley : Soit A un anneau lacal noehtérien d'égale caracté-

ristique, qu'on peut supposer complet, soit \}) 1'idéal maximal de A et soit
K un corps de Cohen de A(i.e. KCA et K& A/*p)

A tout module M noetbérien muni d'une filtration ‘5) -bonne (M, ),
(voir SERRE [9] ), on associe alors la limite

M = 1_}71 chnK(M/Mi , K) = siup Hom(M/I\ai , K) .

Chaque M/I»ii étant un A-module, M' est mnni d'une structure de A-moduls
et il est clair que 1i' ne dépend pas de la filtration » ~bonne choisie. En
particulier si

0 M ey N =3 P —= O

est une suite exacte de A-modules noethériens, on munira N et P de la
filtration ¥ -adique et M de la filtration induite par N . On a ainsi des
suites exactes : '

0 - M/Mi —_ N/Ni —_ P/Pi - 0,

i i i \
avec N, =y N, P; =9 P et MizIU\Bﬁ N, d'olu

0

\ %

M' 3 N' —3 P' —3 0

et le foncteur M = M' est exact.
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D'autre part on a, pour tout i les formules :
i o ad : i
HomK(M/f) M, K) = Homk(M &, A/‘s) , K) = HomA(M , HomK(A/}Q , K)),
d'ol, pour les limites inductives :
‘ | . i it
M' = HomA(M , 4')

De l'exactitude da foncteur N = M' résulte alors que A' est un A=-module

injectif, En outre A' contient A/p < Hom (A/ Q , K) et contient donc 1'enveloppe
injective E de A/‘p En outre

i N T i .
HcmA(A/}Q , B) et HomA(A/p , A') = HomK(A/p , K) ont manifes=-
temept méme longueur d'ou A' = E .
MACAUIAY se servait de la dualité ainsi construite lorsque A = k [[Xl y see Xn]],

On retrouve alors le construction du paragraphe 3 f) . Si & est un idéal de

ACAULAY appelait inverse system de (X le module ;L"l = HomA (4/¢8, EYC E ,

On obtient ainsi une correspondance biunivoque entre les idéaux de A et les
sous-modules de E . Les formules suivantes sont valables (elles valent aussi
dans le cas d'inégale caractéristique)

(b)) t=u1Nnbt et (unpylt=a-l,p-!

(G o)yt =v.¢™h

Cette derniére formule signifie que 1l'on a2 la suite exacte :
0—=>(8:9)T— dT— 878 4 — o0
et en effet la suite duale n'est autre que
0 b— a/( 6t ¢ D) b 4/ b Hom, (871 @) 4/9, B) =0,
ou le dernier terme vaut HomA(A/b R HomA(U."1 , B)) = HomA(A/b , A/¢L)

La deuxiéme suite est exacte et il en va donc de méme de la premiére.

Si M est un sous-module de E , 1'idéal qui lui correspond est l'annulateur

de M et deux sous-modules distincts ont donc des annulateurs distincts. En



17-28

particulier, si & est un ideal \P ~primaire irreductible, 4/ se plonge
dans E et a méme annulateur que }IornA(.L‘a/g) , E) . On en déduit l'assertion

. > 2 . ° . "‘1 . .
Si ¢y est un idéal -primaire de & , alors C\ est monogene si et

seulement si q est irréductible.

Macauley déduisait de ce fait de nombreux résultats, dont celui-ci 3 si est
jbnprimaire et irréductible ¢t si M) désignd la longueur du module A/5(, si
enfin ¢ 2O C\ , alors

x(ﬂt) =% + X((q: W)

En effet /\((0{: &)) n'est autre que la longueur du module (% - q—l qui
est isomorphe & C(+q/()‘ , car A/C( '-‘-'c\‘l . La forme résulte alors de la suite

exacte

0 —3 C/Q —> skt —>a/K —> 0.

c. Dualité dc Grodbner. On a vu que si (‘,{ était irréductible, Lx/q s'identifiait

& Hom, (4/ c( , E) c'est-a~dire & 1l'enveloppe injective de A/‘p considéré
c omme A/(‘,ﬂ -module .
Ainsi si 4 est primaire et si (0) est irréductible dens A , alors

E=A'"=A etsi (( estun idéal de 4 ,

o = Hom, 5/, B) = (0 £ 40

Quelques années aprés MACAULAY , GRUBNER se servait de cette "dualité" pour
étn=dre aux anneaux abstraits quelques résultats de Macaulay sur les anneaux
de polyndmes.

d. Dualité de Grothendieck. Soient A un anneau local regulier de dimension n , P

son idéal maximal et k = A/p .

On sait. alors que Extﬁ(k , ) =0 si p<(n et Extz(k , 4) Zk
Voir Serre [9] .

On en déduit facilement par récurrence sur la longueur du module de longueur
finie L que

EXtE(L,A):O si p(n et
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LExty L, 4) =€@ (@ = longueur de L) .

En outre si J est un idéal de A annulant L , 1'"internal product! de Ceartan-
Eilenberg[ 2] :

. n
ExtX(L ,.4) =Ext2(L @, A/3 , ) —> Hom (L, Exty (4/7, 4))
est un isomorphisme (vérification par récurrence sur 52(1’_.)) .

Si maintenant M est un A-module de type fini unitaire quelconque, on définira
Mt par la formule

M'=1im E tnM‘jM A) = 1im Hom, (M, Ext™ (& 1 A)) = Hom, (M limEx'bn(A/ 1 ) .
: xA( /P ’ ) m A( 5 A( /p ’ )) A( 9 I P ’

i
Si (Mi) est une filtration Y -bomne de M, on a éviderment aussi

- S o
M' = 1:.|.m ExtA(M/Mi ,A) .
, i
On en déduit comme en (b), que le foncteur M—>» M est exact, clest-a-dire que

A' = lin Exti(a/p", A) est injectif.
i; b
Dtautre part A' contient A/IC»': Ebe(A/p , &) et contient donc 1'enveloppe
injective E de A/ . Mais comme Exty(s/p”, A) a méme longueur que

By = HomA(A/}')l , &) on en déduit que A' est l'enveloppe injective de A/p .

9. Application numéro 3 : faisceaux quasi-cohérents.

Soit V une variété algébrique, 5 son faisceau d'anneaux locaux, W une sous-
varidté de V et J 1le faisceau d'idéaux définissant W . Le faisceau B/J est
alors le faisceau d'anneaux locaux de W . Je dis que 1l'intersection de deux sous-
faisceaux non nuls F et G de /8/ T ntest pas nulle. En effet on voit facile-
ment que le support de F et de G est nécessairement W tout entier. Si done
U est un ouvert affine de V rencontrant W , F/UZAO0, G/UZAD et ces faie-
ceaux sont contenus dans (£3/7)|U : on ne peut donc avoir (F|U)N(G|U) =0

(pour un ouvert affine, faisceau quasi-cohérent "signifie! module).

Ainsi 1'enveloppe injective E(MW) de /7 est indécomposable. Nous allons
la "construire" : pour cela soit U un ouvert affine rencontrant W , soit A
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1'algébre afrine de U et soit "p 1'idéal premier de A définissant W o Alors
(R/3)|U est le faisceau associé au module A/p sur 4 . 81 1 désigne
1ltinjection canonique de U dans V et E le faisceau associé a 1l'enveloppe
injective de A/?; (c'est aussi l'enveloppe injective de (J/T)|U) , 1'image
directe i»ﬁE) de E dans V est injective et elle est manifestement indécom-

posable. Je dis que c'est i'enveloppe injective de /T, clest-d-dire que

le morphisme canonique de ]/ 3 dans i*(E) est un monomorphisme

£t en effet ce morphisme est composé du morphisme de AJ/ 7Y dans i*((ll/:§)|U)
et du monomorphisme de ce dernier dans i*(E) . Il suffit de vérifier que le

premier morphisme est injectif et cette verification est de nature locale,

Par conséquent toute sous-variété W de V définit un faisceau quasi-cohérent
injectif indécomposcble et deux sous-variétés distinctes déefinissent des injectifs
distincts (ne serait-ce que pour une question de supports). Réciproquement tout

faisceau injectif indéccmposable est du type E(W) :

En effet si (Uk) est un recouvrement fini de V par des ouverts affines,
on sait que tout falsceau quasi-cohérent F de V se plonge dans une somme
directe @@ E ., ob E est 1'image directe dans V d'un faisceau injectif

k

de U . De par sa construction méme E, ne fait intervenir que des injectifs

k k
du type E(W) et il en va donc de méme de F si ¥ est injectif (KRULL =
REMAK - SCHMIDT & ALZUMAYA) .

/ N :
THEOREME, - Les faiscezux quasi-cohérents injectifs indécomposables de V corres-

pondent biunivoquement aux sous-variétés de V .

COROLLAIRE 1, - Si U est un ouvert de V €t si E est un faisceau quasi-cohérent

injectif de V , alors E/U est injectif sur U .,

I1 suffit en effet de faire la démonstration quand E est indécomposable.

COROLLAIRE 2, -~ Soit (Uk) un resouvrement fini de V par des ouverts, et soit

F un faisceau quasi-cohérent de V . Les deux propositions suiv:ntes sont alors

équivalentes ¢

a. F est injectif,

b. Chaque F/Uk est injectif sur U, .
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Reste a montrer que b.=>a. : soit donc E 1'enveloppe injective de F o Il
suffit de montrer que E = F , c'est-a~dire que pour tout k , le morphisme
de F/Uk dans E/Uk est surjectif : ceci resulte du corollaire suivant.

COROLLAIRE 3. - Si U est un ouvert de V, F un faisceaude V et E son
enveloppe injective. Alors E/U est 1l'enveloppe injective de F/U .

Soit en effet E' 1llenveloppe injective de F/U . slors E' est facteur direct
de E/U ot i (E') est facteur direct de i (B/U) , ob 1 est 1'injection de
U dans V ., Mais le morphisme de F dans i*(E/U) passe par i*(E') et comme
i*(E/U) est facteur direct de E , ceci n'est possible que si i*(E') = i*(E/U) y

clest=d-dire E' = E/U (car E eut extension essentielle de F) .

COROLLAIRE 4. - Si V est une varieté sans singularité de dimension n et si

F et G sont deux faisceaux quasi-cohérents de V , alors Ext_%(F ’ G) =0

f‘_i_ p>n.

En efset le corollaire 2 signifie que . ExtB(F , G) est nul pour tout F si
p ) 1 siet seulement si AE}/}%(F , G) est nul pour tout F et tout py 1 .

Je dis que, plus geénéralement, les assertions suivantes sont équivalentes
Qe ExtE(F , G) est nul pour tout F si p> k.
b. m};ﬁF , G) est nul pour tout T si p k.

Ceci est vrai si k = 1 . Supposons le vrai pour k{ f et montrons le pour

k = £ . Soit pour cela

0 G —I—3H—30

une suite exacte yde faisceaux quasi-cohérents tels que I soit injectif. si
p> 1, Exth(F, 0) =Bxtiy'(r, B) et Exth(F, 0) = wxtPy (F , ) jsi
%}E(F , G) =0 pour p»é&, EX‘PE(F , H) sera nul pour p > € = 1. On aura
donc Extpjl(F , H) = ERE(E“ ,G) =0 pour p-1y£ -1, 1. pJ ¢,
L'implication inverse est immédiate.

le corollaire 4 résulte donc de ce que E}fgg(l’ ,G)=0 81 p> n.

J. P. SERFE m'a indiqué que le corollaire 4 résultait aussi de la suite spectraie

Hiv , BExtD(F , €)= Ext M, 6)



1732

module la propriéte suivante, de démonstration facile

Si F et G sont des faisceaux quasi-cohérents de V (variété non singuliere

de dimension n , alors le support de Eﬁ&@‘F , G) est de dimension { n = p .
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