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SUR IES ANNEAUX PREMIERS NOETHERIENS

par Léonce IESIEUR

1, Introduction.

On rappelle qu'un anneau premier est un anneau A dans lequel la condition

ahb=0 impliquu a=0 ou b=0 (1) . On suppose dans toute la suite 1'an-

neau unitaire, c'est-a-dire muni d'un élément unité. La notion d'anneau d'inté-

grite, ou sans diviseurs de zéro (ab = O implique a=0 ou b=0) estun
‘cas particulier de celle d'anneau premier. Dans le cas commutatif, les deux
notions coincident. Bien entendu, l'anneau A est ici un anneau non
nécessairement commutatif. A est noethérien (resp. artinien) a gauche si la
condition maximale (resp. minimale) est vérifiée pour les idéaux & gauche de

A . Je me propose d'exposer certains résultats nouveaux sur les auneaux noethé-
riens pr.miers cbtenus en collaboration avec R, CROISOT, et qui doivent faire
1l'objet d'une publication prochaine. Les resultats principaux portent sur une
classe d'idéaux & gauche que nous appelons fermés (cf. paragraphe 4) , qui
comprennent comme cas particulier tous les an.ulateurs & gauche, qui vérifient
la condition de chafne descendante, et qui jouent un r8le important dans 1'étude
des décompositions de 1'idéal nul comme intersection d'un nombre fini d'idéaux

a gauche n-irréductibles.

2+ Anneaux artiniens.

On sait qu'un anceau artinien unitaire est noethérien. (cf. K. BOURBAKI, [1],
p. 7)) , de sorte que les anneaux artiniens premiers constituent un cas par-
ticulier d'anneaux noethériens premiers. Leur structure est d'ailleurs bien

connue ¢ (cf. N, JACOBSON, [6] p. 39) un anneau ertinisn premier est isomorphe

(1) Cette condition équivaut & la suivante qui exprime que 1'idéal nul est pre-
mier, et qui porte sur un produit d'idéaux bilateres B et C

BC = 0 implique B=0 ou C=0.
(cf. M. H. MeCOY [9]) .
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4 l'anneau des endomorphismes d'un espace vectcriel I de dimension finie n sur

un corps K ; clest-d-lirc iscuorphe & 1l'anneau Mn(K) des matrices carrées

d'ordre n & éléments dans K , Cet anneau est donc-simple, en ce sens qu'il

n'admet pas d'autres idéaux bilatéres que (0) et A . Donnons quelques proprié-

tés des idéaux & gauche dlun anieau artinien premier qui seront susceptibles de

nous éclairer dans le cas noethérien,

PROPRIETE 1. - Tout idéal d'un anueau d'artin premier est O=premier & droite,

D'aprés la définition don.ée par L. LESIEUR et R. CROISOT [&], p. 97 , 1'idéal

b

& gauche X est O-premier & droite si on a s
ahb C ¥, bgdX = a=0.

Supposons a # O ; 1l'anneau A étcnt simple 1'idéal bilatére (a) engendré par

a est 1'idéal impropre A . Il existe donc des éléments bi et cy tels que :

i=k
1 = E bi a Ci
i=1
d'ol
i=k
_
x=3 bi ac; Xeé X .
i=1

Nous avons méme pour tout ideal une propriété plus forte :

PROPRIETE 2. - Vb 4%, J vb=x#0 telque Xn hx=0.

D'aprés la propriéeté 1 , ona O0=X *. Ab d'olu :

o= ) (X %b), NbgX.,
i

En vertu de la condition minimale on a donc

i=n
0=/ (X% b , N\, bdX,
i=1 t

On peub supposer cette décomposition nen superflue, et écrire en particulier :
0= ')\ b)NY, avec YT£0,
(Dans le cas n=1, on prend Y= A) . On en déduit :

0=XNYn b,

1

avec Yl\lb;éO car YA b=0 entrafne YA, bc X, YCX ', A b,

1 1
et ¥=0.Enprenant x=yn b # 0, on sztisfait & la propriété 2 .
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Enfin, la structure d'un anneau d'Artin premier 4 , rappelée plus haut, permet

de donner celle des idéaux & gauche de A 3

PROPRIETE 3, - les idéaux & gauche de A constituent un treillis modulaire

compléménté irréductible de longueur finie n (isomorphe au treillis des

sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel de dimension n sur un corps K) .

En particulier, les idéaux n-irréductibles de A sont les idéaux maximaux,

1'4déal nul est 1'intersection de n idéaux maximaux ; il est M-irreductible

si et seulement si n = 1 , c'est-a-dire lorsque A est isomorphe & un corps K .

3. dnnceux d'intégrité .

Supposons 1l'anneau A sans diviseurs de zéro, et noethérien a gauche.

THEOREME 1. - Dans un anueau d'intégrité noethérien a gauche A 1'idéel nul

est M-irréductible & gcuche, et A admet un corps des quotients a gauche )

Supposons en effet

0=XNnY, X#£0, Y#0.

On a donc
(1) O=ixnhy, x£#0, y#£0.
Considérons les idéaux hxy + Axy~ + ... + hxy" = I .

n
En vertu de la condition maximale il existe un entier n , que l'on peut sup-

poser minimum, tel que ¢

n+1—ax+a X2+ + a Xn
Xy = a; Xy + 8y Xy 4 et 8 Xy

ou 3

n n-1
(R) (xy -8, Xy = «ov =8 Xy - ay x)y=0.

le coefficient u de y est non nul, car u=20 entraine

x.= xy - 8y Xy = ee0 - 8 xyn—lé hxm Ay =0 .

a
n

1
d'ou
n n-1
Xy :agxy+...+anxy

ce qui est contraire & 1l'hypothése faite sur n . On déduit donc de (2) ,

(2) Cette propriété est citée par h. W, GOIDIE [5] avec 1l'hypothése que A
est noethérien & gauche et & dreite.
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y = 0, puisque A est sans diviseurs de zéro . Or on a suppoeé y # O .

Le fait que (0) soit n-irréductible & gauche peut également s'exprimer par
la propriété ¢ YV x£0, y#0, 3 ax=Dby#0; il en résulte qu'un
anneau d'intégrité noethérien est regulier a gauche au sens de O. ORE, donc
qu'il admet un corps de quotients & gauche (3) (cf. P. DUBREIL [3], p. 280 ) .
Le theoréme 1 est demontré. Sa démonstration prouve en méme temps la propriété

suivante 3

PROPRIETE 3, - 4 dJtant un anneau noethérien, la relation

O=axAnhy, x#£#0, y£0.

exige que y et x scient des diviseurs de zéro & droite.

EXEMPIE., - Soit K un corps commutatif, on considére l'anneau des polyndmes
KX, Y] & deux variables non permutables X et Y et & coefficients dans K,

avec la relation

XY - X =X
Ces polyndmes forment un anneau d'intégrité noethérien & gauche (et & droite)
qui admet par suite un corps des quotients & gauche (et & droite) .

Plus généralement, si (L) est une algébre de Lie de dimension finie sur un
corps K , son algébre enveloppante universelle A(L) est un anneau d'intégrité
noethérien & gauche (4) (et & droite) qui admet par conséquent un corps des

quotients & gauche (et & droite) .

4. snucsux nocthérions premicrs. Idcaux formés.

Lpordons maintenant le cas d'un anneau noethérien & gauche premier le plus
général. Nous nous proposons de rechercher dss idéaux particuliers de a qui
vont jouer le r8le que jouaient dans le cas artinien tous les iddaux. Ils doivent
en particulier comprendre les composantes d'une décomposition de (0) comme
intersection d'idéaur M -irréductibles ; ils doivent former un treillis de lon-
gueur finie moduleire e complémonté, donc vérifier aussi la condition mimimele .
Nous avions pensé un moment que ce r8le pouvait étre tenu par les iddaux

O-premiers & droite (cf. propriété 1) , car une composante irréductible de (0)

(3) Cela signifie que 4 peut étre plonge dans un corps K tout elément de K
se mettant sous la forme b a , b&id, a&h .

(*) cf. Théorie des algdbres de Lie, [2], p. 1-06 .
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est necessairement un idéal O-premier & droite. ais l'exemple déja cité de
1'anneau des polyndmes K[ X ; Y 1 avec XY - ¥¥ = X vient infirmer cette
hypothese. En effet les idéaux iY" sont tous O-premiers et forment une chafne
descendante infinie, cependant que 1'idéal nul est M -irréductible. En fait, les
idéaux intérsssants dans cette thnéoric sont ceux qui vérifient la propric¢té 2

auxquels nous allons donm.cer le nom d'idéaux formés.

!
DEFINITION ., -~ On dit que 1'idéal & gauche X est fermé lorsqu'il virifie la

propriété suivante
VbgdX, 3 vb=x#0 telque Inax=0.

PROPRIETE 4. - Tout idéal 2 gauche fermé X est O-premier a droite.

Supposons ahb ¢ X, b % X ., Il existe donc vb = x # 0 tel que
XN Avb =0, Ona donc aAvb =0 d'oh a =0 pulsque vb# O, et que 0 est

premier,

/o1
PROPRIETE 5. - L'intersection d'idéaux & gauche fermés est un idéal fermé.

Soit I =i12bLX*~ 1l'intersection d'idéaux fermes X, . Prenons b ¢,I , 1l
existe donc un indice A tel que b % Ta - Oy en déduit Xy N Ax = 0 pour

un ¢lément x =vb £0 , d'ou IN Ax = 0 . L'idéel I est bien ferme,

Rappelons qu'on appelie annulateur & gauche d'un ensemble S CA 1'idéal a

gauche formé par les éléments x tels que xS = O . 'ous noterons cet idéal a

gauche O ', S . Ona 3
0. S = QS (O . S)
s¢ A décrivant l'ensemble S ,

PROPRIETE 6, - L'annulateur & gauche d'un ensemble quelconque S est un idéal

a gauche fermé,

D'aprés la propriété 5 et la remarque precédente, il suffit de le démontrer
pour un annulateur de la forme 0°,s , o s € A . l'ous utiliscrons pour cela

le lemme fondamentsl suivant s

IEME. - Etant donné b # O, il existe un idéal & gauche C # O tel que 3

(0O°*eb)N C=0.

Considérons en eriet un annulateur & geuche maximal de la forme O . a , avec

a £0.L'4déal O &tant premier, il existe un ¢lément N tel que aNb #0 .
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Or on a g
0°.ac0 . (axb).

Il en resulte O ', a2 =0 ‘. (& Wb) . Par suite, la relation xaX b= 0
entrafne xa = O . Formons alors : (0 . b) M 4 ax= 0 . On peut donc prendre

C = hax # O puisque axb # 0 . Le lemme est &tsbli .

aAppliquons le lemme & la démonstration de la propriété 6 sous la forme suivante.
Si b § 0*. s ona bs#O0 . Ilecxiste donc un idéal & gauche C # 0 tel que
(0 °w bs)N C =0 . Cet idéal C est tel que Cbs # 0 car Cbs = O entrafnerait
CcO° bs et C=0.Prenons donc c ¢ C tel que cbs £ 0 et soit
xe (0'e8)nheb.Ona x=ach avec acbs = 0 . I'onc ac€(0 *. bs)NC =0
et par suite x=0 et (0 *. s8) N Acb =0, L'idéal 0 °*. s est bien fermé
(car cb # O résulte de cbs # 0) .

Avant de poursuivre 1l'étude des id.aux fermés donions une application immédiate

du lemme priécédent

THEOREME 2. - 4 <tant un anneau premier noethirien & gauche, pour que 1'idéal

nul soit M-irrcductible & gauche il faut et il sufiit que A4 soit un gnneau

d'intégrité.

Lz condition est suffisante d'aprés le théoréme 1 . Montrons qu'elle est néces-
saire. Si on avait ab =0 avec a=x O et b# 0 onen déduikait 0 °. b#£0,

en appliquant le lemme on obtiendrait s
(0*.DP)AC=0, 0°. b0, C£0
ce qui contredit 1l'irrcductibilité de O comme idéal & gauche.

5. Fersofucs d'in iddal & gauche quelcenques

DEFINITION. - X Jtant un idéal & gauche quelconque, on appwile fermeture
¥ de X 1le plus petit idcal fermé contensnt X .

L'idéal X est 1l'intersection de tous les idecaux fermcs contenant X . Remar=-

quons que A lui-méme et un idéal fermé contenant X .

o -
PROPRIETE 7. - La fermeture d'un idéal & gauche X est l'ensemble X des

éléments x tels que

Vvk#£0, ona XN Avx £0 .

L'ensemble ¥ contient X . Il est permis pour le multiplication & gauche.
Montrons qu'il est stable pour 1l'addition. Soit xe¢ X, y e X et vix+y) #0.
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D'aprés le lemme, il existe un idéal C # 0 tel que (0 s (v(x+y) )N C=0.
I1 en résulte Cv(x+y) £ O . Donc il existe ce& C tel que cv(x+y) #0 . On &
alors cvx £ 0 ou cvy # O . Supposons cvx # O . Comme xeX , on peut trouver
O#kevk € X » 51 kevy = O ona Of kev(¥+y) ¢ X o 51 kevy £ 0 il existe
O# lkevy &€ X en vertude y € X . On en deduit lkev (x+y) € X avec
lkev(x+y) £ O, car lkev(x+y) = O entrafnerait Ikc & (0 °. (v(ix+y))NC=0
ce qui est impossible puisque 1kcvy £#0 .0nadonc XNA v(x+y) £0 et par

suite x+y € 7.

lontrons que ¥ est fermé. Sinon, il existerait x? ¥ avec XN Avx £0,

Vvx #£0 .Donc 3 kvk #0 avec kvx & % . D'aprées la définition de X cela
implique en particulier X N Akvx # 0, et par suite Xn Avx #°0 . Donc
Vx40, ona XN Avx£0 ce qui signifie x6¢X .

Enfin X est contenu dans tout idéal & gauche ferm¢: ¥ contenant A . Sinon

il existerait x € X avec x e} F . Puisque F est fermé cela implique l'existence

de vx#0 telque FN Avx =0 d'oi XN hvx = 0 ce qui contredit x & X .

6. L. treillis T des idecux & jeuche furmés,

L'application X —» ¥ d'un idcal A gauche quelconque dans sa fermeture est
une application de fermeture et l'ensemble des idcaux fermis ordonné par inclusion
constitue un treillis complet T (Théorie des treillis [4], p. 36) avec ¢lément

nul (0) et ¢lément universel 4 .
La propric¢te 7 va nous permettre de démontrer que ce treillis est modulaire.

[
PROPRIETE &, - Ie treillis T des idéaux & gauche fermés est modulaire.,

~

Designons par BV C le plus petit idéal & gauche fermé contenant B et ¢ .
Ona BV C=B+C . Le modularité du treillis T s'exprime donc par la relation s

X2B = Xn(B+C)=F+ XAnC)

les idCaux X , B et C ctant supposés fermés. Il suffit de démontrer 1'inclu-
sion XN (B+C) €cB+ (XACT) . Soit donc x€ X, x& B +C . Donc

WV vx#0, ona (B+C)N ivx # 0 . Il existe par suite kvx € B + C avec
kvx # 0 . On en déduit kvx=b+c (beB, ceC), d'odl c=kvx=-beX

6t ce XNC .Donc OfFkvxk € B+ (XnC), et x& B+ (X77C) . Le treillis
T est modulaire,

PROPRIETE 9, - Soit X € T, avec X #4 . Ilexiste YE T, Y #O0 tel que
XnY=Oo
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Comme X # 4 , soit x¢ s, x ¢X . ¥ etant fermé on peut trouver un
élément vx £ 0 tel que XA avx = O , Posons 72 = Avx et Y = Z . L'hypothése
XN Y # 0 entrafnerait lexistence d'un elcment b & XN Y tel que b#£O0 .
On en déduirait %0 ab # 0 . Mais ZMNibg ZNX =0, On arriverzit & une

conisradiction et on a bien XN Y = 0 .

Bn résumé le treillis T des idéaux fermés est un treillis modulaoire vérifiant
la proprieté 9 et la condition de chafne ascendante. Ces rcsultats suffisent pour

¢tablir le théoréme suivant

1 N
THEOREME 3. - Ie treillis T des idéaux a gauche fermés d'un anneau noethérien

a gauche premier A est un treillis modulaire complementé de longueur finie.

En effet, soit X € T ; montrons que X admet un complément., Soit X'€& T
un ideal & gauche fermé maximal parmi ceux qui vérifient XA X' = 0 . Supposons
XV X'#54 ., Dlaprés la proprié¢te 9 il existerait Y £ 0, Y€ T tel que
XvX')NY=0.0nc¢encdeduirait Xv X)) XV Y =X+ V)N TY]=X';
d'ou en prenant l'intersection aveec X : XN (X'VvY¥) =0, Or on a

X'v Y > X', Ceci contredit 1l'hypothese X' maximal. On a bien
INnX'=0 XV =A

Le treillis T etant modulaire; ccmplémente, et verifiant la condition de
chafne ascendante, est alors un treillis de longueur finie (proprieté duale du
theoréme 4 de [4], Théorie des treillis, p. 257) .

7. Appl iations.
Ie théoréme 3 entrafne le corolliaire suivant s

PROPRIETE 10. - le treillis T des idcaux & gauche formés vérifie la condition

de chafne descendante. En particulis», fout arnulateur & gauche 0O °, S est

égal & l'intersection d’'un nombre fini d'anmul -teurs & gauche 0 °. sS4 ou
s; € S (1=1,2, ..., p)

Soit O = X, 0 AORARTE r\Xn une décomposition de 1'idéal nul comme intersection

d'idéaux & gauche Xy s O-irréductibles, sans idéaux superflus. Nous allons

X7

montrer que chacun des £y estun idéal & gouche fermé. Ecrivons en effet

0=X,n Y avec Y#0.
On sait que, si X1 est N-irréductible a gguche, Xl est maximal parmi les

idéaux & gauche X qui vérifient 0=7AY , ([7], p. 179) . Donec, si

bel, on a X1+Ab)nY;£O.Ilexistedonc y=x, +vb£0, x, &€X .

1 1 1
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On en tire X, ". vb=0 .y ; eneffet uvbe X, entrafne uy € X, donc

uy € Xlt\ Y=0 et ueO " .,y ; réciproquement uy = O entrafne u(x1 +vb) =0

donc uvb € X, . L'aprés le lemme, il existe donc un idéal C # O tel que

1
0O°*.y)AnC=0, ou ('X1 . vb)MC =0 . 0On en déduit X

Cvb # 0 , car la relation Cvb = O entrafnercit Cvb ¢ X

N Cvb = 0, avec

N hcvb =0, ce qui

1

1

donc C =0, Il existe donc c € C tel que cvb # 0 et b8

prouve que X, est un ideal & gauche formc.

1
THEOREME 4, - Si O = X,

& gauche O~irrcductibles Xi sans idéaux superflus, les idé¢aux a gauche Xi

N...n X, est upe décomposition de 0 comme idéaus

sont des idéaux & gauche fermds maximaux et 1l'invariant n de Kurosch-Ore est

égal 3 la dimension du treillis T augmentée d'une unité,

On vient de voir en effet que tout X, est un idcal & gauche fermé, S'il
n'était pas fermé maximal, il serait rcductible dans le treillis T , ce qui est
contraire a 1l'irréductibilité. On sait d'ailleurs que si la dimension du treillis

T est d, (0) est l'intersection de d + 1 ¢léments maximaux ( [4]; p. 261) .

Les ¢élements a € & qui engenurent vn idéal fermé egal & A forment un en-

semble E caractérisé par la propridté suivante, qui exprime que 1€ aa 3
(1) Vx#£0, ona hanix#£0.

THEOREME 5, - En appelant E l'ensemble des ¢léments . & qui vérifiont la con=

dition (1) , D' 1'ensemble des ¢1léments qui ne sont pas diviseurs de zéro a

droite, et G' l'ensemble des ¢léments qui ne sont pas diviseurs de zéro a

gauche, on a 3

En effet, éupposons d' & D' . Si on avait d'4 E, il existerait x# O
tel que 4d'0 Ax = 0, et d' serait diviseur de zéro & droite d'aprés la
propriété 3 . On a donc D' S E . Supposons mainteicant a € B avec a ¢ G .
Donc a serait diviseur de zeéro & gauche et il existerait b # O tel que ab= 0
D'aprés le lemme, on aurait un ideal & gauche C # O tel que (0 . bB)AC=0.
Par suite LanC =0 et fAanhc =0 pour O#c € C . Ceci contredit 1'hypo-
these a € E .

D'autres proprietés des idecaux fermés d'un anneau noethérien & gauche premier

figureront dans la publication annoncée dans 1l'introduction.
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Signalons que 4. W. GOLDIE [5] a obtenu un theoréme d'immersion de tout

anneau prerier noéthérien & gauche et & droite dans un enneau d'artin premier,

clest-a-dire dans un anneau de matrices carrdes d'ordre n sur un corps K .

[1]

2]

(3]
(4]

(5]
(6]
[7]
Le]

[9]
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