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ANNEAU BES ENDOMORPHISMES D!'UN MODULE DE TYPE FINI SUR UN ANNEAU LOCAL

par Jean-Pierre LAFON

On peut, pour l'étude de l'anneau L(E) des A-endomorphismes d'un module
de type fini E sur un anneau local A , se placer & deux points de vue diffé-
rents : 1'étude globale de L(E) et 1l'étude d'un endomorphisme particulier. Clest

le premier point qui fera le but du présent exposé.

NOTATIONS et RAPPELS. - A désignera un anneau local (commutatif), c'est-a-
dire un anneau a élément unité tel que l'ensemble des non-inversibles forme
un iddal m qui est alors l'unique idéal mamimal de E 3 k sera le corps des
restes A/m . Nous supposerons A noethérien, pour simplifier, mais il appa-
raitra que cette hypothése est parfois inutils.

E est un A-module de type fini (unitaire) ; E/mE a une structure de
k-espace vectoriel, nous le noterons E. (el y ces g en) est un systéme minimal

de générateurs de E sur A s il résulte du lerme de Nakayama que ceci est dqui~
velent & : les classes &) ; s«o , o, forment une base sur k de B .

Un sous-moduls ds E sera dit caractéristique s'il est invariant par tous les
A-endomorphismes de E ¢ ce terme est souvent réservé aux sous-modules invariants
par tous les automorphismes de E ; mais, comme nous n'aurons pas dans cet exposé

hY

& considérer d¢ tols sous-modules, cette définition sera sans inconvénient.

Un anneau non commutatif sera dit complétement primaire si l'ensemble des
non-inversibles & gauche forme un idéal qui est alors nécessairement maximal 3
gauche et & droite : c'est donc un idéal bilatérs et le quotient par cet idéal

est un corps, non nécessairement commutatif.

1. Une filtration de L(E) .

Remarquons que les sous-modules mi E sont caractéristiques : en effet, soit
u un élément de L(E) , si x e mi E , x peut s'dcrire au moins d'une fagon

— i ’(.‘
X =8 el + qae + an en avec aj em o Il en résulte
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u(x) = a, u(el) *aee tag u(en) cm E . . Done u(mi E) cm‘,L R .

Nous voyons donc que si x =y (hod m E) , ulx) = uly) (mod mi E) . S1i
§ est la classe d¢ x modulo mi E , nous poserons ui( 3) = classe de u(x)
modulo mi E .

On vérifie sans difficulté que u, est une application de E/mi E dans
E/ml E qui est A/mi-linéaire, que l'application u —- uy est un homomorphisme
ds L(E) dans L(E/mi E) . Pour qus u appartienne au moyau de cet homomor-
phisme, il faut et il suffit que pour tout x €&, u(x) € i E 3 cs noyau est,
done, Hc»mA (m ’ mi E) ot on peut done écrire la suite exacte suivante.

PROPOSITION 14

ol E/ul E sera considéré comme muni de sa structure de A/m -moduls.

REMARQUE, - Plus généralement, si C est un sous-module caractéristiqus, on
aura de la méme maniére, la suite exacte

0 —> Hom, (E , C) — L(E) —> LE/C) — ...
D'autre part, nous voyons que si u agit sur le systéme de générateurs comme la
. - . . i
matrice (aji) ’ (u(si) =3 a5y ej) » u; agira sur les images module mw E ,

qui forment un systéme minimal de générateurs de E/mi E sur A/mi , comme la

matrics obtenue en réduisant modulo mt les cosfficients de (aji) .

I1 est possible de présenter autrement cette question, avec l'avantage de nous

donner les termes suivants de la suite exacte écrite.

On peut associer & la suite exacte 0 — n E —~E - E/mi E =0, la suite
exacte des ext

0 —> Hom, (B , u' E) —> Hon, (B ; B) —Hom, (B , B/n" B) —> Exty (B , n" B) = ...
Montrons que Hom, (E , E/m- E) s'identifis canoniquement 2 HomA(E/mi E, E/nt E) ,
puis & Hom i(E/mi E, E/m:1 E) «

A/

Soit u ¢ E-—-)-E/miE et soit x=a 6 + oee + 2 ©6_ avVEC & émi un

1 n n J

é1lément de o B s 11 vient u(x) = ay u(el) *eee u(en) ent . E/mi E=0;
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donc, le noyau de u contient n L g et u induit un endomorphisme U de

E/m E ; dtol une application i s u—->u de HomA(E E/m E) dans

L(E/m E) . Réciproquement & u €L(E/m E) , on fait correspondre j(@) =u o P
il est immédiat que j o i (resp, i o j) est l'application identique de
HomA(E 5 E/m‘jL E) (resp- L(];.“/mi L)) « Donc i est une bijection de

HomA(E , B/i" E) sur L(E/m E) et j sa bijection réciproque.

I1 faut remarquer que ccci he s'applique pas 3 un sous-module caractéristique

quelconque, mais eux sous-modules de la forme IE ot I est un idéal de 4 .

Les sous-modules HomA(E 5 mi E) constituent une filtration décroissante de
L(E) et les quotients associés & chaque terme fournissent des approximations de
L(E) ; en particulier, L(E)/Hom (E , nE) fournit une premidre appreximation de
L(E) par une algébre 3 élément unlte de dimension finie sur le corps des restes
k . Cette approximation trés simplec fournit déja quelques résultats intéressants,

(surtout, peut-&tre, pour 1'étude d'un endomorphisme particulier).

2. Représentation matriciclles de L(E) .

La représentation matricielle sera trés utile pour la construction d'exemples

et surtout de contre-cxemplesec

Soit 0O ~>R—>L —>E > 0 le premier terme d'unc résolution mn_gmale de
E: L est le A-module libre engendré par les & » R est le sous-module des
relations. Nous admcttrons (voir, par exemple, BOURBAKI, (3], paragraphe 2
exercice 2).

L(E) est isomorphe au quotient M(E)/O(E) ob M(E) est l'anneau des endomor=

phismes u* fif. L tcls que u*(R) c B, i.6. laissant stable le sous-module des

relations, et O(E) 1'ensenmble des o* tels que u (L) C R, qui forment de

manidére évidente un idéal bilatére de M(E) .

Comme L est nocthérien, R est de type fini et est engendré per Yis v ¥

Si L = Ax, @f’;xz B oeee B Axn ; on peut dervire - =3 le 3 et

nous désignerons pai' P la matrice (bji) qui & n lignes ¢t m colonnes,
6t, nous dirons que c'est la matrice de passage deé R . Si nous prenons pour
u’t sa matrice par rapport & la base X; » nous trouvons sans difficulté que
(aj i) € M(E) si et seulement s'il existe une matrice carrds de rang m a

o s . : . . . - ' » -
coefficients dans 4 , (aji) telle que (aj;i.)(b (bji)(aj i) s représen

T
tant, en fait, l'effet de 1'endomorphisme induit par v sur les Yy Pour
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que (aji) €0(E) , il faut ¢ il suffit que (aji) = (bji)(ba!i) ol (b&i) est

une matrice & coefficients dans A & m lignes et n colonnes,

PROPOSITION 2. ~ L(E) est le guotient M(E)/O(E) ou M(E) est l'ensemble des
matrices carrées d'ordre n satisfaisant & NP = PM? _0_9_ P est la matrice de

passage du sous-module des relations, et, ou O(E) est 1l'ensemble des matrices

carrées PB! dtordre n de la forme PBY ,

I1 est important de remarquer que les matrices de M(E) fournissent les endo=-
morphismes de E de la fagon suivante @ u(e ) = Z 8‘31 i c'est—a~-dire si
v agit sur x; comme (a.. ) , alors l'endomorphlsme induit sur E agit sur e,
comme (aji) , les anneaux quotlents L(E)/HomA(E m E) s'obtenant alors

facilement.

En particulier Im(L(E) —> L(E)) s'obtient en réduisant modulo m les coeffi-
cients des matrices de M(E) ¢ en effet, les éléments de O(E) sont des matrices
& coefficients dans m comme (b ) (si, par exemple, b, ¢ m, on aurait

= (bll)”]L (bZl &y * oec + by e ) , contrairement & 1l'hypothése faite sur les
ei) o

Nous avons, en prenant Im(L(E) —- L(E)) wun procédé de construction d'algdbres

4 élément unité de dimension finie sur un corps k . Peut-on obtenir toute telle.

algébre par ce procédé par choix convenable de A et E ?

/7 AN
THEOREME . ~ Soit S wune algébre 3 élément unité de dimension finie sur le corps
k . I1 existe un anneau local A (a1 moins un) de corps des restes k et un mo-
dule de type fini E sur A avec rg(E) =d tel qus S = Im{L(E) — LE)) »

\

Nous considérercns S comme identifiée 4 sa représentation réguliérs. Soit
S' le commutant de S . Il est classique que S est égale a son bicommutant, i.a.
une matrice M €€ si et seulement si elle commute avec tout élément de S' o
S 1, M, ) ces y M est une base de S' sur k , il revient au méme de dire
que M commute avec cette base, soit, si X 5 500y Xn sont des indéterminées,
aves X; 1 + X, M, + 5.0 X, M =P, matrice & coefficients dans
k [[Xl s seo X J] ety d‘allleurs, formes lindaires en les X « Prenons alors
A=k [[Xl s eee g X J] et E quotient du module libre AP par le sous=-moduls

dont la matrice de passage est P . Montrons que Im(L(E) —> L(E)) est S ,

I1 est d'abord clair, d'aprés la proposition 2, qus S se plonge dans L(E) .

- Soit (aji) une matrice représentant un endomorphisme u j; elle satisfait &
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(aij)P = P(aji) . Désignons par (aji) (resp. (531)) la matrice obtenue & parw
tir de (aji) (resp. (al;)) en ne gardant que les termes constants. L'homogénéi~

3 i i a = al . : = eee = =
té d6 P en les X, implique (aji)P P(aji) Si l'on fadt X, X =0
et X, =1 dens P, on obtient (aji) = (aji) 5 done ('si)P = P(aji) et
(Eji) §S . Dong, S = In(LE) => L(E)) .

On peut remarquer que dh(4) (dimension homologique de A) = dim(S') dim (A) .

I1 n'y a pas unicité dc l'obtention de¢ S & nous verrons, par exemple, que

1l'algébre des matrices & coefficients dans k de la forme ¢

a 0

b e

by

peut &tre obtenus & partir d'un anncau de valuation discréte, alors que notre cons—
truction nous oblige & prendre 4 =k [[X; , X, , X3]] « I1 est intéressant de se
demander, étant donnée une algébre S , quels anneaux locaux et quels modules
permettent de l'obtenir. Nous ne savons actuecllement apporter que les précisions

suivantes :

Pour que S puisse &tre obtenue a partir d'un anneau de valuation discrete il

faut et il suffit qu'elle puisse avoir une représentation matriciells de la forme

ou les éléments dans les zones hachurédes sont arbitraires, les autres étant nuls

(on reconnaitra la partic semi-simple de' S , & savoir les blocs diagonaux et le
radical de Jacobson hachuré horizontalement).

Plus généralement, on peut étudier les algdbres obtenues avec des sommes

directes de modules monogénes ¢ E = A/éi ou ay sont des idéaux de A .

‘Considérons le tableau ¢
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o
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n

On aura un é1ément arbitraire noté X & 1'intcrscction de la i-iéme colonne et

de la j-iéme ligne si et seulement si ay C',aj sinon on obtiendra O .

On obtient ainsi les algdbres de ce types dont la représentation matricielle est

le graphe d'une relation d'ordre. On peut montrer qu'en dimension 2, on peut réa-

liser toute relation d'ordre sur n ° éléments au moyen d'idéaux de A . Par le
procédé considére , avec des sommes directes de modules monogénes, cn obtiendra,
done, en dimension 2 toutes les algébres indiquées ci-dessus. Il faut remarquer
que pour qu'une telle algebre soit commutative ou semi-simple, il faut et il
suffit qu'il n'y ait aucune relation d'inclusion entre les a; o

3. Passage au complété, puis 3 un anneau régulier complet.

I1 résulteades propriétés de platitude de la complétion que si K est le complé-
té ds A , E lc complété de E :
A s A 2 A P
Homa(E , fi" E) = Hom (& , m" E) ot L(E) =L(E) .

A
Pour ces propriétés, voir [11] .
On en déduit qus
L(E)/HomA(E , - E) = L(ﬁ)/HomK(é,, ﬁi ﬁ) .
I1 sera ainsi possible, dans un certain nombre de questions de supposer A
complet.

D'autre part, en vertu des théorémes de structure de Cohen, tout anneau local

complet est quotient d'un annecau local régulier complet B de méme corps des
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restes k » Si E est un A-module de type fini de systéme minimal de généra-
teurs (ei) , on peut le munir de fagon évidente d'une structurs de B-module.
Notons EB 9
utilisés, on voit que L(EB) siidentifie canoniquement & L(E) et que
In(L(E,) = L)) = In(LE) = LE)) .

E muni de cette structure. Par des arguments évidents et déja

Ce qui précdéde justific, dans une certaine mesure, l'importance des sériecs for—

nelles pour la recherche de contre-ecxemples.

4. Etude des HomA(Ev 5 m:.L E)

Montrons d'abord que Hom,(E , mE) est contenu dans le radical de Jacobson
r de L(E) »

LEMME . - _S_:_: RcL ot L voet un module libre de type fini sur l'anneau commuta=-

tif A & élément unité,si u est un automorphisme de L stablse sur R, alors

u~  est stable sur R , &b, par suite u induit un automorphisme sur R et sur
L/R

Soit en effet X 5 ceo ;3 X, Une base de L sur R et supposons que ¢
P .. A s .
u(xi) =285 Xj o Si Au(X) est le polyndme caractéristique de (aji) , 1o
théoréme d'Harilton Cayley montre que _)Qu(u) =0, soit @

n n«l
+ ¢ + oo *+ =0
n '3.1 u y an

avec a = det(aji) 51 u est un automorphisme de L a, est inversible
dans A et

_ -l , n-l n-2 .
1= (an) (u +a, u + aon + an_l)u 3

by

ltinverse de u est donc un polyndme en u & coefficients dans A et 11 laisse

stable R . u induit donc un automorphisme sur R et sur L/R .

Revenons au cas A local, et E , A-module de type fini ; et considérons la
suite exacte déja utilisée ¢t 0O —>R—>L—>E -= 0 , Le lemme montre que, si
u est induit par un automorphisme de L , c'est un automorphisme de E . Réci-
proquement, si u est un automorphisme de E il existe v € L(E) tel que
uv =1 3 si u* et v* sont des endomorphismes de L induisant u et v,
el s HomA(L , mL) , done uw* est inversible dans L(L) , 1.e. ot

est un automorphisme de L .
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PROPOSITION 3. = Si O —> R —> A" —»E — 0 est une suite cxacte, ob E est ds

rang n , tout automorphisme de E cst induit par un automorphisme de AR

(stable sur R), et, réciproquement, si un endomorphisme de A" (stabls sur R)
9

induit un automorphisme de E ;, c'est un automorphisme de At

On en déduit s

COROLLAIRE, = On a les inclusions o L(E) HomA(E , mi E) ¢r , radical de
Jacobson de L(E) « '

I1 est immédiat que ot L(E) ¢ HomA(E , n" E) car un endomorphisme de - L(E)
admet une matrice de représentation (et éventucllement une seule) a coefficisnts

i
dans m

Pour montrer que Hom, &, mi E) Cr , i1 suffit de montrer que tout
u €1 + Hom (B , uE) est inversible. Or, ls lemms montre, en fait, que la con-
dition nécessaire et suffisante pour que u soit inversible est que u posséde
une matrice de représentation inversible (et, alors toute matrice de représen=
tation 1l'est), Si u €1 + HomA(E , I) , 1l déterminant d'une matrice de repré-

sentation de u est congru & 1 modulo m , donc inversible.

On n'a pas forcément Homﬂ(E s m E) = mi L(E) . Pronons, en effet,
A=x[[X , X, J) et E quotient du module libre Ax, ® Ax, par le sous-
2 2’ L) L) L]
module Ayl + Ay2 avee y; = X1 x, et y, = X2 X, e On vérifie en utilisant la
représentation matricielle que L(E )/nL(E) est isomorphe & l'algébre des matri-
ces de la forme

a 0 O
0 b O
c O b

alors que L(E)/HomA(E , mE) est isomorphe & 1'algébre des matrices de la
forme
a O

0 b

-

On n'a pas, non plus, forcément Hom,(E , mE) = r . Prenons le méme A que
ci-dessus et pour E 1le quotient du méme L par le sous-module Ayl + Ay2
avee y; =X X et y, =X, x +X X o On vorifie que L(E)/tom, (€ , uk)
est isomorphe i 1talgdbre des matrices & coefficients dans k de la forme
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a b

0 a

qui n'est autre quc 1l'algdbre des.nombres duaux sur k , anncau local dtidéal

naxinal l'enscmble- des matrices de la forme

O ©®

0 O

I1 faut remarquer que si E est libre ou monogéne (plus généralement A/a libre
si a est l'annulateur de E), nL{E) = HomACE , tB) = r ., Nous verrons ulté-

rieurement des précisions sur le cas » = nL(E) .

5. Etude de la surjectivité de ¢: L(E) — L(E) »

Les exenples qui précédent montrent que Im(L(E) — L(E)) n'est pas en général
Lﬁf) tout enticr. Il en est ainsi si E est libre ou nonogéne (ou ¢s gui recou-
vre ces deux cas, si E est A/a-libre, si a ost l'anmulateur de E . Nous
voulons démontrer la réciproque 2

A

THEOREME. - La_condition nécessaire et suffisante pour que 4 : L(E) — L(E)
soit une surjection est que E soit Afa-libre si a est l'annulateur de E .

Nous allons utiliser ccrmc lermme un théoréme d'Azumaya qui se révélera trés uti-
le pour lt'étuds d'un endomorphisme pariiculier. La démonstration en est trop
longue pour figurer ici et nous renvoyons a [1] . Signalons toutefois que, dans le
cas d'un anneau local complet, le lemme bilinéaire de Sarmuel permet d'abréger sen—
siblement cette démonstration. Dans ce théoréme, algibre signifierg modulo de type

fini sur l'anneau local A ; avec, en plus, une structure d'anneau.

THEOREME (AZUMAYA)> - Si R est une algdbre sur 1'anncau local hensélien A

1° pour tout idéal bilatére I de R , tout systéme d'idempotents orthogonaux

de R/I , peut &trs relevé en un systéme d'idempotents orthogonaux de R .

2° 5% I eat contenu dans le radical de Jacobson de R , toute base canonique

de sous-algébres de matrices de R/I peut &tre relevéde dans R .

Notons que ce théoréme généralise des théorimes classiques pour les algdbres de

dimension finie sur un corps k [7] .

Rappelons qu'un anneau local complet est hensélien, la réciproque étant fausse,

exemple 3 séries convergentes en n variables & coefficients complexes.
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I1 résulte de 3 que L(E) = L(E) surjectif est dquivalent & L(B) =~ L(E) sur-

jectif, Nous supposerons donc /4 complete

S1 X 5 eoe E; est une base de E , soit (E;j) la base canonique de L(E)
associées Puisque HOQA(E ;, IE) ¢ r , on peut appliquer le théoréme d'izunaya et
relever cette base canonique en une base canpnique (iij) d'une sous=-algébre
de matrices de L(E) . Rsmarquons que €y * eee ¥ ¢y = 8 est inversible, car

s €1 + Hom, (E , mE) o D'autre part, les ¢,y sont des idempotents deux & deux

1

orthogoneux. Si s = est l'inverse de o L + 400 t+ 8 Epn = 1 et par

multiplication & droite par TR il vient s"'l €44 = Eii , d'ou &11 + oo + Enn=il
Posons Ei = Eii(E) ;3 on voit que E est somme directe des Ei et que les Ei
sont monogénes car Ei/mEi =E, + B/ = kEi - Soit, donc, E, = ix,
=1, ... ,n) o X, ©st un représentant de E& dans E, « On a ls formu-
laire @
fa05) =4 %

avec fi inversible comas on le voit en passant & E

e

&ji(xj) = 533 eji(xi) etjj(E) =ij

’ A Y — f () ° s
d'ou Eji(xi) = gij x; avee (i inversible

Cats

Ejk(xi) = &) aii(fi xi) =0 si k#4i

Supposons d'abord E fidele et supposons qu'il existe une relation

8y X + o0 ta X, = 0 & coefficients dans A . On en déduit, par application

de Eji s 8y Xj =0 (j=1, «ec , n), soit ay E =0, donc a; = 0 et E
est A-libres.

Si A n'é}ait pas complet, il est clair que E fidéle sur A inpliqus ﬁ
fidéle sur A » Si on prend pour E un systéme mininal de générateurs qui soit
aussl un systéme minimal dec générateurs de E , ce systéne est une bese de ﬁ s
d'apres HAKAYAMA, c'est done une basc de E qui cst AL-libre.

Si E n'était pas fidéle, on considérerait E comme un A/a-module ol a est
l'annulateur dc E + Le théoréne est done démontrd.

On peut déduire de cc gqui précéde un critére de liberté d'un module de type
fini fidéle sur un anneau locale. Ecrivons la suite exacte
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: ‘ ; 1, . 1o oy
O—>Hom, (E,E }~tom, (B,E )—Hon, (B,E/uE Ykt (E,uE }Eixty (1,8 )->Ext, (B,uE) = 0

inplique que L(E) => L(E) est surjectif, donc qus E est A-libre. Réciproque-
ment, si E est A-libre Extjll(E , 0E) =0 . D'ol

COROLLAIRE, - Si E est un nodule de type fini sur 1l'anncau local 4 , fidels,
il y a équivalence entre ¢

i. E est A-libre j

1
i1, Ext, (B , mE) =0
1ii. L(E) — LE) est strjectif.

I1 faut remarquer quc les conclusions du corollaire et du théoréne restent
valablessi A n'est pas nosthérien, & condition de le supposer hensélien. On
peut se demander ce que signifie la nullité de certains des termes suivants de
la suite des Ext o Il n'est pas difficile de voir qus 3

Extllx(E , B/tE) est équivalent & E est A-libre.

Si A est un anneau de valuation discréte, ou plus généralement, si E est de
dimension homologique 1 ExtX(E , BE) = 0 inmplique qua E est A=Libre (in=

nédiat & partir des deux conditions obtenues).

6+ Structure des L(E) »

Les L(E) sont évidemment des algdbres au sens d'AZUMAYA. Ils rentrent dans la
famille plus vaste des anneaux seni-locaux généralisés définis par BATHO comme
des anneaux non nécessairement commtatifs R de radical de Jacobson J tels
qus

ie n Jn = (0)
ii. R est noethérisp & gauche

iii. R/J est artinien 3 gauche.

Si 1'on munit un tel anneau de sa topologie J=-adique, on en fait un espace
métriqli.e, d'ou per des arguments standard la possibilité de définir la complé-
tion R de R comme un sur-anneau complet de R dans lequel R soit partout
dense. Dans le cas commutatif, on retrouve évidemment les anneaux semi-locaux

usuels.
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I1 est irmédiat qu'unc algébre au sens d'AZUMLYA est un tel anneau ¢ en effet,
mR € J , donc R/J est une nlgdbre & élénent unité de dimension finie sur le
corps des restes k o Les idéaux & gauche de R/J sont des sous-espaces- vectoriels
et satisfont donc & la condition de chaine ascendante. D'outre part, J/mR est
le radical de R/mR qui est artinien en tant qu'algébre de dinension finie sur
k o« {/nR est donc nilpotent et il exists un entier p tel que J° CoR o I1
s'ensuit que les topologies J-adique et mnR-adique cofincident j ceci implique (i)
Nous voyons de plus que si L est complet, il en est de méne de R dans la topo-

logie J-adique.

THEOREME (AZUMAYA)s - Si A est hensélien et si R est unc algdbre sur A .

R = Mnl (cl) Foese B an(cp) @N

ou chaque Ci est complétement prinmaire et ou N est un sous-groupe de J .

Le principe de la démonstration est : R/J est seni-simple ; on reléve les
idempotents centraux qui donnent les composantes sinples en des idenpotents qui
ne sont plus forcément centraux : ceci fournit une déconposition en sorme dirscte
d'idéaux & gauche ; si on veut des idéaux bilatéres on utilise lo décomposition .
de Peirce qui donne un sous-groupe N de J . Chaque idéal bilatére apparaissant
dans la sorme directe donne en passant au quotient une conposante simple de R/J s
on reldve alors les bases canoniques d'algébres de matrices [1] .

THEOREME (AZUMAYA, BATHO) il y a équivalonce entrc

1. R est sorme directe d'algébres de natrices sur les anneaux complétenent

primaires.

ii. R est non ranifide, i.6c J =nR .

i1i. les idempotents qui apparaissent dans la décomposition du théoréms précé-

dent sont centraux.

(1)< (ii1) si R = 6, Re; @ +v0 @ e, Re tout r e¢R s'éerit

= s, + + o - = =
T =6 Té *esa v TE dtou re; m€; T =g, Te 0.

178 T O

i
Rciproquenent, si les e; sont centraux

= + K = + a0 +
r r61 eee ren 61 rel see en ren

(1)&=> (1) eneffet, s1 J=nR, ona R= (e Roy) Boee® CR Ben) €nR et
11 suffit d'appliquer le lerme de Nakayana.
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Réciproquenent, il est cleir que si R = ¢, Rel ® e @ o, Ren sona J=mnR.
COROLLAIRE. ~ Soit E un A-nodule de type fini L local honsélien, la condi-

tion nécessaire et suffisante pour quc r = nL(E) est que E soit sorme directe
de sous-nodules caractéristiques Ei tels que L(Ei) soit une algébre conpléte

de natrices sur un anncau complétenent prinairc.

Supposons, cn effet, les e, du théoréne dans le contre de L(E) , i+e. quel qus
soit u ¢ L(E) , us; =e; U o Llors u(ei(E)) = Gi(u(E)) Cei(E) s lc sous-
nodule Ei = ei(E) est donc caractéristique et E est soimie dirccte des Ei o

5 A = M Y
On a de plus L(Ei) uni(ci)

Réciproquenent, soit E :G-)E:.L ou lee Ei sont caractéristiques et tels que

— \ . s o 2 N . i 2 ot .
L(Ei) = Mn. (Ci; . So0it Py le projecteur associe a Ei . Ei caract¢ristique

1
inplique upi(E) < pi(E) pour tout u <L(E) , soit (1 - pi)upi = 0 d'ol

— . Ar < - ] - -
up; =Dp; Up; « Mais on a do méme u 234 % Zj;éi P; UP; » soit p; u(l pi) 0

d'ou up; = Py u = py upi c
EXEMPIE. - 4 =k [[X, , X,1] E =k [[X JJex [[X,]1].

Le corollaire est en particulier valable si L(E) est commutatif (ce qui est

possible ; exemple précédent).

Si, en particulier, L(E) = G, ®eee ® Cp oh les G, sont conpldtenent pri-
naires, E =E, ® oco @Ep ou les Ei sont caractéristiques et indéconposables.
On vérifie alors, sans difficulté (voir BOURBAKI, [ 5] chap. 7 paragraphe 4
exercice 16) qu'il y a unicité de la décomposition de E en sorme directe de
nodules indécomposables ¢ ceci donnc une interprétation dans un cas particulier
d'un théoréme d'Azumaya ("On generalized seni prinary rings and Krull-Remark-
Schnid's theoren"). |

I1 est évident qu'au stade ol nous en sormes certains problénes restent en
suspens.

Le plus intéressant sans doute est de savoir si E et F sont deux nodules
sur le méne anneau local 4 , ce qu'implique L(E) = L(F) pour E et F .

Dans le cas d'anncaux locaux priraires principaux, SCHIFFMANN, BLER et JABOBSON
ont montré que tout isomorphisme de L(E) et L(F) est induit par un isonorphis—
ne d¢ E et F o Les deux preniers se sont servi, & cet effet, de la théorie des

idéaux de L(E) . Mais, dans le cas plus général que nous envisageons, quelques
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difficultés se présentent ¢t pratiquenent; nous liniterons aux idéaux bilatéres
naximaux. Signalons, toutefois, que certains résultats de Schiffrman non mentionnés
ici passent sans difficulté grfice & un forrmulaire nartiel analogue.

7. Idéaux de L(E) o

Certains résultats se transposeront irnédiatencnt aux idéaux & droite ; il
suffira pour les sous-nodules de suppriner "caractéristique'.

A tout sous-modulc caractdéristique C de E correspondent deux idéaux bilatéres :

{(C) = Homy (E , C)

1 (C) = ensenble des u <L(E) tels que u(C) =0

A un idéal pilatére I correspondent deux sous-modules caractéristiques

L(1) =3 u(E)

ucl

R(I) noyau de I , i.c. ensemble des x ¢E tels que u(x) = 0 pour tout uel
On a ls formulaire (SCHIFFMAN)

¥ (e @) co #(R(I)) > 1

(I () cc [(®a) >~z

si

6 0y r(e) >e(6y) ,  I(6)) € L(oy)
si

Icd, (1) >RJI), Q@) (@)

“(A(r(C))) = ¥ (c), Ay (A1) = A1)
(e =1i@, ROL(E@D)) = B(1)

r(c) [(c) =0

mais on n'a pas
B(Y()) =¢c et E(r(C)) =c
comne ltavait SCHIFFMAN.
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Un contre~cxerple en est fourni par 4 =k [[X , %, X3]] E quotient du
nodule libre Axlf&)./a:zomc par lc sous-nodule engendré par y; = X X3
Yo ._X2x1 +X X, 3 V3 = 3x1 + X %y et C = le; + he, + mey avee des
notations évidentes

In(L(E) — L(E)
est alors

/a b e

ch a 0)
i
\O 0 a

THEOREME, ~ 51 I est un idéal bilatére naxinal, ou bien L(I) =E , ou
I-= Hom (E c) ou C peut &tre choipi caractéristique naxinal. 16 ciproquenent

si C est un sous-niodule caractéristique maxinal HonA(E C) = { (c) est un
idéal bilatére maxinal,

Soit I un idéal bilotére nmaxinal de L(E) . Il contient lc radical de Jacobson
de L(E) sinon on curait I + r = L(E) , il existerait donc u €r tel que
1 +uel.Or, 1 +u cstinversible. & fortiord I conticnt Hony (E , E)

Remarquons quc I ost engendré par un nonbre fini d'élénents Uy 4 eee %
sur A . On en déduit que $3(I) =u1(E) + vee up(E) . Soit
I-= I/HomA(E , TE)
¢t posons pour simplifier
$(I) =0, ﬁ'l('E-) + ees +En(_E') =T
Soit I* 1'1deal 4 droite engendre par 1 dans L(E) , 1* = ILE) « En tant
qu'idéal I¥ adnet 1a base u1 s see up o I1 en résulte qus, si uteI*

*(_) ¢C . I1 est bicn connu, dans ces conditions, que I = Homk(_ T) . Soit.
R = In(LE) =—> LE)) .

I* AR est donc 1l'ensemble des U ¢ B tels que u(') cCT « Ctest un :Lde,al a

droite ds R mnais c'est eussi un idéal 3 gauche d'aprés la définition de ¥
R/I = L(E)/I est sinmplc, donc deux possibilités @
* . s % - _ = .
I¥* "R =R, ce qui inplique I” = L(E) , donc C=E soit E=C,

cu, sinon, I* "R =T . Renerquéns que i;?(HomA(E , E)) =B ¢t que, par
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suite, EE CC o I1 y n équivalence entre Tel ot nel s U eI inplique
WE) < T, donc u(B) ©C o Réciprogquement u(E) €C inpliqus u(E) <C done
ueRrRN Homk(ﬁ 5 T) =R 0 I* =T ; donc u &I , Nous verrons-ultéricurcnent que
1l'on peut avoir L(I) =C =E . Remerquons qus-si C! est un sous-nodule carac-
téristique maxinel contcnent C , dans 1l cas C £E Hon, E, C)CHomA(E , C1)
diod I = HomA(E s C%) o

Réciproquement, soit C wun sous-nodule caractéristique maxinal et utilisons -la

suite exacte 3

0 —> Hon (E , ) —> L(E) — L{E) ox E =B/ .

Lo sorme de deux sous-modules coractéristiquesest carsctéristique. I1 en résulte
que tout sous-rodule caractiristique maximal C contient mE : sinon, on aurait
C+E=E, d'ou C=E,

Si u ¢ [(C) , considérons 1'iddal bilntére engendré par u dans L(E) , i.e.
1'ensemble des sommes finies x Uy, + ees +X Uy O0 X , ¥ € e LE) . Le

; < ; 2 3 3 3é :
sous-nodule A'Xi eL®) u(E) associé 3 cet idéal est caractcrlstique et 11
ne contient pas C , car il contient wu(E) ; done, C + %y ¢L(E) %1 u(E) =E Nous

noisrons &  ce que lfon obtiént & partir de a par rassage au quotient par C

ou Hom (B , C) . Soit R 1'inage ds L(E) dans L(E) . IL vient
lecRx E) =E .

~

R est semi simple ¢ R est artinien, il suffit de montrer qu'il n'y a pas de

radicale. Or cclui- ci, r est nilpotent. Soit p un entier tel que ¥ =0 et
Pl L0, Prenons ¥ ¢ ot £0 .81 § ¢f eost différent de zéro @

P

VE) ’”7- x, f(E) = 0 , car %“iiﬁ e =0 quel qus soit :'Zie. R .

Ceci est contraire & lthypothése frite aux ¥ . Donc, R est bien semi-simple. Soit
alors @ wun idempotent dans le centre de R s On a fi(}?) =E ocar la somme con-
sidérée oi-dessus se réduit au prcnier nenbre. On a alors : » :

1 -E) =@ -auE) =0 , donc, U =1 . Il s'ensuit que R est .ainple.

On peut auszi montrer que le centre de R ost un corps @ si 1 € centre

u£0, ':1'(1:3’) =E , donc U est inversible dans L(E) , donc dans R (car
l'inverse est un polynfme en U & coefficients dans k). Donc HomA(E , C)

est maximal,
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Envisageons maintencnt le cas ou ‘gv (I) = E . Nous allons voir la complicatinn

apnortée par la non-commutativité dans une question trés classique.

Prenons pour A lfanneau de valuation discrdte k [[X]], pour E 1la somme
directe dss nombres triaux sur k , des nombres duaux sur k et de k o Il est
immédiat qus R = Im(L(E) - L(E)) est l'ensembls des matrices & cosfficients
dans k de la forme ¢

ay 0 0
a2 a3 0
6,4 a5 8.6

Prenons pour I , dont 1l'image est 1 obtenu en considérant les matrices telles
que 8, = 0 . On vérifie, sans difficulté, que T est un iddal bilgtére maximal
de R, que IL(E) =LE)T = L(E) ; 11 s'ensuit que L(I) =E ,

Le théoréme d'Hamilton Cayley montre que L(E) est entier sur B, ou si 1l'on
préfére est un L-module de type fini (& droite ou a gauche). I1 est clair qus,
dans le cas commutatif, une telle circonstance ne psut se produire. D'ailleurs la
méthode du déterminant de Krull montre que si R est oommutatif, ce phénoméne

ne peut se produire. Le lemme do Ngkayama montre 1'inpossibilité également, si R est

un anneau complétement primcire.

Remerquons que, dans 1l'exemple ci~dessus, on aurait pu prendre pour T 1'ensemble

des matrices telles que a

3
Ceci ne caractérise donc pas les idéaux bilatéres maximaux. En compliquant

=8, =a = 0 sans changer le fait que L(I) =E ,

légérement 1'exsmple on pourrait montrer que plusieurs idéaux maximaux peuvent

donner lieu au méme phénoméne.

8. Une remarque sur les termes suivants de la filtration.

On aurait pu espérer que pbur i sufisamment grand, L(E) —= L(E/mi E) devien-
drait surjectif. Il est problable que ceci est vral si A est anncau de valua-
tion discréte. Voici un contre—cxemple simple dans le cas général.

Exempls déja donné : A =k I:[X1 s X2]] E  quotient du module libre Ax, eAx2 par le

sous-module Ay, + Ay2 avec y, = Xl x, et Yy = Xg Xy e

On vérifie que la mctrice
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31(51 ’ 52) Eg gz(al ’ 52) + &y

£ 8508, 5 82 + 5 (B 5 &)

4G %

=0,

sl ap + Oy = i définit effectivement un endomorphisme de E/m} E , alors qu'un

représentant dans Mh(ﬁ) ne peut définir un endomorphisme de E .
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