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SUR L& STRUCTURE DES DEMI-GROUPES,
D'APRES IES TRAVAUX DE J. A. GREEN ET W. D. MUNN

par Pierre IEFEBVRE

INTRODUCTION. = Dans ls ménoire [127] , publié on 1951, dont nous exposons ici
les résultats; J. A. GREEN a voulu jeter los bascs d'une théorie systématique
des demi-groupes. On sait que liextréne généralité de cette rotion rend le propis
difficile. Les travaux postérieurs au ndruire de GRIEN permettent de juger de
la fécondité de cette tentative ¢ nous essaisrons d'en dommer une idée en exposant
les résultats récemment publids [14]1[157] par W. D. MUNN ; pour les autres, en
particulier pour ceux de A. H., CLIFFORD, nous novs bornerons a des indications

bibliogrephiques,

Un demi-groupe est un ensemble D dans lequel est définie une opdration
associative ¢
/ A
Vx,y,5 eDd; x(yz) = )z .
Le point de départ du travail de GREEN cst 1'étude de certaines équivalences
définies dans D & propos des idéaux principaux (& gauche, & droite, bilatéres):
On s'intéresse par la suite & la structure dss classes de ces équivalences et
on caractérise certains types de demi-groupes par des propriétés particuliéres
de ces classeso

- ——

1. Définition et propriétés des équivalences * , r,f et d .

———

Dans un demi-groupe D , 1'idéal principal & geuche engendré par un élément
x € D est 1l'ensemble (x)L =Dx Ux . C'est 1l'intersection de tous les idéaux a
gauche de D qui contiennent x . De méme, tout élément x € D engendre un
idéal principal & droite (ij =xD Ux et un idéal principal bilatere
(XQF =DxD UxD UDxuUx.

Si deux éléments x , y € D cngendrent le méme idéal principal & gouche, nous
derirons ¢ x = y(?% , définissant aingi une relation d!équivalence { dans le

demi-groupe D . De la méme facon, nous écrirons x = y(T) si ot seulement si

t

(XDR = (y)g et x= y(f) si et seulement si (ij = (yOF ; £ N7 est
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1'équivalence définie par x =y (4 NT) si et seulement si x =y(d) et

x=y(T) .

—

Nous désignerons les classes,,dLé,quivaano&modula_-.z-,,; s £ 4 contenant xeD,
- -respectivement-par LX ’ Rx ’ Fx .

Aucune de ces équivalences n'est en général régulidre [10]; on peut toutefois
noter qus T est régulidre & gauche et ¢ & droite. En outre, x = y(¥) . implique
X = y(-i") s Cé qus nous exprimons par 1l'inclusion des équivalences Z %-f 3 de

méme, ona rcf o

Une condition nécessaire et suffisante pour que X ‘-.;.y('Z) est que, ou bien

Xx=y,oublen J a,beD vérifiant ax =y ; by =x .

On donne une condition tout & fait énalogue pour que ¢ X =y(r) s mais exprimer
que x et y engendrent le méme idéal bilatére requiert un choix parmi dix
conditions du méme type. En fait, nous n'aurons besoin par la suite que du cas ol
D posséde un élément-unité ; lorsuq'il en est ainsi, 1'égalité
(x)F = DxD = DyD = (y), est vérifide si et seulement si 3 Ja,b,c,deD
vérifiant axb =y ; cyd =% .

Pour justifier la restriction précédente, on remarque qu'un demi-groupe D qui
n'a pas d'élément-unité peut toujours &tre plongé dans un autre Dl qui en possé=-
des On pose D =DU ! 1} 3 le produit de deux éléments x , y <D, est égal au
produit xy dens D sl x, y €D ; sinon, onpose 3 x. 1 =lax=x VxeD -
On démontre cnsuite que @

* N

THEOREME 1.1, - Les idéaux principaux 3 droite, & gauche et bilateres de D, ,

qui sont engendrés par un élément x €D , sont les mémes que les idéaux corres—

pondants de D .

La démonstration est immédiate ; pour chaque équivalence T , £ ou f , ily a

une seule classe supplémentaire, qui est celle formée par le seul élément L.

THEOREME 1.2. - Les deux équivalences £ et T sont permutables (ou associables,
suivant la terminologie de P. DUBREIL [11][101]).

On démontre que, si pour deux éléments .uelconques x , y €D , il existe
z €D tel que

(1) | x = 2(Y) st z =y(T)
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on peut trouver w €D vérifiant
(2) x=w(r) et w=y(p)
Les relations (1) impliquent 1l'existence d'élémcnts—a , b ,. ¢, d <D--vérifiant

ax=2, bz=x et 2z2¢c=y, yd=232

(sauf peut=8tre si x =2 ousi 2z =y ; dans ce cas, on prend ou bien w =y

ou bien W = x). Bn posant w = xc = bzec = by , nous voyons que

(3) wd=byd =bz=x avec =xc=w dod x =w(r)
et
(4) ay = axe = z¢c =y avec by = d'ed w=y()

COROLLAIRE 1.1, - La relation d = f.r = r.? est une équivalenee.

REMARQUE, On a, d'une manidre éwidente 1 £ ¢ d ot Ted o Autrement dit, chaque
d-classe est la somme, soit de { -classes, soit de r-classes.

Dans le méme ordre d'idée, on compare les équivalences d et T

2. Comparaison des équivalences 4 et e

Si x =y(d) les équations (3) et (4) du paragraphe précédent montrert que
x =y(f) c'est-d~dire d & f . L'inclusion est en général stricte, comme lo
montre le contre-exemple suivant ¢

Soit T 1le demi~groupe libre engendré par les symboles X , ¥ 4 Z2 , U, 8 , b}
T est l'ensemble des suites finies (ou mots) A , B ... formndes & partir de ces
six symboles, le produit ds A par B étant le mot AB obtemu par juxtapesi-
tion. Les relations =xay =b , 2zbu =a définissent dans T une équivalence
régulidre q ¢ dsux mots A et B appartienhiont & la mfme q-cdasse A (= B)
si et seulement si B peut &trc déduit de A par une suite finie de "transforma=-
tions élémentaires", dont chacune appartient & 1l'un des quatre types suivants @
remplacer la lettre b par la suite =xay , remplacer la lettre a par zbu ,
remplacer xay par b , remplacer zbu par a . L'ensemble T/E de ces
g-classes est un demi-groups (avec la multiplication A.B = AB). On a évidemment,
dans T/q , & =b(f) . Mais il n'y a pas, dans T/q , d'é1lément qui soit ¢ -
ou r équivalent & a , sauf a lui-mfme. Or on a a # b , donc finalement

a £b(d) .
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On peut donner, toutefois, certaines conditions suffisantes pour que d=F.
On peut d'ailleurs raisonner sur un demi~-groupe ayant un élément-unité, car on
a 3=7F dans D si et seulement si ona d=£f dans D (théoréme 1.1).

THEOREME 2.1, = d =T si tout &llent « €D est d'ordre fini,

Cela signifie que 1l'ensemble {a ’ 8 , o ,...} a un nombre fini d!'éléments
distincts. On sait qu'il existe alors unc puissance finie de a idempotente [17]
[19] .

Si a=1b(f) , ilcxiste x ,y , 2 , u € D vérifiant xay =b, zbu=a .

D'ol 3 Xz.beuy = b et, pour tout entier r positif, (x2)* bluy)” = b .

On choisit » de maniére que (uy)r soit idempotent et on multiplie & droite
par (uy)rlt il vient s b(uy)r =b . Enposant ¢c=bu, ona
coyeluy)” =b (ou ey=b, si r=1)d'oh bu=c =b(r) . Do méme
zb =b(f) ; d'ou zbu =bu(f) clest-d~dire : a =c(?) ot par conséquent
a = b(a-.) e

En particulier, d=T pour tout demi-groupe fini. Le théoréme 8.2 fournit
une autre classes importante de demi-groupes ayant cette propriété.

Nous étudions maintenant la structure d'une classe quelconqus de 1'équivalence
d . '

3, Structure d'une d-classe.

]
DEFINITION 2,1, = Soient A et B deux idéaux & gauche d¢ D . Un
D-isomorphisme ds A sur B est une application biunivoque f+ de6 A sur B
possédant la propriété d(ap) = (da)p , \/ deD et Y a€h,

IEME 3.1, =Si x=y(r) et si a, b €D vérifient xa=y, yb=x, les
applications

(0)

*0

z —> za , zé(x)L

@)+ w—wb, wely)

sont des D-isomorphismes inverses de (x)I_I sur (y)L et de (y)L sur (x)L o

En particulier, O ‘ applique L*c sur Ly s + applique Ly sur Lx o Les
éléments qui se correspopdent par © (ou par ) sont TF—€quivalents.
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De 1'associativité dans D résulte la propriété d(z p) = (da)pN d €D ot
\f/ 2 €4 pour p=0 ou p=+v o
De xa=y ct yb=x, on déduit xab=x . Si 3 e(x)L s, M1 bien z =x

ou bien z =dx pourun d € D . Dans chaque cas zab = z , 5i bien que le
produit O ¢ est l'application identique de (x)L « Do méme, O est 1'applie=

cation identique de (y)L » Done © et ¢ sont des applications-binnivoques
inverses de (x)L sur (y)L et de (y)L sur (x)L . LX et Ly étant les
ensembles do générateurs respectivement de (x)L ct de (y)L , 86 correspondent
dans les D~isomorphismes précédemment définis.

Enfin, soit z ¢ (x)L et z!' =320 e(y)L sOnas: z2'=2, z'b=2z

clest-a-dire z = z'(T) .

On peut alors préciser la structure d'une d-classe @

THEEORfBME 3.1, = Soit A une d-classe quelconque d'un demi-groupe D « On re-

présente par Ri s Lj les T-classes et les f-classes distinctes de D conte~— - .

nues dans A 3 i et j décrivent indépendamment des ensembles d'indices

I et J 3 onsuppose gue I gt J ont un certain indice 1 en comuun (e qui -

65t possible, puisque seuls les cardinaux de I et J interviennent, et que

chacun de ccs cnsembles a au moins un é1lément). Dans ces conditions ¢

a. 81 J a plus d'un élément, il existe pour tout J ¢J des éléments aj ’

b 3 €D tels quc lcs applications

0, z-—%zaj zéL1

J

¢ W —>yb w <L
Y3 3 i
sont des applications biunivogues inverses de L1 sur Lj et de Lj sur L1 H
61 st »{’1 sont chacune l'application idcntique de Ll .

be S1 I a plus d'un élément, il existc pour tout i €I des éléments Cy s

di €D +tels que les applications

*Pi: z-—&ciz a 6R1

X. ¢t w——>d.Ww W €R,
i i i

sont des applications biunivoques inverscs de R1 sur Ri et de Ri sur Rl 7
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\{/1 et }\1 sont chacune 1l'application identique de E’.1 .

——

Ce §}_ Aij = Ri r\L ; les applications 3 = \}» = @j \Pi g_t,_
i 3 = fq ¥ ;] )g induisent rGSpectlvement sur 'All st ‘Ai,]' des appli=-

cations blunlvoques inverses de ces ensembles sur Ai‘ st A . Si I (et/ou  -I)

a seulement un élément, ou inturpréte @1 5 \Ql (st/ou ¥y s 7‘;1) comme des

applications identiques. Autrement dit, toutes les classes de l'équivalence

TN T contecuues dans /\ sont des ensembles équipotents.

a. Soit j €J, j#£1leJ sl x €L, 3z ¢ Ly puisqus x = z(d) 11 existe
v €D tel qus x =y(r) et y= z2(7) . Cela siimifie que ¢ x %Iy , ¥ e Lj
et x Ey(;) o I1 existe donc, d'apres le lemme 3.1, des ¢léments a‘1 9 bj

possédent les propriétés requises.

Ceci est vrai pour J #1 3 pour j =1 , nous définissons alors a; = b = n'im=-
porte quel produit aJ b » C& qui donne xa, = xb, =X et nous voyons, comme
dans la démonstration du lemme, que les applications correspondantes gont chacune

1ltapplication identique de Ll o
b. Démonstration snalogus, en utilisant le lemme dual du lemme 3.l

co Pour I et J quelcongues, on voit d’abord que Gj et \Pi sont permu-
tables, soit & cause de 1l'associativité dans D , solt parce que 1l'une des
applications (ou lecs deux) est l'application identique. D'aprés le lemme, Gj
respecte 1'équivalence r dans L 5 de néne q/i respecte 1'équivalence

. < - A

dens R, ; done All Oj :AIj et All g‘ij C:-‘Alj Y3 %Aij « De méme
A . s . j i o o T » > Py S e o 3 i i

14 ty 1 = Y1 et puisque 73 j Tij et Tl,’] 1j sont les gpphcatlons
. . AL - T = [
identiques de All et Aij s ona A 513 Aij , Aij ('ij All

REMARQEs - I1 résulte de cette démonstration que les Aij ne sont pas vides 3
cela peut aussi se voir directement : 581 a ¢ Ri et bel, , de a ab(&)
résulte llexistence de w €D tel que a zw(r) , w =b() c'est-a~dire
% gRi et wel, .

J

La définition d'un ordre (partiel) dans l'ensemble des classes dc chacune des
dquivalences g, T , ot T conduit 3 étudier certaines conditions minimales,
qui joueront par la suite un r8le important. Nous compléterons ici le mémoire
de GREEN par des résultets empruntés a MUNN [147, [15] .



1307

4. Etude de certaines conditions minimales.

On désigne par R , £ . <% les cnsembles de toutes les * , §, ot
T-classes de D . On définit une relation d'ordre dans l'ensemble (} s par
exemple de la maniére suivante : soient x , y € D ; Rx s Ry €3 . Nous écrirons
Rx %R si et sculement si : (x)R < (.V)R o On définit de fagon analogue un ordre
dans . et un ordre dens ¢t . La notation commune < dans les trois cas ne
peut provoquer dc confusion, car il sera toujours clair, d'aprés le contexte,
auquel des enscmbles (8 P $ ou % il se rapporte. Bout ensemble V , par-
tiellement ordonné par une relation = ; satisfait & la condition minimale pour
cette relation, si tout sous-enscmble V' de V (Vi # #f) contient au moins
un é1lément minimal. Cette condition équivaut, moyennant 1'axiome du choix, & la
condition de chafne descendante pour cet ensemblec,

7/
DEFINITION 4.1. .- Un demi-groupe D vérifie la condition "QS‘{{T ’ “é“t’(;{ ou 'iﬂ'bf

suivant que 1l'ensemble coi. -spondant (R, , £ ou & satisfait 3 la condition

minimale pour la rclation =<

I1 est immédiat que 1'une quelcongue de ces conditions équivaut & la condition
mininale pour i'cnsemble des idéaux principaux correspondants (ordonné par
1'inclusion). Elles sont plus faibles que les conditions minimales pour l'en—

semble de tous les idéaux & droite, & gouche ou bilatéres.
Nous utiliserons également dans la suite de cet exposé des conditions minimales

plus faibles encore que Y&p ot '~.~‘.»“.*C«r .

/
DEFINITION 4.2¢ =~ Un demi-groupe D vérifie la condition ?ﬂt,: - 81 l'ensemble de

toutes les r-classes de D contenuss dans une f-classe auelconque vérifies la

condition miniuelc.

b

On a une définition analogue de %%, . I1 est imnédiat que m’ﬁg entraine ‘ﬁt*l

¢

. %
et que N5, entraine e, o
&

Les conditions 7 , 3'%? et WNT ¢ Sont en général tout & fait indépendantes.

Par exemple, le demi-groupe de BAER et IEVI [1 ] admettant la division & gauche
constitue unc seule {-classes 3 1l,ne posséde pas d'idéaux & droite minimaux,
donc il vérifie Ty et W sans vérifier e, .

Lc produit du demi-groupc de Baer et Lévi et d'un demi-groupe anti~isomorphe

au demi-groupe de Baer et Lévi vérifie e, , mais ne vérifie ni 6, , ni .

Moins immédiat peut-&tre est le fait qu'un demi-groupe peut satisfaire M y
sans satisfaire r;)”i”lr et Mp -
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MUNN donnc dans ce cas l'cxemple suivant : soit S 1'enscmble formé d'un élé=-
ment O ot de 1'ensemble de tous les couples ordonnds (i, j) o 1 et

sont des entiers positifs tels quc i <J

L. multiplication dans & est définie par les lois 3

‘”(i ’ s) si j=r
@, i), s)s=
0 si jyér

O0x =x0=0 \j X €5 .

Elle est associative, S 8t un demi-groupc.

L'idéal & gruche engendré par (i, j) est X.O (®,3j)s1sr s-ii( et
cet ensemble cst finie S vérifie ’,f‘-tg.

De méme ; 1'idéal & droite R,. 13 engendré par (1, j) ost 3’0 3 B, 8) ;5823
et 1'idéal bilatére Iij engendré par (1, j) est {O (r , s) s lzer<ip sy
Los chafnes décroissantes Ri,] P R 5,540 0 Ri,j+2 ees 6t
I 13 Dlﬂi’ 341 "Ii NPECID peuvent toutes deux &tre continudes indéfiniment. S
ne satisfait ni a 'ﬂ‘( ni a Vg Par ailleurs, GREEN démontre le théoréme
suivant ¢

/ 1
THEOREME 4.ls = Si un demi-groupe D _vérifie simultanément QSi‘ii;r et 'Z?‘.“{.,Q, il
vérifie o o

Soit D un demi-groupe vérifiant a la fois ™% et °)\’la + Pour démontrer que
D satisfait a 3’Cf s hous supposcrons qué D 8 un element-unlte, car ltadjonc~-
tion & D d'un &1lément unité affecte les ensembles y § st % en ajoutant
seulement A chacun d'eux un élément naximun (Rl y Ly et Fy respectivement) .

D'aprés le théoréme lel, les ensembles {(}; , £; ot 331 de D, =D vit}
vérifient la condition minimale si et sculement si les ensembles 4% , £ et &

de D y satisfont.

On a donc D = D2 , et tout é1ément de D peut &tre représenté comme produit

de deux éléments de D .

Soit &' un sous-ensemble non-vide de %', L'ensemble 2 des éléments de D
dont les F-classes apparticnnent & ‘¥ n'est pas vide. On exprime chaque

élément de 2 de toutes les menidres possibles sous la forme xy (x, yeD) o

N
{

{

o
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Si £' est l'enscmble de toutes les £ -classcs Lx , pour tous les x ainsi

définis, L' n'est pas vide, donc admet un ¢lément minimal, par exemple Lo -
o

I1 existe y €D tel que X, ¥ €7 . Soit encore (' 1'ensemble (non vide)

ds tous les éléments de R correspondant aux y de la relation X, ¥ €7

Cpx', non vide, admct un ¢lément mininal Ry (xo v, € 2) , Nous démontrons que
la f-classe FO qui contient XV, est 9n élément ninimal de 5.
Soit en effet F; < FO 5 Flegé' « I1 existe un élément de F, de la forne
z=ex ¥ b, pour uncouple a , b €D, liais alors L € §' avee
o
L <L oDod L =L ., en tenant compte de la minimalité de L_ .
ax X, . ax, X X,

Clest-a-dire : ax = X (7) . Multiplions & droite par ¥, © » nous obtenons
2 X, ¥, b (7) , donc XV, b apparticnt & lo méme f-classe F1 que 3z .

Alors x beZ et R , ¢ avec R . < R . La minimalité ds R
o Yo yob yob vy o

entraine comme ci-dessus Y, b= ¥, (r) - Multiplions & gauche par X s nous

obtenons X yo b= X, yo ('r')A et nous voyons qus X, yo b appartient 3 la

f-classe F, o Les classes F; et F_ sc coupant sont égales.

Les demi-groupes du théoréme 2.1 sont également caractérisés par une condition
mininale. On considére 1l'ensemble S des sous-deni-groupes principaux de¢ D ,
c'est-a-dire les sous-demi-groupes (a)S engendrés par un seul élément a .
Comme précédemment, & peut €tre ordonné par ltinclusion. Soit J1 5 la con-

dition minimal correspondante.

THEOREME 4.2, — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un deni-groupe
D vérifie it 5 est que tous los éléments de D soient d'ordre fini.

La démonstration de ce théoréme est imacdiate.

Les conditions ¢ Glune part, Wy ":W(—,-r et ’;,ﬂ’(,f d'autre part, sont indé-
pendentes. Par exemple, un groupe avec des ¢léuents d'ordre infini vérifie ’-f\..fc-r
T, et W, mais non ity - Inversement; il est facile de trouver un treillis
T , qui considéré comme un demi-groupe par rapport & l'une ou l'autre de ses
opérations, ne satisfuit ni & }s{t‘ »nd & g, ni a “«’?I’Gf (toutes dquivalentes
puisque T est commutatif). Cependant Neg est vérifide, puisque tout élément

est idempotents (voir par exemple le diagramme ci-contre @ ) .
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Nous nous intércssons maintenant aux f~classes de D et nous introduirons
3 cette occasion plusieurs notions dues & GREEN dont l'inmportamce apparaftra
par la suite, en particulier dans les résultats obtenus par MUNH (facteurs

principaux, re¢gularité, semi-simplicité).

5. Etude des f-classes. Facteurs principaux d'un demi-groupe.

Rappelons d'abord

1° qu'un demi~-groupc ¢st dit simple, s'il ne contient pas d'idéal autre que
lui-méme et dventuellement (0) et s'il n'est pas le deni-groupe zéro d'ordre 2

(177,

2° Qu'un idéal I d'un deri-groupe est dit minimal s'il ne contient pas

d'idéal du demi-groupe, autre que lui-méms ot éventusllement (0) [4](5] .

Un idéal minimal I: d'un demi-groupe D n'sst pas nécessairement un sous-demi=-
groupe simple. (Il peut contenir un idéal de lui-méme qui ne soit pas un idéal
de D).

On sait, d'aprés REES [17] qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
demi-groupe S soit simple est que SxS =S NV x#£0 y X €5 .

Cette condition montre que tout idéal minimal d'un demi-groupe sens zéro est
simple. S1 D posséde un zéro, on montrc facilement, cn utilisant cette méme
condition, qu'un idéal minimal I de D est, soit un demi-groupe simple, soit

un demi-groupe de carré i 12 = O} .

Dans un demi-groupe quelconque D , chaque f~classe F est formée des géné-
rateurs d'un certain idéal principal I 3 I est d'aillcurs la réunion de
toutes les f-classes F! <F , Soit K = I-F (ensemble des éléments de I
n'appartenant pas & F , c'est-a~dire des non-géncérateurs de I) ; on montre

facilement que si K n'est pas vids, c'est un idéal de D .

Soit D/K 1le demi-groupe quotient (ou demi-groupe différence) au sens de
REES [17] ; les ¢1éments de D/K sont ceux de D - K , avec un élément O . Le
produit dens D/K de x ,y ¢D ~K est O si le produit dans D est contemu
dans K , ot est égal & ce produit dans D s'il cst contenu dans D = K ; de
plus Oux=%x.0=0 V¥V x ¢ DK .
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4
DEFINITION 5.1. = Lc demi-groupe quotient I/K cst appeld facteur principal

de D correspondant & la f-classe F o

C'est un idéal minimal de D/K , donc, d'aprés la remarqus préeédente,ou bien

un sous-demi=-groupe simple de D/K s ou bien un sous-demi~-groupe de carré nul.

REMGRQUE., = S1 K est vide, I est un idéal minimal de D ; nous conviendrons
alors de poser I/K = I et dtinclure I parmi les facteurs principaux de D .
S1 D est sans zéro, I cst alors 1'idéal minimum de D (ou noyau) (4 J[20] .
Ce "moyau" est une “f-classe simple de D .

DéFINITION 5.2, = Uns f-classe est dite simple si et seulement si le facteur
principal I/K correspondant est un sous-demi-groupe simple de D/ .

DEFINITION 5.3, = Un élément a €D est dit simple si et seulement si F
est simple. ‘

En tenant compte des remarques précédentes sur la simplicité d'un idéal mini-

mal d'un demi~groupe avec zéro, on voit que @
si F n'est pas simple, on aF° CK (d'apres (I/K)2 ={0}) .
sl F est simple, pour tout couple a , b ¢ F il existe x , y €F tels que

xay =b (d'aprés la condition de simplicité SxS = S). Nous avons d'ailleurs;

’

THEOREME 5.1l - Unc condition nécessaire et suffisante pour qus a € D soit

simple est qu'il existe x , y € Fa tels que xay =a o

Que la condition soit nécessaire est imiédiat. Réciproquement, si on a
Xay =a avec X ;¥ , a eFa s on montre aisdment que Fa n'est certainenent
pas contenu dans K ; ensemble des non-générateurs de I .

Cette notion de facteur principal pourrait &tre introduite, avec moins de géné-

ralité, de la menidre suivantc :

6. Suites principales ¢t facteurs principaux.

Une suite normale pour un demi-groupe D est une suite descendenie finie de

sous=-demi-groupes ¢
¢CO) Sy =D 28, 285 008y 28, 4 20a 8 28

‘telle que S;,, estunidéalde S, (1=1,2, «.. ,n-1). Unc suite
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(') est dite plus fine que G, st (Z) 65t une suitc extraitede (3_')
Si l'on considére une suite normalc sans répdtitions

¢ 8 =D28, 28, 000 8; 28, «e0 S T8 =4

les demi-groupes quotient (au sens de REES) Si/si+1 sont appelés facteurs de la
suite (avec Sn/sn+l = Sn)o

S'il n'existc pas ds suite plus fine que CZ:) ’ CZ:) est appelée suite de
composition de D : Les facteurs de (Z:) sont alors les facteurs de composi-
tionde D o

REES a montré [17] que deux suites de composition sont isomorphes, c'est-a-
dire que les facteurs des deux suites peuvent &tre mis en correspondance biuni-

voque de meniére que les facteurs correspondants solent isomorphes.
Un facteur de composition est, soit simple, soit un demi-groupe O d'ordre 2.

Si, dans une suite () , chaque S; st un idéal de D, et s'il n'y a pas
de suite plus fine qus () ayant cette propriétd, (C_) est dite suite
principale de D »

On démontre alors facilement que les demi-groupss quotient Si/Si+1 sont
tous des focteurs principaux de D au sens des f-classcSa Puisque, pour toute
suite, D est lo réunion des ecnsembles S, ~ S, ., (i1i=1,2, «sa y, n), nous
voyons que les fwclasses de D sont représentdes par les facteurs de la suite

principale (3 )

Ainsi est mis en évidence, d'une manidre presque triviale, le théoreme analo-

gue au théoréme sur les suitcs principalcs de sous-groupes normrux d'un groupe.

THEOREME 6.1, - Dans un demi-groupe D , deux suites principales quelconques

sont isomorphes, c'est~a~dire que les facteurs de deux suites peuvent &tre nis

en correspondance biunivoque de maniére que les facteurs correspondants soient

isomorphes.
Cependant, les facteurs principaux ont été définis ici d'une maniére tout &

fait indépendante de 1l'existence d'une suite principale pour D .

REMARSTE, - Si un demi-groups a une suite principals, il a un idéal minimal

(noyau) qui est le dernier terme non vide de la suite.
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Les exemples ci-dessous, donné par MUNN (147, permcttent dc préciscr les

relotions entre suites de composition ot suites principales.

Zabco _lazabe
Z 2% %2 232 b Z %2 Z
a zZ 7% 2ZDba . a 2 % 2 2
(1) blzzzab (2) b| z22z32a
c |l zbaec Z 24 %
e % c e

Dans 1'exemple (1), nous avons la suite principale : D O (z ,a,b D() .

Do2(z,a,b o(z,a > () et D>(z,a,b) D(z,b D(z) sontdes
suites de composition. Dans 1l'exemple (2), D D(z , a , b) D (z, a) D (z) est
3 la fois une suite de composition et une suite principale, tandis que
DD(z,a,b D(,1b) D (z) estune suite de composition mais non une suite
principale. Ceci montre qu'une suite de composition n'est pas nécessairement une

subdivision de quelque suite principale.

Notons encore quc 1l'sxistence d'une suite de composition inplique cclle d'une

suite principale, alors que l'inverse n'cst pas vrai.

Nous montrercrs ici un lemme utile dans la suite de cet exposdé.

LEME 6.1, - Soit une suite de composition d'un demi-groupe

D =Sl _)Dz coe Si‘:‘ Si+l aee Sn+1 =¢

Si Si+l est idempotent, c'est un idéal de D .

Le théoréme est vrai pour 1 =1 , 2 3 supposons i >2 . Supposons qu'on ait
prouvé que Si est un idéal de S, . pourun Jj <1 -2 . Alors

i-j 3
S, .S, S S, o Mais S S, 8, .28, = i bi = .
1-3 51 543 ¢S, Mais S S S, si bien qus S, =S

A= T JUN o R JOE J

i-j i i=-j 7T 1 i i i=j 1 i-j
qui est un idéal de Si-j-l > Comme S; est un idéal do Sj____1 » le résultat
est acquis por induction sur j .

En particulier; puisque S:“l est un idéal de S, nous avons Si = Sn ,

donc Sn est un idéal de D g c'est donc 1'idéal minimum ou “noyau" de D .

7. Condition de régularité dans les demi-groupes.

Analogue & la condition de simplicité, mais plus forte, est la condition de

régularité introduite par J. Von NEUMANN pour les anneaux [16] .
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DEFINITION 7¢ls ~ L'élénent a ¢D est régulier si ct seculenent si il existe

z €D vérifiant aza =a o

DEFINITION 7.2, - Un deni-groupe D est régulier si tous ses éléments le

sonte

2
Si Fa = F , nous voyons comme plus haut que F n'est pas contenu dans X .
Par conséquent, la régulnrité implique la simplicité. Nous dnoncerons égalemant $

THEOREME 7.1, - L'élénent. a € D est régulier si et seulement si, ou bien

Ra s ou bien L  contient un idempotent (s1 1'un de ces ensenbles contient un
—— Ta

idempotent, il en est de méme pour l'autre).

Si a est régulier, (az)(az) = az est idenpotent, st puisque (az)a=a ,
il appartient 2 Ra ¢ De méne, =za est un idempctent contenu dans La .

Inversenent, soit e éRa un idempotent d¢ D . Si e =a , asa =a et a
est réguliers Sinon, il existe u , z ¢ D vérifiant eu=a , az =6 . La pre~
niére équation montre que ea = e(eu) =eu = a et d'aprds la secconde aza = a .

Nous retrouverons plus loin d‘autres propriétés lides & la notion de régula-—
rité ; auparavant, nous démontrerons les théorémes de Green qui précisent les

structures des classes dféguivalences moyennant cortaines conditions supplé=—

mentaires.

8. Théorémes ginéraux de Greeno

THEOREME 8.1, -~ Si dans un demi-groupe quelconque D , un élénent x est con-

», . - f— » 2
tenu dans la ménme classe K de 1l'équivalence 4 NTr que son carré X 3

a. K contient un élérent idenmpotent e .

be K est un groupe-
2

]36 X =x(1) et x2 = x(r) , on déduit qu'il existe u, v ¢D tels que
@ =X 3 X2V:X0POSOHS e=ux=ux2v=xv00na: 6 =uxXaxv=6 . De
plus, ux =e¢ ot ex = ux.x = x cntrafnent e =x(y) ; xv =96 et

X6 = XXV = X ontrafnent ¢ =x(r) donc e ¢ K . Pour montrer qu¢e K est un

groupe, considérons un élément quelconque y €D

De y=e(7) ot y=c(z) on déduit 1l'existence dans D des ¢léments
y; et ¥y, tcls que y, e =y =6y, . D'ol ey =ye =y ; e est lénent-
unité dans K .
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Soient %,y €K 3 y =e(f) inplique xy =% =x =e(r) ot x=e() implique
Xy z=ey =y = e(%) , d'ou xy €K « K est donc un sous-demi-groupe de D admettant
e comne élément-unité.

Montrons que tout élénent x € K adnet un inverse relatif & ¢ 3 si x «K , de
x =6(C) on déduit qu'il existe u €D tecl que ux =6 d'ol eus«x =6 ; de

1
o
.

nméne, 11 existe v e D tel que xv =6 ; d6 X.eUc.X.v = Xov on déduit x.eue

Ces équations montrent que eue € K et est un élénent inverse de x dans K, -

qui est par conséquent un groupe.

COROELAIRE 8.1s -~ S1 K est un sous-deni-groupe de D, K ¢st un groupc.

P 2
Soit x,y<e€K;ona xy ¢K .Ds xv=y, ondéduit alors xy =x v ¢K
et x2 v =x(r) . D'od x2 vv' =x pour un v' €D c'est-a-dire = x(r) . On

dénontre de méme que - = x(¢) .

REMAROUE. - La démnonstration précddente montre qu'une condition suffisante pour
que K soit un groupe est qu'il existe un x etun y de K tels que
xy' [ K .

/ N :
THEOREME 8.,2. = Soit D wun demi-groupe vérifiant les conditions ”wcz st MWy, ®
On a

Qe d = -i-:
besi L et L, sont deux ¢ -classes appartenant 3 la méme de-classe (ou
f-clesse ) de D, st si L <L, ,ona L =L, . hutrenent dit, dons toute

— 1 2
J-classes de D , les f -classes sont ninimales.

ce. Tout élénent simple de D est régulier.

On suppose que D posséde un ¢1lément-unitd,
as Soit a =b(f) et x,y, 2 ,u ¢D tels que xay=b, zbu=a .

Soit .0 l'ensemble des ¢ =classes qui contiennent “out éldnent x €D vérifiant
Xay =b pour un y €D . £ n'est pas vide, donc posséde un élénent minimal

on 3 ona X ay =b pour un coupls x , y, €D .

On a encore 3 X, ZX 0¥ VY, =b , donc Lx

' A : K
. XEQ d'ch x zx = xo(?) .

%%
I1 existe donc t € D +tel que txozxo =X, c'est-a-dire ZX_ = xoﬁ,') « En

multipliant & droite par ay_ , nous obtenons zb =b(%) . En utilisant de manidre
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analogue la condition ‘J\’Er , hous obtiemdricms 1l'équivalence bu = b(?) « BEn
multipliant & gauche par z , on en déduit : a =zb(r) . Finalement, a = zb(r)
zb =b(%) et par conséquent a =b(d) »

be Soit a eLl s b eL2 o Puisque Ll 612 , nous avons 2b = zbsl = a pour
un z €D (et 1 eD), et puisque a =b(f) xoy =b pour un couple x , y €D.

De la dénmonstration de (a), on déduit que zb = b(¢) c'est-d~dire a = b(%)

d'ou L1 = L2 o

Cette déronstration utilise seulement M, o Un résultat analogue peut &tre dé-
nontré (en utilisant ‘War) pour les T~classes qui sont contenuss dans une méne
f-classe de D

c. Supposons que ae€D soit simple. Posons Ez‘i 2: F . D'aprés le théoréme 5.1,
ilexis’oe X,y eF tels qu¢e xay =a . D'oil X ay =a jona Fx2£~F et
de x (ay ) =a on dduit Fo 2 zF =F ot finalenent F_=TF 2 c'est-a~-dire
x = x C) . Dc L 2 <L et de R 2 <R, résulte alors d'aprés (b)

Ex(--) ) X "X(-)

Du théoréme 8.1, on déduit ltexistcnce d'un idempotent ¢ &D  vérifiant
e =x(£07T) « En appliquant la forme & droite de (b), la rclation R, =R y< Rx
entraine alors x =a(r) - Diot 6= a(r) et a est régulier d'aprés le théow
réme 7elo

Remerquons, corme nous l'avons fait dans la dénonstration de ce derniexr théo-
réne, que ea = a o De méne, il existe un idempotent f tel que a =f(%) st

af =a

Toute cette démonstration repose essenticllenent sur le fait que xay =b et
zbu = a impliquent zb =b(7?) et bu =b(¥) .

Ceci est également vrai dans les conditions du théoréme 2.1 On peut donc

énoncer ¢

THEOREME 8.3, - 81 D wvérific =w, , les résultats du théoréme 8.2 sont vala-
blese.

Remarquons que dans les deni-groupes satisfaisant & %‘%S » 11 existe une puis-

sance finie de n'importe quel élément qui est idenpotente.

Dtune manidre amalogue, nous allons demontrer que $
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THEOREME 8.4, - Si D wérifie ", , pour tout u €D, il existe une puissance
finie uk de u qui_cst sinple. (L'exposant k dépendant en général de u)e

La suite des idéaux principaux (u)F 2 (uz)F 2> (u3 )F eoe 86 terrine par exempls

i}

(uk)F et il existe x , y € D tels que x.u3k.y =u
- k —— )
I1 est clair que x; = s ot y; =W y sont chacun f-équivalents a 1.1k H

de  x o v = & et du théoréne 5.1 résulte alows que uk est sinplee

a (@) - Alors (),

COROLLAIRE 8.2. = 8i D wérifie WMo, cb ’-’-)'\'Gjé ; pour tout u €D, il existe

3 . . k . A ’, .S
unc puisgance finle w de u qul est reguliercs

9. Cas des demi=-giroupss conplétement simples.

I1 est possible de déduire des théorémes 3.1 et 8.2 la structure des deni-groupes
complétenent simples [17][18] «

Un demi-groupe simple D ost complétenent simple si ¢ (1) D contient au
noins un idempotent primitif, c'est-a~dire un élénent ¢ €D, & =6, & #0
tel que si £ ¢D vérifie 3’;‘2=f9 f#0 et of =fe =f , onait e =f.

On ddduit des résultats de CLIFFORD [5 ] qufun demi-groupe sinple avec 0 est
complétement simple si et sculement s'il virifie ’*’é?“.er 6t %(f- o

On prend alors 1l'cnsemble D* des ¢léments non nuls d'un deni~groupe conpléte—
ment simple D 3 c'est une “f-classe, et par conséquent (théoréme 8.2) une
d-classe de D .

Du théoréme 3.1 et du théoréne 8.2 (b) on déduit alors facilement le théoréme 2.93

de REES [17 ] sur la structure d'un demi-groupe compléterernt simple.

We Do MUNN a étudié dens les nénoires [14 J[15] certaines propriétés lides a la no-

tionde seni-sinplicité., Nous donncrons naintenant 1'essentiel de ses résultats.

10, Demi-groupes seni-sinples.

DEFINITION 10.1. « Un deni-groupse D dont tous les facteurs principaux eont

sinples est dit semi-simple. (cf. paragraphe 5).

Aucunc condition mininele niest a priori imposée. Renarquons que ¢
Tout demi=-groupe régulier est semi-simple ; l'inverse n'est pas vrai en géné-
ral, mais les théorémes 8.3 et 8.4 nmontrent qu'un deni-groupe semi-simple qui

vérifie m, et My ou . est régulicr,
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THEORJ\BI:IB 1016 =51 D est un deni-groupe seni-sinple vérifiant Vg o D

vérific aussi -?sl?,f .

Soit 5 'un cnsemble quelconque (non vide) de f-classes de D ot soit &£
1'ensemble de toutes les £ -classes de D qui sont contenuss dans les classcs
élénents de %' o Puisque D vérific EL §) contient un élénent nininal,

soit La s a €D . Nous allons nontrer que F,1 est nininal dans J',

On suppose que Fa n'est pas nininal : il existe alors un élénent b €D tel
que Fbefﬁ' ct Fb
b €Da VaD VY DaD . Puisque D est seni~sinpls, Fb est sinple et b Q‘Fb’b’Fb
(théoréme 5¢1). Donc ¢ b EEESDa v aD v DaIJ)Fb d'ou on déduit facilenent que

b € FboaoFb 0

Soient w, v «F, vérifiont b =uav o hlors F = Fbeﬁ?' ot L ¢
Vais ¢ L < Lb ¢t puisque F, <F_, '
té de L, dans L' F,_ est nininal dans 9¢° 3 D satisfait a %ﬁ% .

<F_ .« De cette derniére relation, on déduit

o !
e

L <»La s c& qui contredit la mininali-

s N
THEOREME 10.2. = Toutc suite principale d'un demi-groupe seni-sinple est une

suite de composition, et réciproquoncnt.

Soit

’ - o ] PP o9 XX - =
¢ D=8 28,78, 8; 28 4 S, 28 7]

une suite principale d'un deni-groupe seni-sinple D o Supposons que Ti soit
un idéal de Si tel que ¢ Si 141 ¢ Puisque Si/si+1 est simpls, on
a Ti = Si+1 o Donc CZ:) est une suite de commosition pour D ; en particulier

> T, 28
.Jl,

les facteurs de composition de D coincident avec les facteurs principaux et sont

tous simples.

Inversenent, soit (J_) une suitc de conposition de D . D'aprés le lemne 6.1,
pour prouver que c'est une suite principale, il suffit de prouver que Si = Si
. PR
pour i =1 ,22 5 eee 5 N o Supposons que Sglt prouvé Si+1 = Si+1 pour un i ,
Alors Si;Q Si ;)Si+1 = Si+1 et puisque Si est un idéal de Si , hous avons

ou bien Si = Si ou bien Si =S, « Mais 1'existence d'une suite de composi-

i+l
tion entrafne l'existence d'une suite principale, qui est, d'aprés la condition

nécessaire, aussi une suite de composition.

Du théoréme d'isomorphisme des suites de composition résulte donc que le fac-

. . b omsrr QR .
teur Si/si+1 est simple, ce qui exclut 1'égalité Si = Si+1 (Si/si+1 serait
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de carré nul)e. Donc Si = Si et puisque Si = Sn s le résultat peut &tre obtenu
par induction sur i , La seconde portic de la dénonstration nmontre que nous
pourrions ¢galenent définir un demi-groupe scni-sinple cormne un deni-groupe possé=
dant une suite de conmposition dont tous les facveurs sont sinples. linis cette

définition est éviderment moins générale que cslle de Green.

Dens le némoire [15] , MUNN introduit une généralisation de la notion de deri-

groupe complétenent simple.

11, Demi-groupes complétenent seni-sinples.

Soient D un demi=groupe et T un sous-ensenble de D « Un idenmpotent e ¢ T
est dit primitif dens T si c'est le scul idenpotent de T vérifiont les équa=

2
tions ex=xe =x (x =Xx) »

Nous dirons qu'une f-classe F de D est conplétenent simple si elle con=
tient un idempotent prinitif dans F . Ceci est vrai si et seulenent si le
facteur principal correspondant est un deni-groupe conmplétement sinple au sens de
RiES [17][18] , car ce facteur est, ou bien sinple, ou bien de carré nul.

DEFINITION 11,1, - Un deni~-groupe complétcnent semi-sinple cst un deni-groupe
dans lequel toute f-classe est complétement sinples

Eviderment, un demi-groupe fini seni-sinple est complétenent seni-sinple
(lerme 2.4 de REES [17]), Plus généralenent, un deni-groupe seni-simple satis-
faisant a 9¢, (tout é1lément y est d'ordre fini) est compldtenent seni-simple j
car chaque facteur principal sst un deni-groupe sinple dans lequel chaque élé-

nent a un ordre fini.

Nous verrons plus loin qu'une autre classe inportante de deni-groupes comnplé-
tenent seni-sinples est cells des demi-groupes qui sont réunions de groupes
(21[9] « Un demi-groupe complétement semi-si ple est régulicr (cf. paragraphe 7)e
Rappelons également qu'un deni-groupe rdgulier est seni-simple. I1 est facile de
trouver des exemples montrant que les inmplications réciproques sont fausses
(exemple n°® 1 du paragraphe 6 pour la preniére 3 demi-groupe de Baer et Lévi
pour la deuxiéne).

Nous dérontrcns ici deux lermes ¢
IEME 1lele = Soit D wun demi-groups et M unidéalde D.Iles ? (r ou

-f") classes d6 D contenues dons l'ensenble D - M sont les G" ou ?) clas=-
ses non mulles de D/M .
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Soient a et b deux ¢lénents distincts de D - 11 . Les critéres pour leur
g-8quivalence corme élérents de D et corme é1énents de D/M sont les némes,
a savoir qu'il existe des élénents x , y €D~ M tels qus a=xb ; b=ya .

MEne dénonstration pour r et f .

Ce résultat nontre en particulier que si D vérifie ‘ﬁt,z s °37’(-.r ou ?ﬂff , 11
en est de néne de D/M

e . e A * * ‘s s
Nous utiliserons nmaintenant les conditions nininales 96 ¢ et ?ﬂ'cr définies

au paragraphe 4.

IEME 11.2. - Soit D un demi-groups vérifiant ¢, ot F ume F-classe
quelcongque de¢ D . Toute ¢ -classe de D contenue dans F st nininale dens
1'ensenble de toutes les (-classes contenuss dans F

Soit I 1t'idéal cngendré tor F et K = I-F; K estunidéalde D et I/K un
idéal mininal ds D/K (cf. 5). Puisque D satisfait a 3'@@9 il en est de néne
de D/K dtaprés le lerme 11,1, donc I/K contient un idéal & gauche minimal
ds. D/ . Donc I/K est sorme d'idéaux & gauche ninimaux de D/K (5]
théoréne R.1). Autrement dit, tout idéal principal & gauche de D/K engendré
par un é1lément non nul de I/K est nininal dans D/K . Donc touts g—classe
de D/K contenus dans F est mininale dans 1l'enseiible des {~classes contenues
dans F ; naeis dlaprés le lemne, ces Fclasses sont aussi des £-classes ds D ’

ce qui dénontre ls théoréne.
REMARQUE, = Ce lemne est analogue & la partie (b) du théoréme 8.2, nais il
est plus généralec

Nous obtenons naintenant dsux autres critéres de compléte seni-sinplicité,
utilisant des conditions nininales. lLe prenier d'entre eux dépend directenent
des résultats de CLIFFORD [5 ],

THEOREME 11c1e ~ Un deni-groupe D est complétenent se di-sinple si et seule-

nert si 11 est seni-sinple et vérific les conditions ‘JTG ¢ st ‘m;: °

Supposons que D soit coupletement seni-sinple. Soit F une f-classe quelcon=
que d&& D, I 1'iddal engendré par F et K=I -F 3 I/K est complétenent
sinple donc contient un idempotent e ; si on pose M = I/K s l'ensenble eM est
un iddal 2 droite nininel dens I/K et aussi dans D/X ; de nfne, 1'ensenbls
Me est un idéal & gauche nininal, dans I/K ot dans D/K [5] .+ Les éléments

non nuls de €M , par exemple, fornent donc une Z-classe de D/K . Ainsi
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1'ensenblc de toutes les 7Z-classes de D/K contenuss dans F contient un
élénent nininal, donc, dtaprés le lerme 1l.1, D vérifie T(,z « On dénontre de
la néne fagon que D vérifie %; .

Inversecnent, supposons gue D soit seni-sinple et sntisfasse “JYG’E et c«f@: .
Soient F , I et K définis comic ci-dessus. D/K vérifie %*g_ et W:
d'aprés le lerme 11ol. Donc I/K est un idlal nininal de D/K , sinmple, et con-
tenant un id.nl 3 gauche nininal et un idéal & Aroite nininal de D/K § donc
I/K est conplétenent sinple [5] « Donc D e6st conpléterient seni-sinpleo

COROLLAIRE 11,1. = Un deni-groupe seni-sinple vérifiant 3%

et . est
¢ — r -

conplétenent semi-sinple.

On peut encore remplocer wnc des conditions mininales par une ~utre conditions

4 \
THEOREME 11,2, ~ Un deni~groupe est conplétenent scni-simple si et seulenent

s'il vérific (9* et a la propriété que toute f-classe contient un idempotent.
72 p

Condition nécessaire s d'aprés le théoréns 11.1, D satisfait a 'ﬁ})‘i,} ct,

dtaprés la définition, chaque f-classe conticnt un idenpotent.

Condition suffisante $ soit e un idenmpotent queleonque de D et f un
idenpotent de Fe ayant la propriété ef =fe =f . De fe =f , on déduit
Lf < Le o Comne D vérifie “)}“(32' il résulte du leime 11.2 qus Le est nininale
dans l'ensenble de toutes les g -classes contenues dans Fe— » Donc I..f = Le .
I1 existe donc a €D tel que e = af d'oh 3 ef:af2=af=e et e =13
e est prinitif dans Fe o« D est complétenent seni-sinple. Un cas particulier
de ce théoréme avait été obtenu par SCHWARZ [20] qui nontre qu'un demi-groups
sinple sans zéro est complétenent sinmple si et seulenent s'il contient un idéal

a4 gauche nininal et un idenpotent.,

COROLLLIRE 11.2, = Un demi-groupe régulier satisfaisant "iiYe’% (ou ¥ Q) est

conplétenent senmi-sinplea

En effet, chaque f-classe d'un deni~-groupe régulier contient un idempotent
(théoréme 7.1). CLIFFORD & étudié les demi-groupes qui sont réunions de groupes
[2] Un tel demi-groupe peut &tre carsctérisé comme réunion de groupes disjoints
([2]théoréme 1) ou comme demi-groupe complétement semi-simple dans lequel chaque

f-classe est un sous-demi-groupe ([ 2 ]théoréme 2).

Une autre caractérisation de ces demi-groupes n été obtenus par R. CROISOT [9]
comne résultat dlune généralisation du concept de régularité. Un deni-groupe
D vérifie les conditions (m , n) od m ct n sont des entiers non négatifs
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tels que m +n 72 , si tout élénent a «D apparticnt & l'ensenble a® D a®
(1a condition (n , 0) est satisfaite pour D si ac ad Yac D) .

Re CROISOT o nontré que, par ropport & l'équivalence logique, l'ensenmble de ces
conditions est partagé en 4 classes, pour lesquelles on peut choisir corme
représentants les conditions (1, 1), (2, 0), (0, 2) et (2, 1) ; de plus,
un deni-groupe est réunion de groupcs si et sculenent s'il vérifie sinultanénent

les conditions (2 , 0) et (0, 2) , ou encore la condition uniqus (2 , 1).

Nous nontrons ici que cecs résultats restent valables si on remplace une des
conditions (2 , 0) ou (0, 2) par une condition ninimale convenable.

/7 AN

THEOREME 11.3. =~ Un deni-groupc est réunion de groupes si et seulenent s'il

TP ; s s *
vérifiec & lo fois les conditions (2 , 0) st Wy o

Soit D wun deni~-groupe réunion ds groupes ot soit a &D . Il existe
6 ,a' €D telsque ac =aj aa' =¢ . Donc a = a(aa') €a2 D D vérifie la
condition (2 , 0) 3 D est conplétenment seni-sinple done satisfait W’z d'aprés

le théoréne 11,1,

Inversenent, supposons que D vérifie (2 , 0) et '«T.’(fl;i « Nous prouvcrons que

D est réunion de sroupes en nontrant que D vérifie aussi (0, 2) .

Soit a €D 3 puisque a ea2 D , nous avons FafrFa 2 o Mais Fa 2 sFa

entrafne F , = F eDod L, S F ., Mais aussi L o SL, ot puisque D véri-
a a a
fie ”7(;2 » il résulte du lerme 11.2 que L , = La + Par conséquent, on a, ou
: 2 2 X
bien a =a , ou bien a (—,Da2 ¢t lc prenier cas se ranene au second, car

g

2 e
a = a° cntreine a = a.c . Donc D vérific la condition (0, 2) .

COROLLAIRE 11.3+ = Un deni-groupc satisfaisant & (2 , 0) (39 Lj}'{,e est réunion

de groupes.
Le théoréme 11.3 n'est pas vrai si on remplace (2 , 0) par (0, 2) + Ce

qu'on peut vérifier en prenant le demi-groups de Baer et Lévi [1] qui consiste
en une seuls § ~clesse ot verifie ainsi & la fois (O y 2) et “ﬂo’} nais qui
n'est pas réunion de groupes. ’

Nous terminerons enfin cet ensemble de résultats par un théoréme reliant les

conditions '?ﬂ'Cp ’ W’r et i\lf dans un deni-groupe complétenent semi-sinples
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THEORI-T‘,IE 11,4, = Si un deni-groupc conplétenent seni-sinmple vérifie une des

conditions °)7‘6€ s e, QU Vo, il vérifiec les deux autress

Nous avons déja riontré dans le théoréne 10.l1 que, dans un deni-groupe seri-
sinple 3%9 inplique ‘é‘»‘cf o I1 suffira donc de prouver gue, dans un dend=-groupe
conpldtement seni-sinmple, MNE £ inplique “'(j, N

Soit D un demi=-groupe conplétenent seni-sinple vérifiant ’Iffi, . Soit £'
un ensenble (non vide) quelconque de ¢ -classes de D - Soit {f' l'ensenble de
toutes les f~classes qui contiennent les classes élénents de Q'. Puisque D
vérifie T £ o 9" contient un ¢lénent nininal, par exemple F . Soit L wun
élénent de ° contenu dans F . Nous nontrons que L est nininal dens £ .
Supposons le contraire ; il existe alors U ¢ &' tells que L7 <L . D'aprés
le théoréne 11.2, D vérific "I"’z ; donc L est mininal dans l'ensenble de
toutes los {-classes contenues dons F . d'aprés le lemne 11.2,Donc L! &F .
Soit F! la Te-classe contenant LP (Fi ¢ T¢') , Puisque L! <L , nous avons

Pl

F' <F ce qui contredit la nininalité d¢ F dans & . L doit &tre minimal

dans £'et D vérifie WMoy o
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