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13-01

SUR LA STRUCTURE DES DEMI-GROUPES,

D’APRÈS LES TRAVAUX DE J. A. GREEN ET W. D e MUNN

par Pierre LEFEBVRE

Faculté des Sciences de Paris
.~â..~..~ôw

Séminaire P a DUBREIL,
P-Ia-L. DUBREIL-JACOTIN st C a PISOT

(ALGÈBRE et THÉORIE DES NOMBRES)
Aimée 1958/59

2 février 1959

INTRODUCTION. - Dans le mémoire [12] , publié on 1951, dont nous exposons ici
les résultats ; Je Ac GREEN a voulu jeter les bases d’une théorie systématique
des deni-groupssc On sait que l’extrême généralité de cette potion rend le propos
difficile. Les travaux postérieurs au de permettent de juger de

la fécondité de cette tentative : nous essaierons d’en donner une idée on exposant
les résultats récemment publiés [14] [15] par W. D. MUNN ; pour les autres, en

particulier pour ceux de A~ Ho CLIFFORD, nous nous bornerons à des indications

bibliographiques.

Un demi-groupe est un ensemble D dans lequel est définie une opération
associative : .

L6 point de départ du travail de GREEN est l’étude de certaines équivalences
définies dans D à propos des idéaux principaux (à gaucher à droite, bilatères).
On s’intéresse par la suite à la structure dos classes de ces équivalences et
on caractérise certains types de demi-groupes par des propriétés particulières
de ces classes~

1. Définition et propriétés des équivalences l , r , f et, d.

Dans un demi-groupe D , l’idéal principal à gauche engendré par un élément

D est l’ensemble (x) L = Dx Ux . C’ e st l’intersection de tous les idéaux à

gauche de D qui contiennent x . De même, tout élément D engendre un

idéal principal à droite = xD V x et un idéal principal bilatère

(x) F = DxD ~ xD ~ Dx ~ x a 

°

Si deux éléments x 9 y E D engendrent le même idéal principal à gauche, nous

écrirons : x ~ y(l) , définissant ainsi une relation d’équivalence l dans le

demi-groupe D . De la même façon, nous écrirons x v y(r) si et seulement si

(x)~ = (y) et x =~ y(f) si et seulement si = est



l’équivalence définie par :x ~ y (~ si et seulement si x ~ et

Nous désignerons les 

X ~ X ~ Fx .
Aucune de ces équivalences n’est en général régulière on peut toutefois

noter que r est régulière à gauche et ,~. à droite. En outre, x  y(t) . implique
x ~ y() ) ce que nous exprimons par l’inclusion des équivalences  ~ ; de

on a 

Une condition nécessaire et suffisante pour que x est que, ou bien

x = y , ou bien 3 a , b ~ D vérifiant ax = y ; by = x .

On donne une condition tout à fait analogue pour que : mais exprimer

que x et y engendrent le même idéal bilatère requiert un’ choix parmi dix

conditions du même type. En fait, nous n’aurons besoin par la suite que du cas où

D possède un élément-unité ; lorsuq’il en est ainsi, l’égalité ..

= DxD = DyD = est vérifiée si et seulement si : 

vérifiant axb = y ; cyd = x .

Pour justifier la restriction précédente, on remarque qu’un demi-groupe D qui
n’a pas d’élément-unité peut toujours être plongé dans un autre D 1 qui en possè-
de. On pose D 1 = D U 1~ ~ le produit de deux éléments x ~ . y ~. D 1 est égal au

produit xy dans D si x ~ y If: D ; sinon, on pose : 
°

On démontre ensuite que : 
’

THEOREME 1.1. - Les idéaux principaux à droite, à gauche et bilatères de D1 ,
qui sont engendrés par un élément x ~ D , sont les mêmes que les idéaux corres-

pondants de D .

. La démonstration est immédiate ; pour chaque équivalence r ~ ~; ou 

une seule classe supplémentaire, qui est celle formée par le seul élément l.

THEOREME 1.2. - Les deux équivalences r sont permutables (ou associables,
suivant la terminologie de P. 

On démontre que, si pour deux éléments .quelconques x ~ D , il existe
Z E D tel que



on peut trouver w ~ D vérifiant : .

(2) x et 

Les relations impliquent l’ l’existence d’éléments a , b , c , d  D vérifiant

ax = z  bz=x et zc = y, yd=z

(sauf peut-être si x = z ou si z == y ; dans ce cas! on prend ou bien w = y

ou bien w = x) e En posant xc = bzc = by , nous voyons que

(3 ) wd = byd ~ bz ~ x avec xc=w d’où 

et

(4) avec by = w d’où 

COROLLAIRE 1.1. - La relation d = l.r = r.y est une équivalence.

REMARQUE. On a9 d’une manière évidente : l ~ d et r~d Autrement dit, chaque
d-classe est la somme, soit de l-classes, soit de r-classes.

Dans 1e même ordre d’idée, on compare les équivalences d et f .

2. Comparaison des équivalences d et f a

Si x  y(d) les équations (3 ) et (4) du paragraphe précédent montrent que
x c’est-à-dire 0 L s inclusion est en général stricte, comme le
montre le contre-exemple suivant :

Soit T le demi-groupe libre engendré par les symboles x, y , z , u , a , b ;
Test l’ensemble des suites finies (ou mots ) A , B ... forcées à partir de ces
six symboles, le produit de A par B étant le mot AB obtenu par juxtaposi-
tion. Les relations xay = b 3 zbu = a définissent dans T une équivalence

régulière q : deux mots A et B appartiennent à la même q-classe A (== B )
si et seulement si B peut être déduit de A par une suite finie de "trans.forma-

tions élémentaires", dont chacune appartient à l’un des quatre types suivants :
remplacer la lettre b par la suite xay, remplacer la lettre a par zbu,
remplacer xay par b ~ remplacer zbu par a . L’ensemble T/~ de ces

. 

q-classes est un demi-group6 (avec la multiplication A.B = AB). On a évidemment,
dans Mais il n’y a pas, dans d’élément qui soit .

cu r équivalent à a g sauf a lui-même. Or on b , donc finalement

a 



On peut donner, toutefois, certaines conditions suffisantes pour que d == f *

On peut d’ailleurs raisonner sur un demi-groupe ayant un élément-unité, car on

a d = f dans D si et seulement si on a d = f dans D. (théorème 1.1).
~ , ..

THEOREME 2~ - d == f si tout client r. est d’ordre fini.

Cela signifie que l’ensemble {a , a2 , a3 ,...} a un nombre fini d’éléments

distincts o On sait qu’il existe alors une puissance finie de a idempotente [17]

[19] .

Si a ~ bCF) p il existe x , y ~ z ~ u 6 D vérifiant xay = b , zbu = a .

D’ où i xz.b.uy = b et, pour tout entier r positif, (xz) b(uy) = b .

On choisit r de manière que (uy) soit idempotent et on multiplie à droite

par il vient § b(uy) = b . En posant c = bu , on a :
= b (ou cy = b , si r = 1) d’où bu = o ~b(?) . De même

zb ~ b(l) ; d’où zbu c’est-à-dire : a et par conséquent
a ~b(?) .

En particulier, d = f pour tout demi-groupe fini. Le théorème 8.2 fournit

une autre classes importante de demi-groupes ayant cette propriétés

Nous étudions maintenant la structure d’une classe quelconque de l’équivalence
? . 

’

3 0 Structure d’un6 d-classe.

~

DEFINITION 3 Soient A ~ B doux idéaux à gauche de D . Un

D-isomorphisme de A sur B est une application biunivoque p de A sur B

possédant la propriété d(ap-) = 

LEMME 3.1. - Si x ~ y(r) et si a , b ~ D vérifient xa = y , yb = x , les

applications ,

sont des D-isomorphismes inverses de sur et de (y).. sur (x)L .
En particulier, 0 applique L sur Ly , 03C6 applique L sur L . Les
éléments qui se correspondent par 9 (ou par 03C6) sont r-équivalents.



De l’associativité dans D résulte la propriété d(a ~) == d &#x26;D et

B/ a eA pour ~=0 ou ~= ~ .
De xa=y et on déduit xab = x . Si z ~(x)~ ~ nubien z =x

ou bien z = dx pour un d ~ D . Dans chaque "cas zab == z ~ si bien que le

produit 03B8 03C6 est l’application identique de (x)... De même, 03C603B8 est 

cation identique de (y)L . Donc 6 sont des applications biunivoques
inverses de sur (y)~ D et de sur L X et L 

y 
étant les

ensembles de générateurs respectivement de (x).- et de (y)L , se correspondent
dans les D-isomorphismes précédemment définis o

Enfin? soit z et z’ =z 9 ~(y)~ . On a : z’ =za / z’b=z
c’est-à-dire z ~z~(r) . 

’ 

,

On peut alors préciser la structure d’une d.-classe :

THÉORÈME 3.1. - Soit 0394 une d-classe quelconque d’un demi-groupe D . On re-

présente par L. les r-classes et les l-classes distinctes âe D conte-

nues dans 0394 ; i et j décrivent indépendamment des ensembles d’indices
1 et J ; on suppose oue 1 et J ont un certain indice 1 en commun (ce oui

est possible? puisque seuls les 1 et J interviennent, et 
chacun de ces ensembles a au moins un élément). Dans ces conditions : ..

a. Si J a plus d’un élément, il existe pour tout j ~J des éléments a. y~ ° °" ° ’ ’ - - -°°°°°~’ ’° ’ -’ . - ’ ---- ’’~ J

b. ~D tels que les applications :

sont dES applications biunivoques inverses dc L sur L et dE L. sur L----.----#--.. - - 
- 

- - .-- --- - . - . --- , - 
- - - - - - , 

. -- . 

-.-- - - 
.-- - - . -- 1 .......,. ~ ,~,........... ~ ...,... 1

03B81 ot 03C61 sont chacune l’application identique dE L1 .
b. Si I a élément, il existe pour tout, i ~ I dos éléments c. f

D tels quE lEs applications : 
.

sont des applications biunivogues inverses do R1, sur R. et de R. sur R1 ;



03C81 et k1 sont chacune l’application identique d6 E .
°° Si Aij = Ri ~ Lj , les applications 03C3ij 

°°° "1 03B8j = 03B8j 03C8i et,

i - 1 ij, = f j induisent respectivement sur A11 et A. , des a li-

cations biunivoques inverses de ces ensembles sur Aij 6t Si I (et/ou: . -1)A11 . Si I (et/ou J)

$l0 °É ~i 9 ~l~i ’ À 1 ~ ~~5

applications identiques. Autrement §it, les classes de l’équivalence

1 fi liU contenu%s di.n£ ià sont des ensembles équipotents o

a. Soit j ~ J , ~ j ~ i ~ J ; si x ~ L1 , z ~ il Y f.: D tel que x:: y(r) et y 2: z(l) .. Cela signifie que : x :. T;., y ’" J
et f -~-- Y~"~ 

° Il existe donc, le lemme 3 .~ ? des éléments ~i
possédant les propriétés requises.

Ceci 6St vrai pour j ~ 1 > Pour 1 = 1 ; nous définissons alors ai 
* bi * n’im-

porte quel produit aj bj , ce qui donne xai = xbi = x et nous voyons, comme

dans la démonstration du lemme, que les applications correspondantes sont chacune

l ’ application id.entique de Li o

b. Démonstration analogue, en utilisant le lemme dual du lemme 3 .l o

c ° Pour I et J quelconque s, on voit d’abord que 03B8j et W , i sont permu-

tables, soit à cause de l’associativité dans D , soit parce que l’une d6s

applications (ou les deux) est l’application identique. D’après le lemme, 03B8j
respecte l’équivalence r dans L1 ; de §/, 1 respecte l’équivalence l
dans donc 03B8j  A1j et A11 03C3ij  A1j . De même

à .. "tt..  A11 et puisque ; , çr.. et ’t . , m , sont 16s applications
ij 

’ 

ij ij ij

identiques de A11 et Aij , on a A11 lij 
= Aij , Aij 03C4ij = A11 .

REMARQUE. - Il résulte de cette démonstration que les À. , ne sont pas vides;
ij

cela peut aussi se voir directement : si a E R, et b t L . , de a ~ b(d)
résulte l’existence de v é D tcl que a * w(r) , v = b(l) c’est-à-dire

v é R, et v é L ..
i j

La définition d’un ordre (partiel) dans l’ensemble des classes de chacune à6s

équivalences l% , r, et f conduit à étudier certaines conditions minimales,

qui joueront par la suite un rôle important. Nous complèterons ici le mémoire

d6 GREEN par des résultats empruntés à MUNN [14 ] , [15 ] .



4 Etude de certaines conditions minimales.

On désigne par J~ ~ ~ ~ ensembles de toutes les r ~ .~ et

de D . On définit une relation d’ordre dans l’ensemble (R p par
exemple de la manière suivante i soient R 

y 
~’~t. Nous écrirons

R  R si et seulement si ’ (x)R  (y)R e On définit de façon analogue un ordre

dans et un ordre dans F . La notation commune dans les trois cas ne

peut provoquer de confusion, car il sera toujours clair, diaprés le contexte,
auquel des ensembles R, B ou  il se rapporte. Tout ensemble V , par-
tiellement ordonne par une relation  , satisfait à la condition minimale pour
cette relation, si tout sous-ensemble V’ de V contient au moins

un élément minimale Cette condition équivaut, moyennant l’axiome du choix, à la

condition de chaîne descendante pour cet ensemble .

/

DEFINITION 4ol. - D vérifie la condition mr , ml ou mf
suivant que l’ensemble com ospondant R, L ou F satisfait à la condition

minimale pour la relation  .
Il est immédiat que l’une quelconque de ces conditions équivaut à la condition

minimale pour l’ensemble des idéaux principaux correspondants (ordonné par
l’inclusion). Elles sont plus faibles que les conditions minimales pour l’en-
semble de tous les idéaux à droite, à gauche ou bilatères.

Nous utiliserons également dans la suite de cet exposé des conditions minimales
plus faibles encore que ~’%n et ~ ~

~ 

~ 

DEFINITION 4.2. - Un demi-groupe D vérifie la condition si l’ensemble de

toutes les D contenues dans une quelconque vérifie la
condition minimale .

On a une définition analogue de Il est immédiat que ~~ entraîne ~b~
et que entraîne c 

Les conditions ml , mr et sont en général tout à fait indépendantes

Par exemple, le demi-groupe de BAER et LEVI [1 ] admettant la division à gauche
constitue une seule l-classes ; il,ne possède pas d’idéaux à droite minimaux,
donc il vérifie ml et mf sans vérifier mr .

Le produit du demi-groupe de Baer et Lévi et d’un demi-groupe anti-isomorphe
au de et vérifie ?~ ~ mais ne %Y~ ~ ni 3)t .

Moins immédiat peut-être est le fait demi-groupe peut satisfaire 
sans satisfaire ~ et 



MUNN donne dans ce cas l’exemple suivant : soit S l’ensemble formé d’un élé-

ment 0 et de l’ensemble de tous les couples ordonnés (i , j) où i et j

sont des entiers positifs tels que 1 ~.j .

Lr multiplication dans ~ est définie par les lois :

Elle est associative, S est un demi-groupe.

L’idéal à gauche engendré par (1 , j ) est { 0 ; (» , j ) ; 1 * r * 1 ) et

~~~ ensemble est vérifie ’

De même ; l’idéal à droite R. , engendré par (1 , j ) est / 0 ; (1 , s) ; S %jÎ
et l’idéal bilatère Iii engendré Par 1 , 1 > est 1° ; r , S > ; i i asil

Ri,j +1 ’ Ri,j+2 ... et

I J I JI I ... peuvent toutes deux être continuées indéfiniment. S
. ij 1,$+ 1,j+

ne satisfait ni à ni à mf . Par ailleurs, GREEN démontre le théorème

suivant:

/ ,

THEOREME 4 1 - Si un demi-groupe D vérifie simultanément m et il
r ~ ’ ,( ~

Soit D un demi-groupe vérifiant à la fois ’Ôl’t,j> et flXt, . Pour démontrer que

D satisfait à nous supposerons que D e un élément-unité, car l’adjonc-
tion à D d’un élément uni té affecte les ensembles ,1] , f et Ô’ en ajoutant

seulement à chacun d’eux un élément maximum (R1 , L1 et F1 respectivement).
D ’ après le théorème 1 , 1 , le s ens emble s L1 et F1 de D1 = D © ( 1 )

vérifient la, condition minimale si et seulement si les ensembles lli , §b et à?

de D y satisfont.

On a donc D = d , et tout élément de Ô peut être représenté comme produit
de deux éléments de D .

Soit F’ un sous-ensemble de 3’ . L’ensemble Z des éléments de D

dont les f-classes appartiennent à 3k ., 
, 

n’est pas vide. On exprime chaque

élément de Z de toutes 16s manières possibles sous la forme xy (x , y é D) .



Si £. cst l’ensemble dE toutES les l -classcs Lx , pour tous los x ainsi
x

définis, L’ n Est donc admet un élément minimal, par exemple L xo .
Il Exi.stE y ~ D tEl guE x y ~ Z . Soit EncorE R’ l’ ensemble (non vide)

0

ds tous lcs éléments dE R corrEspondant aux y dE la rElation x y ~ Z ,
0

R’ 9 non vidé 1B admet un élément minimal R (x y ~ Z ) . Nous démontrons que
la f-classe Fo qui contient xo yo cst ûn élément minimal dc F’.

Soit En effet F 
1 
 Fo , F1~ F’ . Il existe un élément d6 F 

1 
dE la forme

z - axo y b , pour un couple a , b ~ D . alors L ~ L’ avcc

0

L  Lx . D’ où L 
x 

= L J, En tenant compte d6 la minimalité do L .

axo 
- 

xo . 
. 

a o xo 
’ 

xo

Multiplions à droite y b , nous obtenons
z ~ x 

0 yo b (l) , donc x 
0 
y 
0 
b appartient à la même f-classe F 1 quE z o

Alors x 
0 
y 
o 
b ~ Z Et E R R 

y 
o La minimalité d6 R 

yo
entraîne comme ci-dessus y b ~ yo (r) . Multiplions à gauche par xo , nous0 0 0

obtenons x y y (r) et nous voyons que x y b appartient à la
c o 0 0 0 0

f-classc Les classes F2 et Fo sE coupant sont égales.

Lss demi-groupes du théorème 2.1 sont également caractérisés par unE condition
minimale. on considère, l’ensemble S dcs sous-demi-groupes principaux de D ,
c’est-à-dire les sous-demi-groupes (a)S engendrés par un seul élément a .

Comme précédemment, S peut ÉtrE ordonné par l’inclusion. Soit la con-

dition minimal correspondante.

THÉORÈME 4.2. - Une condition nécESSairE 6t suffisants pour qu’un demi-groupe
D vérifie ms est que tous les éléments dE D soient d’ ordro fini.

La démonstration dE co théorème Est 

Les conditions ms d’une part,,-. ml ;, 
m

r 
et mf d’autre part, sont indé-

pendantes. Par exemple, un groupe dEs éléments d’ordre infini vérifie 
r

ml., et mf mais non ms A Inversement, il Est facile do trouver un treillisl f s

T , qui considéré un demi-groupe par rapport à l’unc ou l’autrc dc s6s

opérations, ne satisfait ni à mr , ni à ml , ni à f (toutes équivalentes
puisque T est commutatif). Cependant ms 

s 
Est vérifiée, puisqu6 tout élément

Est idempotent. (voir exemple le diagramme ci-contre : ) .



Nous nous intéressons maintenant aux f-classes de D et nous introduirons

à cette occasion plusieurs notions dues à GREEN dont l’importance apparaîtra
par la suite, en particulier dans les résultats obtenus par MUNN (facteurs

principaux, régularité, semi-simplicité).

5. Etude des f-class6sc Facteurs principaux d’un demi-groupe.

Rappelons d’abord .

1° qu’un demi-groupe est dit sinple, s’il ne contient pas d’idéal autre que
lui-même et éventuellement (0) 6t s’il n’6st pas le demi-groupe zéro d’ordre 2

[~7~ ,

2° Qu’un idéal I d’un demi-groupe est dit minimal s’il ne contient pas
d’idéal du demi-groupe, autre que lui-même et éventuellement (0) E4][5] *

Un idéal minimal le  d’un demi-groupe D n’est pas nécessairement un sous-demi-

groupe simplE ~ (Il peut contenir un idéal de lui-nême qui ne soit pas un idéal
de D).

On sait, d’après REES [17] qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
demi-groupe S soit simple est que SxS = S V x ~ 0 , x ~. S .

Cette condition montre qu6 tout idéal minimal d’un demi-groupe sans zéro est

simple. Si D possède un zéro, on montre facilement, en utilisant cette même

condition, qu’un idéal minimal I de D est, soit un demi-groupe simple, soit
un demi-groupe de carré : I~ = ~ ~ o ~

Dans un demi-groupe quelconque D ~ chaque f-class6 F est formée des géné-
rateurs d’un certain idéal principal est d’ailleurs la réunion de

toutes les f-classes F’ r Soit K = I - F (ensemble des éléments de 1

n’appartenant pas à F , c’est-à-dire des non-générateurs de I) ; on montre
facilement que si K n’est pas vide, c’est un idéal de D .

Soit D/K le demi-groupe quotient (ou demi-groupe différence) au sens de
REES [17] ; les éléments de D/K sont ceux de D - K , avec un élément 0 . Le

produit dans D/K dG x 9 D - K est 0 si le produit dans D est contenu

dans K ~ 6t est égal à C6 produit dans D s’il est contenu dans D - K ; de

plus x 



/

DEFINITION 5.1. - Le demi-groupe quotiEnt I/K est appelé facteur principal
de D correspondant à la f-classe F 0

C’est un idéal minimal de D/K , donc, d’après la remarque précédente,ou bien
un sous-demi-groupe simple de D/K 9 ou bien un sous-demi-groupe de carré nul.

REMARQUE. - Si K Est vide, I est un idéal minimal do D ; nous conviendrons

alors de poser et d’inclure I parmi les facteurs principaux de D .

Si D est sans zéro, I est alors l’idéal minimum de D (ou noyau) [4 ] [ 20 ] .
Ce "noyau" est une f-classe simple de D ~

, 
_

DEFINITION 5 ~~ a ~. Une f-classe est dite simple si et seulement si le facteur

principal 1/K correspondant est un sous-demi-groupe d6 D/K.

DÉFINITION 5 .3 c - Un élément a t D est dit simple si et seulement si F
est simple. 

’

En tcnant compte des remarques précédentes sur la simplicité d’un idéal mini-
mal d’un demi-groupe avec zéro, on voit que :

si F n’est pas simple, on a F2 (d’après (I/K)2 = {0}) .
si F est simple, pour tout couple a , b E: F il existe x , y ~ F tels qu6

xay = b (d’après la condition de simplicité Nous avons 

THEOREME 5.1. - Unc condition nécessaire et suffisante pour que a E D soit

simple 6st qu’il existe x , y C Fa tels que xay = a Q

QU6 la condition soit nécessaire est immédiat. RéciproquEmEnt9 si on a

a avec x y , a ~ F , cn montre aisément que F2a n’ est certainement

pas contenu dans K ~ ensemble des non-générateurs de 1 .

Cette notion de facteur principal pourrait être introduite, avec moins de géné-
ralité, de la manière suivante :

6. Suites principales et facteurs principaux~

Un6 suit6 normale pour un demi-groupe D est une suite descendante finie de

Sous-demi-groupes t

telle que est un idéal de S. (i =1 , 2 , ... , suite



est dite plus fine q,ue (~) ?. si ~~h ~ est une suite extraite de (~~~ ~ ,
Si l’on considère une suite normale sans répétitions :

les demi-groupes quotient (au sens de REES) S./3.. sont appelés facteurs de la

S/S =S )~
S’il n’existe pas de suite plus fine que (~_) ~ () ) est appelée suite de

composition de D . Les facteurs de (03A3) sont alors les facteurs de composi-
tion de D o

REES a montré [17] que deux suites de composition sont isonorphes, c’6st-à-
dire que les facteurs des deux suites peuvent être mis en correspondance biuni-

voque de manière que les facteurs correspondants soient isomorphes.

Un facteur de composition est, soit simple, soit un demi-groupe 0 d’ordre 2 .

Si, dans une suite (V) ~ chaque S. est un idéal de D ~ et s’il n’y a pas
de suite plus fine que (~*) ayant cette propriété, C") est dite suite

principale de D o

On démontre alors facilement que les demi-groupes quotient S./S.. sont

tous des facteurs principaux de D au sens des f-classes. Puisque, pour toute

suite, D est la réunion des ensembles S. -S.. (i==l ~ 2 , ... , n) , nous
voyons que les f-classes de D sont représentées par les facteurs de la suite

principale (V) . ’ 

’

Ainsi est mis en évidence~ d’une manière presque triviale, le théorème analo-

gu6 au théorème sur les suites principales de sous-groupes normaux d’un groupe.

, ~

THEOREME 6.1 o - Dans un demi-groupe D, deux suites principales quelconques
sont isomorphes~ c’est-à’-dire que les facteurs de deux suites peuvent être mis

6n correspondance biunivoque de manière que les facteurs correspondants soient

isomorph6so

Cependant? les facteurs principaux ont été définis ici d’une manière tout à

fait indépendante de l’existence d’une suite principale pour D.

Si un demi-groupe a une suite principale, il a un idéal minimal

(noyau) qui est le dernier terme non vide de la suite.



Les exemples ci-dessous, donné par permettent de préciser les

relations entre suites de composition Gt suites principalEs ~

Dans l’ exemple (1), J nous avons la; suite principale : i D a (z , b) ~ (z) .

. D ~ ( z 9 a 9 b~ u (z , a) ~ (z) et h ~ (z , a ,b) D (z 9 b~ ~ (z) sont des

suites de composition. Dans l’exemple (2) , D ~ (2 ~ a , b~ ~ (z , a) ’~ (z) est

à la fois une suite de composition et une suite principale, tandis que

D .~ (z ~ a , b) ~) (z ; b~ ~ (z) est une suite de composition mais non une suite

principale a Ceci montre qu’une suite de composition n’est pas nécessairement une

subdivision de quelque suite principale o

Notons encore que l’existence d’une suite de composition implique cclle d’une

suite principale, alors que l’inverse n’ est pas vrai.

Nous montrerors ici un lemme utile dans la suite de cet exposé.

LEMME 6.1, - Soit une suite de composition d’un demi-groupe

Si S.. est idempotent, c’est un idéal de D .

Le théorème est vrai pour i == 1 , 2 ; supposons i > 2 . Supposons qu’on ait

prouvé que S, est un idéal de , pour un j  
i "- 2 . Alors

~i ~j ~i ’ ~’ ’i ~-J ~ ~ = ’i " ~~ ~ ’i = ~i ~i-J ’
qui est un idéal de S. i-j-1 . Corme S. est un idéal do Si-1 , le résultat

est acquis par induction sur j .

En particulier, puisque S est un idéal de Sn , nous avons S = Sn ,
donc S est un idéal de D ; c’est donc l’idéal minimum ou "noyau" de D .

7. Condition de régularité dans les 

Analogue à la condition de simplicité~ mais plus forte~ est la condition de

régularité introduite par J. Von NEUMANN pour les anneaux [16] .



/

DEFINITION 7.1. - L’élément a ~D est régulier si et seulement si il existe

~ ~D vérifiant 

DEFINITION 7c2~ - Un demi-groupe D est régulier si tous ses éléments le
sont.

Si F 
a 
= F ~ nous voyons comme plus haut que F 2 n’est pas contenu dans K.

Par conséquente la régularité implique la simplicité. Nous énoncerons également :
~ ~

THEOREME 7.1. - L’élément a ~ D est régulier si et seulement si, ou bien

R , ou bien L contient un idempotent (si l’un de ces ensembles contient un

idempotent, il en est de même pour l’autre).
Si a est régulier~ (as)(az) == az est idempotent~ et puisque (az)a == a ~

il appartient à R c De même? za est un idenpotent contenu dans L o

Inversement, soit e ~R 
a 

unidempotentde D . Si e = a , aaa = a et a

est régulière Sinon? il existe u ~ z ~ D vérifiant eu = a ~ az = e . La pré-

mière équation montre que ea = 6(eu) === eu = a et d’après la seconde aza = a .

Nous retrouverons plus loin d’autres propriétés liées à la notion de régula-
rité ~ auparavant, nous démontrerons les théorèmes de Green qui précisent les
structures des classes d’équivalences moyennant certaines conditions supplé-
mentaires.

8. Théorèmes généraux de Green .

~ ~

THEOREME dans un demi-groupe quelconque D~ un élément x est con-

tenu dans la même classe K de 1~ équivalence ~ que son carré x :
a. K contient un élément idempotent e ~

b. K est un groupe~

De x et x -~x(r) . on déduit qu’il existe u . v ~.D tels que
22 22

ux ==x ~ x v=x o Posons e==ux==uxv=xv eOna : e ==ux~xv=e . De

plus, ux==e et entraînent e~x(~) ; xv = 6 et

x.xv = X entraînent c donc e ~ K . Pour montrer que K est un

groupe, considérons un élément quelconque y ~ D .

De y ~e(~) et y ~e(?) on déduit l’existence dans D des éléments

y. et y? tels que y. D’où ey==ye=y ; e est élément-

unité dans K c



Soient Xy y ~K ; y ~e(?) implique xy~xe=x ~e(F) et implique

ey = y ~ e(l) , d’où xy EK. K est donc un sous-demi-groupe de D admettant

e comme élément-unité.

Montrons que tout élément x 6 K admet un inverse relatif à e ; si x é K , de
x ~ e(~) on déduit qu’il existe u ~ D tel que ux = 6 d’où 6U6.X = 6 ; de

même~ il existe v ~ D tel que xv = e ; de x.eue.x.v = xov on déduit X.6U6 = e ~

Ces équations montrent que eue ~ K et est un élément inverse de x dans K , ...

qui est par conséquent un groupe.

COROLLAIRE 8.1.... Si K est un sous-demi-groupe de D~ K est un groupe 

Soit x, y c.K~ on a xy xv = y , on déduit alors xy=x v ~K
et x o D’où x vv’ =x pour un c’est-à-dire x ~ x(r) . On

démontre de même que x ~ ~- x(~) .

REMARQUE. - La démonstration précédente montre qu’une condition suffisante pour

que K soit un groupe est qu’il existe un x et un y de K tels que

xy ~ K .

/ , 

. 

,

THEOREME 8.2. - Soit D un demi-groupe vérifiant les conditions m et m .
20142014 2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014~- ~ -2014 r

On a : ..

a. d = f

b. si L. sont deux 1-classes appartenant à la même délasse (ou
et L ~~o . Autrement dans toute

’3-classes de D , les l-classes sont minimales.

c. Tout élément simple de D est régulier.

On suppose que D possède un élément-unité.

a. Soit et x~ y~ z , u CD tels que xay==b ~ zbu = a .

Soit L’ l’ensemble des l-classes qui contiennent tout élément x ~D vérifiant

xay = b pour un y ~ D . 
t 

n’est pas vide, donc possède un élément minimal

L 
o 

; on a x ay ° =b pour un couple x ~ y ° E D .
o

On a encore : x 
o 

zx .a.y uy o =b, donc d’eu xzx ~ x (7) .

Il existe donc t eD tel que tx zx 
o =x ~ C 16st-à-dire 

multipliant à droite par ay , nous obtenons zb ~b(T) . En utilisant de manière



analogue la condition mr , nous obtiendrions l’ équivalence bu ~ b(r) . En

multipliant à gauche par z, on en déduit : Finalement? 
zb ~- b ~’ ) et par conséquent 

b. Puisque L1  L2 , nous avons zb == zbal == a pour

un z E D (et 1 ~ D) ~ et puisque a  b(f) xay = b pour un couple x , y E D .

De la démonstration de (a)p on déduit que c’est-à-dire

L2 e

Cette démonstration utilise seulement 0 Un résultat analogue peut être dé-

montré (en utilisant mr) pour les r-classes qui sont contenues dans une même

f-classe de D .

c. Supposons que aeD soit simple. Posons 
, 

= F . D’après le théorème 5 .1 ~
il existe 

2 
x ~ y tels que xay = a . D’où x ay == a ; on a F x, 2 ~ F , et

de x (ay2) = a on déduit = F et finalement F = F 2 c ’6st-à-dire

L 
x 
2  L

x 
et do R 2  R x résulte alors d’après (b)

x -~ x(r) . 
~ 

Du théorème 8.,I q on déduit l’existence d’un idempotent 0 e D vérifiant

e ~ x :~ n r) .En appliquant la forme à droite de (b ) ~ la relation R a = R x
entraîne alors x w a(r) o D’où e ~ a(r) et a est régulier d’après le théo-
rème 

Remarquons, courte nous l’avons fait dans la démonstration de ce dernier théo-

rème, que ea = a . De même, il existe un idempotent f tel que a ~ f(l) et

af == a a

Toute cette démonstration repose essentiellement sur le fait que xay = b et

zbu = a impliquent et 

Ceci est également vrai dans les conditions du théorème 2.1. On peut donc

énoncer :

THEOREME 8.3. - Si D vérifie ms , les résultats du théorème 8.2 sont vala-

blés.

Remarquons que dans les demi-groupes satisfaisant à ms , il existe une puis-
sance finie de n’importe quel élément qui est idempotente.

D’une manière analogue, nous allons démontrer que :



, ,

THEOREME 8o4o - Si D mf , pour tout u ~ D , il existe une puissance
finie u de u Qui est simple. (L’exposant k dépendant en général de u).

La suite des idéaux principaux (uL -3 (u ? )? 3 ... se termine par exemple

à Alors (u )p = et il existe x ~ y ~ D tels que = u
Il est clair = xu et y. = u k y sont chacun 

de x~ u y~ == u et du théorème 5.1 résulte alors que u est simple*

COROLLAIRE 8.2c - Si D et ml , pour tout u ~D , il existe
une puissance finie u de u qui est régulière.

9. Cas des demi-groupes complètement simples o

Il est possible de déduire des théorèmes 3.1 et 802 structure des demi-groupes

complètement simples [l7][l8] c

Un demi-groupe simple D est complètement simple si : (i) D contient au

moins un idempotent primitif, c est-à-dire un élément o = e ,
tel que si f ~ D vérifie f ~ = f ~ 0 et ef = fo = f , on ait e = f .

On déduit des résultats de CLIFFORD [5 ] qu’un demi-groupe simple avec 0 es:t

complètement simple si et seulement s’il vérifie m
r 

et 

On prend alors l’ensemble D des éléments non nuls d’un demi-groupe complète-
ment simple D ; c’est une f-classe, et par conséquent (théorème 8.2) une
d-classe de D o

Du théorème 3.1 et du théorème 8.2 (b) on déduit alors facilement le théorème 2.93
de REES [17J sur la structure d’un demi-groupe complètement simple.

W. D. MUNN a étudié dans les mémoires [14 ] [15 ] certaines propriétés liées à la no-
tion de semi-simplicité. Nous donnerons maintenant l’essentiel de ses résultats.

10. Demi-groupes semi-simples.

DEFINITION 10lc - Un demi-groupe D dont tous les facteurs principaux sont
_simples est dit semi-simple. (cf. paragraphe 5).

Aucune condition minimale a priori imposée. Remarquons que :

Tout demi-groupe régulier est semi-simple ; l’inverse n’est pas vrai en géné-
ral, nais les théorèmes 8.3 et 8.4 montrent qu’un demi-groupe semi-simple qui

vérifie ~ et ~ ou est régulier.



THEOREME 10.1. - Si D est un demi-groupe seul-simple vérifiant D

vérifie aussi ~~ *
Soit ensemble quelconque (non vide) de f-classes de D et soit -S

l’ensemble de toutes les ~-classes de D qui sont contenues dans les classes
éléments Puisque D vérifie ~’ contient un élément minimale
soit L , a 6 D . Nous allons montrer que F est minimal dans ~ ~.

a a

On suppose que F 
a 

n’est pas minimal : il existe alors un élément b ~ D tel

que F. 6 F’ et F,  Fa . De cette dernière relation, on déduit
b ~Da ~ aD ~ DaD . Puisque D est F. est simple 6t 

(théorème 5*1). Donc : b &#x26;F-(Da c’ DaD)Fbb d’où on déduit facilement que

Soient u y v ~ F. vérifiant b = uav . Alors F= Lua ~ L’ .
Mais : L et puisque F.  F . qui contredit la 

té de L a dans L’ . F a est minimal dans D satisfait à 

~ B

THEOREME 10.2. - Toute suite principale d’un demi-groupe semi-simple est une

suite de composition~ et réciproquement.

Soit

une suite principale d’un déni-groupe semi-simple D. Supposons que T. soit

un idéal de Si tel que : Si 3 T. 2 Si+1 . Puisque est simple~ on
a Ti = Si+1 . Donc ~~) est une suite de composition pour D ; en particulier
les facteurs de composition de D coïncident avec les facteurs principaux et sont

tous simples.

Inversement, soit (03A3) une suite de composition de D. D’ nprès le lemme 6.1,
pour prouver que c’est une suite principale, il suffit de prouver que = S.

pour i = 1 , 2 , ... , n . Supposons que soit prouve S.. = Si+1 pour un i .

Alors = nous avons

ou bien S. = S ou bien Si =Si+1 . Hais l’existence d’une suite de composi-
tion entraîne l’existence d’une suite principale, qui est, d’après la condition

nécessaire, aussi une suite de conposition.

Du théorème d’isomorphisme des suites de composition résulte donc que le fac-

est simple~ ce qui exclut l’égalité S. = Si+1 serait



de carre nul). Donc S2i = S. 6t puisque Sn , le résultat peut être obtenu
par induction sur i . La seconde partie de la dénonstration montre que nous

pourrions également définir un demi-groupe semi-simple comme un déni-groupe possé-
dant une .suite de composition dont tous les facteurs sont simples. liais cette

définition est évidemment moins générale que colle de Green.

Dans le mémoire [15], MUNN introduit une généralisation de la notion de déni-
groupe complètement simple.

11. Demi-groupes complètement seni-simp16s.

Soient D un déni-groupe et T un sous-ensemble de D . Un idenpotent T

est dit primitif dans T si c’est le seul idempotent de T vérifiant l6s équa-
tions ex = xe = x (x 2 = x) o

Nous dirons qu’une f-class6 F de D est complètement simple si elle con-
tient un idempotent prinitif dans F . Ceci est vrai si et seulement si le

facteur principal correspondant est un déni-groupe complètement simple au sens de
REES [17][18], car ce facteur est, ou bien simple, ou bien de carré nul.

DEFINITION Un demi-groupe complètement seni-sinpie est un demi-groupe
dans lequel toute f-class6 est complètement simple.

Evidemment, un demi-groupe fini semi-simple est complètement semi-simple
(lenme 2.4 de REES [17]). Plus généralement, un déni-groupe semi-simple satis-
faisant à (tout élément y est d’ordre fini) est complètement semi-simple ;
car chaque facteur principal est un déni-groupe sinple dans lequel chaque élé-
nent a un ordre finie

Nous verrons plus loin qu’une autre classe inportante de déni-groupes complè-
tement semi-simples est celle des déni-groupes qui sont réunions de groupes
[2][9]. Un déni-groupe complètement semi-simple est régulier (cf. paragraphe 7 ) .
Rappelons également qu’un demi-groupe régulier est semi-simple. Il est facile de
trouver des exemples montrant que les implications réciproques sont fausses
(exemple n° 1 du paragraphe 6 pour la prcnière ; demi-groupe de Baer et Lévi
pour la deuxième).

Nous démontrons ici deux lemmes :

LEMME 11.1. - Soit D un demi-groupe et M un idéal de D . (r ou

f) classes de D contenues dans l’ensemble D - M sont les l (r ou f) clas-

ses non nulles de D/M c



Soient a et b deux éléments distincts de D - M . Les critères pour leur

l-équivalence comme éléments de D et conne élénents de D/M sont les mêmes,
à savoir qu’il existe des éléments x , y $. D - M tels que a = xb ; b = ya .

Mène démonstration pour r et f v

Ce résultat montre en particulier que si D vérifie ml, mr ou mf , il
en est de mène :1..6 o ..

Nous utiliserons maintenant les conditions nininales m*l et m*r définies

au paragraphe 4-.

11.2e - Soit D un demi-groupe vérifiant ~ ~ F une ~-classe
quelconque de D . Toute ~. -classe de D contenue dans F est nininale dans

1~ensemble de toutes les ç-classes contenues dans F .

Soit 1 l’idéal engendré par F et K = I-F; K est un idéalde D et un

idéal minimal de D/K (cf. 5)o Puisque D satisfait à il en est de nêue

de D/K d t après le lemme 11 01, donc 1/K contient un idéal à gaucho minimal

de D/K c Donc I/K est somme d’idéaux à gauche nininaux de D/K ([ 5 ]
théorème 2.1). Autrement dit; tout idéal principal à gauche de D/K engendré
par un élément non nul de I/K est nininal dans D/K . Donc toute ~classe
de D/K contenu6 dans F est mininale dans l’ensemble des l-classes contenues
dans F ; nais diaprés le lemme, ces l-classes sont aussi des l-classes de D ,
ce qui démontre le théorème.

REMARQUE. - Ce lemme est analogue à la partie (b) du théorème 8.2, nais il
est plus générale

Nous obtenons naintenant doux autres critères de compiète semi-simplicité,
utilisant des conditions minimales. Le premier d’entre eux dépend directement
des résultats de CLIFFORD [5Jo

, ,

THEOREME 11 ol. - Un demi-groupe D est compiètement semi-simpie si et seule-
ment si il est semi-simple et vérifie les conditions 

Supposons que D soit complètement semi-simple. Soit F une f-classe quelcon-
que de D , 1 l’idéal engendré par F et I/K est conplètement
simple donc contient un idempotent e ; si on pose M = I/K , l’ensenble eM est

un idéal à droite minimal dans 1/K et aussi dans D/K ; de même, l’ensenble
Me est un idéal à gauche minimal, dans 1/K et dans D/k [5] . Les éléments
non nuls de eM , par exemple, forment donc une l-classe de D/K. Ainsi



l’ensemble de toutes les 7-classes de D/K contenues dans F contient un

élément minimal? donc? d’après le lemme 11.1, D vérifie m*l. On démontre de
la même façon que D vérifie 

Inversement, supposons que D soit semi-simple et satisfasse et m*r.
Soient F , 1 et K définis comice ci-dessus. D/K vérifie et 

diaprés le lemme 11.1. Donc 1/K est un idéal minimal de D/K , simple, et con-
tenant un à gauche nininal et i.m idéal à droite minimal de D/K ; donc
I/K est complètement simple [5] . Donc D est conplètement semi-simple.

COROLLAIRE 11.le - Un demi-groupe semi-simple vérifiant ml et mr est

complètement semi-simple .

’ 

On peut encore remplacer une des conditions minimales par une autre condition.

/ B

THEOREME 11.2. - Un déni-groupe est complètement semi-simple si et seulenent

s’il vérifie et a la propriété que toute f-classe contient un idempotent.

Condition nécessaire s d’après le théorème 11.1, D satisfait à. et,
d’après la définition, chaque f-classe contient un idempotent.

Condition suffisante : soit e un idempotent quelconque de D et f un

idempotent de F ayant la propriété ef = fe == f . De fo = f , on déduit

L x L o Conne D vérifie m*l il résulte du lemme 11.2 que Lest minimale

dans l’ensemble de toutes les l-classes contenues dans F a Donc L., = L .
Il existe donc a e D tel que e = af d ’ où : ef = af 

2 
= af = 6 et e = f ;

e est primitif dans F . D est complètement semi-simple. Un cas particuliere

de ce théorème avait été obtenu par SCHWARZ [20] qui montre qu’un demi-groupe
simple sans zéro est complètement simple si et seulement s’il contient un idéal
à gauche minimal et un idempotento

COROLLAIRE 11.2. - Un demi-groupe régulier satisfaisant m*l (ou ml) est
complètement semi-simple.

En effet, chaque f-classe d’un déni-groupe régulier contient un idempotent
(théorème 7.1). CLIFFORD a étudié les demi-groupes qui sont réunions de groupes
[2]. Un tel demi-groupe peut être caractérisé comme réunion de groupes disjoints
([2] théorème 1) ou comme demi-groupe complètement semi-simple dans lequel chaque
f-classe est un sous-demi-groupe ([2] théorème 2).

Une autre caractérisation de ces demi-groupes a été obtenue par R. CROISOT [9 ] .
comme résultat d’une généralisation du concept de régularité. Un demi-groupe
D vérifie les conditions (m ~ n) où m et n sont des entiers non négatifs



tels que m + n ~2 ~ si tout élément a appartient à l’ensemble a~ D a
(la condition (m ~ 0) est satisfaite pour D si a ~ aT) ~/ a e. D) .

R. CROISOT a montre par rapport à l’équivalence logique, l’ensemble de ces
conditions est partage en 4 classes, pour lesquelles on peut choisir comme

représentants les conditions (1~1)~ (2 , 0) , (0~2) et (2 ~ l) ; de plus,
un déni-groupe est réunion de groupes si et seulement s’il vérifie simultanément

les conditions (2~0) et (0 , 2) , ou encore la condition unique (2 ~ 1)~

Nous montrons ici que ces résultats restent valables si on remplace une des

conditions (2 , 0) ou (0 , 2) par une condition minimale convenable.

/ ,

THEOREME 11.3. - Un demi-groupe est réunion dG groupes si et seulement s’il
vérifie à la fois les conditions (2~0) ~ 
Soit D un demi-groupe réunion de groupes et soit a ~ D . Il existe

6 , a’ E D tels que ae = a ; aa’ = e . Donc a = a(aa’) D ; D vérifie la

condition (2 , 0) ; D est complètement semi-simple donc satisfait m*l d’après
le théorème 11.1.

Invcrsement, supposons que D vérifie (2 , 0) et Nous prouverons que

D est réunion de groupes en montrant que D vérifie aussi (0 , 2) .

Soit Il ~ D ; puisque a ~a D . nous avons F  F 2 . Mais F 2  F
’ ~ aa aa

entraîne L~~-F . Hais aussi L ? ~L et puisque D véri-

fie m*l , il résulte du lemme 11.2 que L 
2 

= conséquente on a, ou

bien a = 2 
ou bien a Da2 et le premier cas se ramène au second, car

a = a entraîne a = a.a . Donc D vérifie la condition (0 , 2).

COROLLAIRE 11.3. - On demi-groupe satisfaisant à (2 , 0) et ml est réunion

de groupes.

. Le théorème 11~3 n’est pas vrai si on remplace (2 ~ 0) par (0~2). Ce
qu’on peut vérifier en prenant le demi-groupe de Baer et Lévi ~1~] qui consiste
6n une seule l-classe et verifie ainsi à la fois (0 , 2) et m*l mais qui
n’est pas réunion de groupes

.

Nous terminerons enfin cet ensemble de résultats par un théorème reliant les

conditions ml, m r et mf 
dans un demi-groupe complètement semi-simple.



THEOREME 11.4. - Si un déni-groupe complètement semi-simple vérifie une des

conditions ml, mr ou il vérifie les deux autres.

Nous avons déjà montré dans le théorème 10.1 que, dans un seni-

simple ml implique Il suffira donc de prouver dans un demi-groupe

complètement semi-simple, mf implique ml.
Soit D un demi-groupe complètement semi-simple vérifiant mf o Soit £’

un ensemble (non vide) quelconque de ,g -classes D , Soit F’ l’ensemble de
toutes les f-classes qui contiennent les classes éléments de L’. Puisque D

vérifie mf , F’ contient un élément minimal, par exemple F o Soit L un

élément de f’ contenu dans F c Nous nontrons que L est mimimal dans £/ .

Supposons le contraire; il existe alors  ~ L’ r telle que L’ i  L . D’après
le théorème 11.2, D vérifie donc Lest minimal dans l’ensemble de

toutes les l-classes contenues dans F , d’après le lemme 11.2.Donc L’ t ~ F c

Soit F’ J la ?-classe contenant L~ (F~ ~3~) . Puisque L~ ~-L ~ nous avons

F’  F ce qui contredit la minimalité de F dans F’ c L doit être minimal

dans C’ et D vérifie 
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