
Séminaire Dubreil.
Algèbre et théorie
des nombres

PIERRE LEFEBVRE
Sur les demi-groupes admettant des complexes nets d’un côté minimaux
Séminaire Dubreil. Algèbre et théorie des nombres, tome 12, no 1 (1958-1959), exp. no 2,
p. 1-18
<http://www.numdam.org/item?id=SD_1958-1959__12_1_A2_0>

© Séminaire Dubreil. Algèbre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1958-1959, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algèbre et théorie des nombres » im-
plique l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SD_1958-1959__12_1_A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


2-01
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INTRODUCTION. - Cet cxposé présente les premiers résultats obtenus dans l’étude
d’une classe remarquable de demi-groupes : celle des demi-groupes possédant des

complexes nets d’un côté minimaux ( Ces résultats ont été résumés dans une note

publiée le 28 juillet 1958 aux Comptes Rendus de des Sciences.

Un demi-groupe est un ensemble D dans lequel est définie une opération asso-

ciative : x(yz) = (xy)z ; ~ x 9 Y 9 Z ~ D c

Dans un dcmi-groupe quelconque P ~ un complexe H est dit net à droite si,
pour tout il existe x ~ D vérifiant ax On définit symétriquement
un complexe net à gauche. Nous n’utili.sons pas dans ce travail la notion de

complexe net net à droite et net à gauche). Remarquons que tout
complexe contenant un complexe net d’ un côté est net du même côté.

Un complexe K nct à droite, par exemple, sera dit minimale s’il ne contient

aucun complexe net à droite différent d6 K c

La notion de complexe introduite par P. DUBREIL [6 ] à propos de .ls, recherche

des groupes à un demi-groupe donnée est à l’origine de nombreux
travauxc Parmi ceux-ci, ceux H. CLIFFORD [2] [3] [4], D. D. et

G. THIERRIN [15] ont plus particulièrement guidé notre rechcrcheo

A 1 Ho CLIFFORD et D. D. MILLER [4] ont étudié les demi-groupes possédant des
éléments nets, ou, dans leur terminologie, des éléments zéroïdes. G. THIERRIN a

repris dans sa thèse l’étude d6 ces auxquels il donne le nom
d’homo groupée

Un homogroupe T est un demi-groupe possédant au moins un élément net à droite
r ( ‘’~ a ~ D ~ "3 x ~ D 4 ax = r) et un élément net à gauche 1

ya = 1). Parmi les nombreuses propriétés des homogrou-
p6S, rappelons seulement ici que R des éléments nets à droite est

égal à l’ensemble L des éléments nets à gauche. L’ensemble commun N , appelé



nodule de l’homogroupe, est un groupe idéal bilatère minimum de T. On démontre

par ailleurs aisément qu’un demi-groupe contenant un groupe comme idéal (bilatère)

est un homogroupce

Suivant alors une suggestion de P. DUBREIL [ 9 ~g nous avons étudié les propriétés
obtenues en remplaçant les éléments nets ou zéroïdes par des complexes nets d’un

côté minimaux. Car tout élément du nodule d’un homogroupe est un complexe n6t,

à droite et à gauche, réduit à cet élément~ et évidemment minimal.

Nous avons alors obtenu, non seulement une généralisation satisfaisant6 de la

notion d’homogroupe, mais la mise en évidence d’une classe de demi-groupes déjà

étudiée par de nombreux auteurs, en particulier CLIFFORD (Semigroups containing

minimal ideals [3 ]) 0 
.

. Dans ce travail, nous établissons d’abord quelques propriétés fondamentales des

complexes nets à droite minimaux d’un demi-groupe. Les résultats correspondant au

cas des complexes nets à gauche minimaux s’énoncent sans difficulté par dualité.

Nous démontrons ensuite que tous les complexes nets à droite minimaux d’un

demi-groupe ont même puissance (au sens de la théorie des ensembles), que leur

existence équivaut à celle dcs,idéaux à droite minimaux$ quc leur réunion est

égale à celle des idéaux du même côté minimaux, qui est l’idéal bilatère minimum

du demi-groupe [3]. En supposant alors l’existence simultanée de complexes nets

à droite minimaux et de complexes nets à gauche minimaux, nous démontrons que les

réunions correspondantes sont égales entre elles, et égales à l’idéal bilatère

minimum du qui est dans ces conditions un demi-groupe complètement

Simple, réunion de groupes disjoints isomorphes.

Nous établissons enfin que, réciproquement, si un demi-groupe contient un idéal

bilatèrc complètement simple, ce demi-groupe admet des complexes nets à droit6

minimaux 6t des complexes nets à gauche minimaux (dont cet idéal est réunion).

Ce résultat généralise celui qu’on connaît pour les homogroupes.

Signalons encore que les résultats ici présentés deviennent triviaux lorsque le

demi-groupe possède un zéro. Car il est immédiat, alors, que tout complexe net

(d’un côté) contient zéro, et que tout complexe contenant zéro est n6t$ Le

complexe {0} est le seul complexe net (d’un côté) minimal du demi-groupe.

Nous présenterons ultérieurement une étude conc6rnant le cas des demi-groupes
avec zéro, où les résultats obtenus avec des définitions appropriées ne sont pas
triviauxn



1. Propriétés fondamentales des complexes nets à droite minimaux d’un demi-groupe.

Dans un mémoire récent L9] P a DUBREIL montre par un exemple (déni-groupe cycli-
que infini) qu’un demi-groupe ne possède pas nécessairement, sauf s’il est fini ,
des complexes nets (d’un côte) ninimaux. Il donne à ce propos une condition néces-
saire et suffisante pour qu’un complexe net à droite soit minimal, qui est à l’ori-

gine des principaux résultats de ce travail.
’ 

~ ,

THEOREME 1.1. - Pour qu’un complexe net à droite K d’un demi-groupe D soit

minimale il faut et il suffit que l’on ait, pour tout k 

où .K e’ k représente le résiduel ou quotient à droite de K par un élément k

de K .

Condition suffisantG. - Si k(K /k)==~k~ ~ B~ k ~K ~ le complexe 
n’est pas net à droite dans D , et c6ci, quel que soit k Sinon, il existe
x D tel que kx ~ K .~ ~k ~ r ~ et en con-

tradiction avec l’hypothèse.

Condition nécessaire. - Soit y ~ K . k , c’est-à-dire ky ~ K . Si ky ~ k ,

ky ~ K - {k} c D’après l’hypothése de minimalité, K - {k} n’est pas net à .

droite dans D ; il existe donc a tel que ax ~ K - k ~ pour tout x &#x26;D .

Or il existe JS. E D tel que donc d’où ax. y=ky 
en contradiction avec lc résultat précédent.

En particulier ) si K est à la fois un sous-demi-groupe de ’D et un complexe
net à droite minimale la condition précédente donne kK = ~k} ~ c’est-à-dire que
tout élément de K est permis à droite dans K.

Nous déduisons de ce théorème des propriétés auxquelles nous nous référerons

constamment ; nous supposerons désormais que K représente un complexe net à
droite minimal du d6mi-groupc D.

, /

PROPRIETE 1.1. - Pour tout élément k ~ K , la rela tion kx ~ K entraîne kx = k.

En effet, kx ~ K équivaut à x ~ K. k.

PROPRIETE 1.2. - Quel que soit il existe x C D tel que kx = k .

K étant net à droite, il existe x ~ D tel que De la propriété 1.1
résulte alors kx = ~~ a



, ,

PROPRIETE 1.3. - Quels que soient m ~ D et k &#x26;K , il existe x ~ D tel que

kmx = k .

K étant net à droite, il existe x 6D tel que (km)x De la propriété 1~1
résulte alors (km)x = k(mx) = k .

PROPRIÉTÉ 1.4. - Si k1 et k2 sont deux éléments de K , la relation

k. x. =k?x? entraîne k. =k? *
En effet~ d’après la propriété 1.3~ il existe t &#x26;D tel que k~ x. t = k~ ~
D’où k? x2 t = t) = k. t) ~K donc, d’après la

1.1~ ~o(~o ~~ ~ k. = k? 
Etant donné un élément k quelconque d’un demi-groupe D , l’ensemble S. des

éléments x de D vérifiant kx = k (éléD6nts-unité à droite de k) est un

sous-demi-groupe de D , éventuellement vide. Si k appartient à au moins un

complexe net à droite minimal de D , on peut affirmer, d’après la propriété 1.2,
que Sk n’est pas vide~

Notons que S. d’après sa définition est indépendant du complexe net à

droite minimal le contenant.

THÉORÈME 1.2.

1 ° Si k &#x26;K ~ complexe net à droite minimal de D ~ S. est net à droite

2° Si K est en outre un sous-demi-groupe, on a K 

3° K étant un complexe net à droite minimal et un sous-demi-groupe, pour qu’on
ait l’égalité S =K pour tout k e K ~ il faut et il suffit que K soit unitaire

à gauche .

(1°) Quel que soit a il existe~ d’après la propriété. 1.3~ un élément t de

D tel que kat = k , donc S. est net à droite.

(2°) Si K est un sous-demi-groupe de D , on a kK = {k} , quel que soit
donc 

(3°) La condition est évidemment suffisante. Elle est nécessaire, car si kx = k. ~
avec k , k1 ~ K , on a kx ~ K donc kx=k(=k.) et x K est

bien unitaire à gauche $

Le théorème suivant fournit une propriété essentielle des complexes nets à
droite minimaux d’un demi-groupe.



/ 
t

THEOREME 1.3. - K étant un complexe net à droite minimal de D ~ le complexe
K~ est net à droite quel quc soit m C4 D .

Km est net à droite ; car si il existe- x ~ï~-- vérifiant ,- ..d t où

Montrons qu’il est minimale qu’on -a, d’après le théorème 1.1:

= 

pour tout élément 
’

Soit y tel que k~y ~~- K~ ou kl ra pour un K .

D’après la propriété 1.4~ on a k. = k , d’où kny = km pour tout y .’ k~,

Soit l’ensemble des complexes nets à droite minimaux. Soit R = ~ K

la réunion de ces complexes. Nous énonçons, comme conséquence immédiate du théorè-
me 1.3 :

COROLLAIRE 1 e1... Dans un D contenant des complexes nets à droite

minimaux, la réunion R de ces complexes cât un idéal à droite de D.

REMARQUE 1.1. - Nous montrons plus loin qu’en fait, R est un idéal bilatère

de D .

REMARQUE 1.2. - Si un demi-groupe D est simple à droite (et même ou

bien R est vide, ou bien R = D .

Nous donnons à la fin du paragraphe 3 un exemple important de c6 dernier cas.

2. Etude de certaines correspondances entre complexes nets (d’un côté) minimaux

A. Nous considérons dans ce paragraphe deux complexes K et K’ de D i que
nous supposons d’abord seulement nets à droit6.

Quelque soit a il existe x ~ x’ 6D tels qU6 ax C K ; 

Nous définissons alors entre ces deux complexes plusieurs correspondances de

la manière suivant6 :

1 ° Une application f , on général multiforme [8], de K dans K’ , définie
sur K : l’image f(k) d’un élément k de K étant l’ensemble des éléments

k’ 1 de K’ tels qu’il existe vérifiant kx = k’ : 



2° L’application inverse de ~’ , définie seulement sur f(K) Ç K’ ; l’image
d’un élément k’ de K’ étant l’ensenble des éléments k de K tels

. 

qu’il existe x ~ D vérifiant kx = k’ ;

3° Une application en général multiforme, de K’ dans K , définie sur

J.’ ir.lagE d’un élément k’ de K’ étant l’ensemble des éléments k

de K tels qu’il existe x’ vérifiant k’x’ = k :

4° L’application inverse de ~ ~ définie seulement sur l’image

d’un élément k de K étant l’ensenble des éléments k’ de K’ tels

qu’il existe x’ ~D vérifiant k’ x’- =k :

B. Nous supposons maintenant que l’un des complexes K ou K’ est minimale

Nous ferons le raisonnement en supposant K’ net à droite minimale

Nous avons alors les propriétés suivantes :

PROPRIÉTÉ 2.1. - Pour tout élément k’ 1 de complexe net à droite minimal

de D : f~-(k’) = ~k~ .
Si k’1 ~ f 03C6(k’), il existe d’après la définition de f , x1 ~D vérifiant

k’1 = kx1 pour un k ~. 03C6 (k’) .

k ~ entraîne qu’il existe x’ ~ D avec k = k’x’ .

On a donc k~ = d’après la propriété 1.1~ k’ = 

COROLLAIRE 2.1. - . f(K) = K’ . Autrement dit, 1 ’ application f applique K

sur K’ ~

COROLLAIRE 2.2. - L’application f" est définie sur K’ .

COROLLAIRE 2.3. - Pour tout élément k’ de K’ : f~(k’) ~(k’)
Les corollaires 2.1 et 2.2 sont immédiats ~ pour 2.3~ on sait [8]~ que pour une

application quelconque f d’un ensemble E dans un ensemble on a, pour

toute partie A de E : f*~ f(A) ~A .



Donc: f~~ (k ’ ) * f~~ f ’q (k ~ ) i 1’ (1° ’ )
, ,

PROPRIETE 2 . 2 * - Les ii":;a r-°c s (k ’ ) j k ’ 1 e K ’ sont disjointes.

Autrement d.it : kj 1 kj ,, kj i, kj &#x26; K? entraîne 03C6(k’1) Q = / .

sinon, il existcrait k 6 Ii commun aux images de deux éléments distincts

k, 1 ’ y de Ki °

G est-à-dire, d’après les définitions, k = k( £ = ltj £ , ce. qui conduit d’après

la propriété 1 .3 à kj = kj en contradiction avec l’hypothèse kj 1 kj .

. 

COROLLAIRE 2 0 4 , - L’application q est semi-uniforme [ 8 ], c’est-à-dire

03C6(k’1) ~ 03C6 (k’2) ~ ~ entraîne 03C6(k’1) = 03C6 (k’2).
En effet, d’ après lc. propriété 2.2, 03C6 kj ) fl y kj ) : jll entraîne kj = kj .

PROPRIÉTÉ 2 .3 » - Pour tout k a Q>(K’ ) G K , 03C6-1 (k) est définie 6t uniforme.

En effet, la propriété ’y (x) ( ,J (y) *#. x = y caractérise visiblement, paroi

16s applications semi-uniformes, celles qui sont inverses d’applications uni-

formes.

C , Par dualité, nous énonçons les conclusions correspondant c-u cas où K est
net à droite minimal.

, , 
.

PROPRIETE 2 .1 ’ . - Pour tout élément k de K , complexe net à droite minimal

de D : Lf f (k ) = ( k ’) o .

COROLLAIRE 2 ,l ’ o - = K o Autrement dit, l’application lf applique K’

sur K .

COROLLAIRE 2 . 2 ’ . - L’application 03C6-1 est définie sur K .

COROLLAIRE 2.3 ’ o - Pour tout élément k de K : 03C6-1 (k) % f(k) . °

, ,

PRORPIETE 2 ,2 ’  - Les images = (k ) , k e K disjointes.

C OROLLAIRE 2 . 4 ’ . - L’application £ est semi-uniforme.

PROPRIÉTÉ 2 . 3 ’ o - Pour tout k 1 e £ (K ) É K ’ , f-1 (k ’ ) est définie ct uniforme.

D. Si nous supposons alors K ôt K’ à droite minimaux, la synthèse des

deux ensembles de propriétés précédemment démontrées conduit aux résultats suivants:



, 
, 

( ) ( ) 
-1 -1 " APROPRIÉTÉ 2.4. - f(K) =K’ ; = K; f 
-1 

et 03C6
-1 

sont définies 

tivement sur K’ et sur Ko

~ ’ ~1 -1
PROPRIETE 2.5. - f et y sont uniformes~

PROPRIÉTÉ 2.6. - = 03C6(k’); 03C6-1(k) = f(k) .

Cette dernière propriété résulte do ce que les premiers membres des relations

f" (k’) 2 ~(k~) et ~" (k) 5f(k) ne contiennent qu’un seul élément.

Autrement dit, f et 03C6 sont des applications biunivoques, inverses l’une de

l’autre.

Nous énoncerons :

THEOREME 2.1. - Entre deux complexes nets à droite minimaux K et K* 

déni-groupe D ~ on peut établir une correspondance biunivoque.
Cotte correspondance est définie par k’ = f(k) s’il existe x &#x26;D tel que

k’ = kx , ou par k = s’il existe x* ~ D tel que k = k’x’ .

Nous poserons ~ =f =C~, .
REMARQUE. - L’application CKK existe d’après le raisonnenent général, et c’est

l’identité d’après la propriété 1.2.

En particulier s

THÉORÈME 2.2. - Si les deux complexes nets à droite minimaux K et K’ sont

des sous-demi-groupes, CK’K est un isomorphisme.
On sait (théorème 1.1) que les éléments d’un sous-demi-groupe net à droite

minimal sont permis a droite dans ce sous-demi-groupe.

Si k. ~ k?6 K ont pour images dans K’ : k~ on Et =k. ~
k’1 k’2 = k’1 .

La propriété en résulte.

Il est souvent utile de pouvoir reconnaître si un élément k’ ~K’ est 

ge d’un élément k ~ K dans CK’K. Le théorème suivant fournit une réponse rapide.

THEOREME 2.3* -Si K et K’ sont des complexes nets à droite minimaux du

demi-groupe D , les relations k’ =kx et k=?k’x* pour k ~ K , k’ ~ K’ ,

x~ x’ :rD sont équivalentes.



En se reportant à la définition des applications f et en tenant compte
des égalités f = ~ p ~==f" on voit que :

k’ entraîne k’ = f(k) d’où k == = 03C6(k’) = k’x’ pour un x’ 

k = k’x’ entraîne k = 03C6(k’) d’où k’ = == f(k) = kx pour un x 6D .

REMARQUE. - Dans un homogroupe, les propriétés précédentes signifient qu’il
n’existe pas de complexes nets (d’un côté) nininaux contenant plus d’un éléments

On le démontre directement en notant dans un homogroupe, tout complexe
net (d’un côté) coupe le nodule, idéal bilatère de D (cr. le lemme 4.1). Autre-
ment dit, tout complexe net (d’un côté) contient un élément net, lequel est un

complexe net nininal de l’homogroupe.

Les applications f 6t 03C6 précédemment définies permettent aussi de démontrer
la théorème suivant :

, ,

THEOREME 2.4c - Dans un demi-groupe contenant des complexes nets à 

maux, tout complexe net à droite contient au moins un complexe net à droite minimal.

Soient K’ un complexe net à droite, et K un complexe net à droite minimal

arbitraire . Dans Inapplication f de Il dans K’ ~ les ensembles f (k) sont

disjoints (propr3.été 2.2’). Nous choisissons dans chaque image f(k) un représen-
tant, soit k~ c

On a k~ ef(k) donc k.?=kx. pour x. &#x26; D .

Nous définissons ainsi une application f~ (k) de K sur un sous-ensemble Ki
de K’ . Par définition, f~ est biunivoque. Montrons que K’ est net à droite

minimale Pour tout a &#x26; D ; il existe au moins un x  D tel que ax = k 

d’où = k~ K~ est Si = avec

k~ = f~(k~) et k~ = f~~) . k~ = k~ x~ k~ = k~ == k. 
donc k. == k? puisque K est minimal.

Finalement = d’où ki = la minimalité de Ki en résulte.
Bien entendu, un complexe net donné peut contenir plusieurs complexes nets minimaux :
il suffit pour le voir de prendre comme complexe net une réunion de complexes
nets minimaux. 

’



3. Exemples.

1° Considérons le fini D = (a , b , c , d , e) a b c d e

donné par sa table de multiplication [13]. a d

b b b b e e
Dans cE les complexes nets à droites minimaux b c b b b c E o c 0

sont : (a , b ) , (a , E ) g (b , d ) 3 (d , e) . Les complexes d d d d a a
e e e e b b

nets a gauche nininaux sont des éléments zéroïdes a gauche :

ce sont les complexes réduits aux éléments : (a) , (b) , (d) , (e) .

2° Les demi-groupes complètement simples ont été étudiés par de nombreux

auteurs : REES [10] , CLIFFORD [2] , CROISOT [5] o Nous verrons par la suite qu’ils

jouent un rôle très inportant dans notre théorie des déni-groupes admettant à la

fois des complexes nets à droite minimaux et des complexes nets à gauche nininaux.

une renarque faite dans l’introduction, nous pouvons nous limiter ici au

cas "sans zéro"c

On sait alors qu’un déni-groupe conplètenent sinple peut être représenté de la

façon suivante : G étant un groupe, J et K deux ensenbles d’indices et

(j , k) ~ p , une application les éléments de D sont les

triples (a ; j , k) avec a ~ G , j ~ J , k ~ K ; la loi de composition
étant donnée par ~

Rappelons qu6 D est réunion de groupes isomorphes (disjoints) 

On vérifie aisément que les complexes nets à droite nininaux, par exemple, sont

les ensembles {(a ; j , k)} où j décrit J 3 les éléments a 6 G et

k ~ K associés à chaque j étant arbitrairement choisiso La puissance commune

de ces ensenbles est celle de Notons que la réunion de ces complexes est

égale au déni-groupe tout entier, On caractérise de même les complexes nets à

gauche minimaux, dont la puissance est celle de K et la réunion égale à D o

3 ° Les demi-groupes de Baer et. sont des déni-groupes admettant

la division à gauche tels qu’rucun élément n’admette d’élément-unité à droite.

Chaque élément est net à gauche, complexe net à gauche minimal ;
et il n’y a pas de complexes nets à droite minimaux, puisque la propriété 1.2
entraîne l’existenc6 d’éléments-unité à droite pour les éléments de ces complexes.

4° Dans un demi-groupe libre, dont les éléments sont les "mots" formés à partir
d’un ensemble fini ou non , aucun élément n’ admet d’élément-unité à ou

à gauche. Les demi-groupes libres ne contiennent donc ni complexes nets à droit6

minimaux, ni complexes nets à gauche minimaux.



4. Etude de la réunion des complexes nets à droite minimaux d.’un 

Nous savons déjà que R , réunion des complexes nets à droite minimaux, supposée
non vide, d’un demi-groupe D , est un idéal à droite dans D (Corollaire 1.1).

, s 

’

THEOREME 4.1. - Quel que soit K , complexe net à droite minimal de D , on a

R=KD . 
.

1~ KD CR est puisque tout coi.iplexe m ~ D , est net à droite

minimal.

2° R Soit k~ un élément quelconque de R ; k’ appartient à au moins

un complexe net à droite minimal K~ différent ou non de K c Dans C~ (et le

cas échéant dans C") ? on a k’ = f(k) = kx , x &#x26;D qui dénontre l’inclusiono

COROLLAIRE 4.1. - K et K’ étant deux complexes nets à droite nininaux quelcon-

ques de D , on a :

. KD==K’D (= R)

COROLLAIRE 4.2. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un élément a

de D appartienne à au moins un complexe net à droite minimal est que, pour un

k ?K net à droite mininal quelconque, on ait : 

COROLLAIRE 4.3 0 - L’idéal à droite engendré dans D par un élément quelconque

k de R est contenu dans R et est égal à kD .

Soit k L’idéal à droite engendré par k est Rk = k UkD [7] .

On a k e R par hypothèse et kD  R d’après la relation R = KD . D’où

Rk  R .
Comme il existe (propriété 1.2) x =:D vérifiant k = kx , on a finalement

Rk =kD.

Il se trouve d’ailleurs que cette réunion des complexes nets à droite minimaux

de D a d’autres liens remarquables avec les idéaux à droite de D.

/ ,

THEOREME 4.2. - L t idéal à droite engendré par tout élément k de R est mini-

mal.

Nous ferons ici une adaptation de la démonstration de S. SCHWARZ [il] pour le

théorème 1.3 de son mémoire. Soit k ~ K R . Considérons l’idéal à droite engen-

dré par k dans D



Si Rk n’est pas minimal, il contient un idéal à droite propre V : V 

Soit k’ L’idéal à droitc R, engendré par k’ dans D vérifie :

R~~=V ~-~ . Nous avons donc nécessairement k’ ~ k 0 Puisque k’ ~R == kD ,
on a k’ t = kx pour un x ~. D Q

Si K’ désigne un complexe net à droite nininal contenant k’ , les propriétés
de la correspondance C K (théorème 2.3) pernettant alors d’écrire k = k’x’

pour un D ~ donc k’ D = 

R. étant par définition le plus petit idéal à droite contennnt k ~ la rela-

tion précédente entraîne R~ en contradiction , ~V ~ . L’idéal
à droite Rx 6St donc minimal.

COROLLAIRE 4 .40 - R est réunion d’idéaux à droite nininaux de D o

COROLLAIRE 4.5. - Si un demi-groupe contient des complexes nets à droite mini-

maux, il contient des idéaux à droite minimaux.

Avant de démontrer la réciproque de cette dernière proposition, nous établirons :

4.1e - La condition nécessaire et suffisante pour qu’un complexe d’un demi-

groupe D soit net à droite est qu’il coupe tout idéal à droite de ce déni-

groupe.

La condition est nécessairec - Soient K net à droite et I idéal à droite de

D . Si il ex stc x E. D tel que ix ~ K ; or ix e I .

La condition est suffisante. - Si un complexe K coupe tout idéal à droite de

D , il est net à droite. Car si a e. D, signifie qu’il existe 

tel que 

Nous pouvons alors énoncer :

/ ,

THEOREME 4.3. - Si un demi-groupe D contient des idéaux à droite minimaux, il

contient des complexes nets à droite minimaux.

Nous désignerons par N = 
fi 

Io, la réunion des idéaux à droite nininaux de

D , indexés par l’ensemble A o

Notons d’ abord, d’après CLIFFORD [3] que tout idéal à droite de D contient au

moins un idéal à droite nininal.



Tout complexe obtenu 6n choisissant dans chaque idéal I03B1 un élément i03B1
et un seul, est net à droite, car il coupe, d’après la renarque précédente, tous

les idéaux à droite de D . Et il est minimale puisque la condition du lemme 4.1

est nécessaire.

THÉORÈME 404. - Dans un demi-groupe, l’existence des complexes nets à droite

minimaux est équivalente à celle des idéaux à droite minimaux.

Ce théorème résulte immédiatement du corollaire 4o5 et du théorème 4.3.

THÉORÈME 4.5. - La réunion R des complexes nets à droite minimaux d’un demi-’

groupe D est égale à la réunion N des idéaux à droite minimaux de D : c’6st

bilatère minimum dE D a

En effet: d’après le lemme 4.1~ le procédé du théorème 4.3 fournit tous les co~~

plexes nets à droite minimaux de D . La propriété R = N résulte alors immédia-

tement du procédé de formation de ces complexes.-.

On sait en outre [3] que la réunion des idéaux à droite minimaux d’un demi-groupe
est l’idéal bilatère minimum de ce demi-groupe (appelé no au par certains auteurs).

REMARQUE 4.1. - En fait, R est la somme des idéaux à droite minimaux de D ,

q ui sont alors tous de la forme 1 = kD ~ k étant un élément quelconque d’un

complexe net à droite minimal K arbitrairement choisie

Si l est un idéal à droite minimal quelconque de D ~ nous savons que 1 coups

K . Soit k ~. l n K ~ L’idéal à droite kD est contenu dans l puisque k ~ I .

D’où kD = T ~ Les idéaux kD K) sont disjoints ; car une relation dE la

forme kx = k 1 x1 avec k , k1 ~ K , k ~ k1 , x , x1 ~ D est impossible

d’après la propriété 1.4.

Nous pourrons écrire désormais : R = 03A3 kD .
k gK

REMARQUE 4.2. - Nous pouvons déduire directement de ce résultat que R est idéal

bilatère de D c Il suffit de prouver que c’est un idéal à gauche.

Soit kx f. kD ~ R ; c étant un élément quelconque d6 D ~ ckl ~. ckD qui

est encore [ 3 ] un idéal à droitG minimal de D . D’après la remarque précédente, on

a ckD ~.R et on peut même affirmer qu’il existe k* tel que ckD = k* D .

. REMARQUE 4 a3 a °- La démonstration du théorème 4.3 fournit également une autre

démonstration de l’équipotence des complexes nets à droite minimaux de D .



En effet, il résulte immédiatement de leur formation à partir des idéaux à droite

nininaux que ces conplcxcs ont même puissance : celle de l’ensemble de ces idéaux.

La notion de demi-groupe invcrsif (à droite ou à gauche) introduite par R. CROISOT

~ ~ ~ permet de donner une propriété intéressante de R .

Rappelons qu’un demi-groupe inversif à droite est un demi-groupe vérifiant la
condition ~C ~ .~ pour tout il existe u ~, D tel que l’on ait x = Î u.

, ~

THEOREME 4.6. - Si un déni-groupe D contient des complexes nets à droite mini-

maux, la réunion R de ces complexes Est un sous-demi-groupe inversif à droitE

dE D e

R est un idéal de D s donc un sous-demi-groupe. Montrons que, pour tout R ,
il existe u ~ R tel que k = k 2 u e Soit k ER; k appartient à au moins un

complexe net à droite riiniral K. 0n sait que pour tout m ~ D , il existe x ~ D

tel que knx = k (propriété ~ 3 ~ a Prenons d ; l’égalité précédente s’écrit
= k ou encore k = k 2 (kx) avec kx ~.R u La condition ~C ) est vérifiée

pour R.

Dans [ 5 ] R. CROISOT démontre qu’un déni-groupe inversif à droite est réunion de

déni-groupes sinplcs o Or tout demi-groupe simple dans R l’est dans D , car
tout idéal dans D est idéal d~ns R o D’où :

COROLLAIRE 4 c6 0 - Si un demi-groupe D conti Ent des complexes nEt,s à droite

minimaux, la réunion R dE ces complexes Est réunion de sous-demi-groupes simples

dE D .

Nous énoncerons maintenant les principaux résultats concernant les demi-groupes
admettant des complexes nets à gauche nininaux

5 . Cas des demi-groupes admetbant dcs complexes nets à gaucho minimaux.

THÉORÈME 5 .14 - L’existence des complexes nets à gauche nininaux dans un demi-

group6 D est équivalente à celle des idéaux à gauche minimaux.

Si L est la réunion des complexes nets à gauche nininaux, et N celles des

idéaux à gauche minimaux, on a L = idéal bilatère minimum de D .

L est un sous-demi-groupe inversif à gauche réunion de sous-demi-groupes

simples de D .



6. Cas des demi-groupes admettant à la fois des complexes nets à droite minimaux

et des complexes nets à gauche nininauxo

Rappelons que nous avons 6n vue, dans cet exposa principalenent le cas des déni-

groupes sans zéro.. Les résultats obtenus, appliques au cas "avec zéro" sont sans

grand intérêt. Une étude dé ce cas sera présentée ultéricurcnento

On sait [3] que, s’il existe à la fois des idéaux à droite nininaux 6t des idéaux

à gauche minimaux~ la réunion des idéaux à droite nininaux est égale 
à celle des

idéaux à gauche minimaux ; l’ ensemble commun est l’ idéal bilatère minimum du

De plus. cet idéal est un déni-groupe complètement simple [10] réunion

de groupes dis j oints isomorphes.

En tenant compte des résultats précédents, nous obtenons :

THÉORÈME 6.1. - Dans un déni-groupe admettant à la fois des complexes nets à

droite nininaux, dont la réunion est R, et des complexes nets à gauche nini-

naux, dont la réunion est L , on a :

R =L

L’ensemble commun N (N = R = L) est l’idéal bilatère minimum du demi-groupe,

sous-demi-groupe complètement simple de D ot réunion dE groupes disjoints,, iso--

morphes.

Autrement dit, le demi-groupe contient un déni-groupe complètement simple, réu-

nion de groupes isomorphes, comme idéal (bilatère minimum).

REMARQUE 6.1. - On peut démontrer directement l’égalité R = L o

Tout idéal à gauche étant un complexe net à droite, L par exemple contient un

complexe net à droite minimal K . De K  L , on déduit KD = R  LD L .

L’inclusion L ÇgR se démontre de la même façon.

REMARQUE 6 .~ r ~ On peut rattacher les résultats précédents à ceux de 0. STEINFELD

( I2 ~ a obtenus en utilisant la notion de quasi-idéal (intersection d’un idéal
à droit6 et d’un idéal à gauche). L’existence simultanée de complexes nets à

droite minimaux et de conplcxes nets à gauche nininaux équivaut à celle de quasi-

idéaux nininaux o

REMARQUE 6.3. - On retrouve également une partie du théorème 6.1 en notant [5]

qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’un demi-groupe N soit réunion



de groupes est qu’il soit inversif à droite et à gauche.

REMARQUE 6.4. - Dans l’exemple (1), on a Les groupes

sont (a , d) et (b , e) . Dans l’exemple (2), on a R = L = D (D est lui-

même un demi-groupe complètement simple.

REMARQUE 6.5. - Le théorème 6 a1 s’ applique à tout demi-groupe fini : car l’ 

tence des complexes nets (d’un côté) nininaux, ou, ce qui revient au même, des
idéaux (d’un côté) minimaux, est alors assurée.

7. Demi-groupes contenant un idéal bilatère complètement simple.

Nous étudions dans ce paragraphe une réciproque du théorème 6.1.

LEMME 7.1. -Si N e st un idéal bilatère d’ un demi-groupe D , les complexes
nets (d’un côté) minimaux do D sont ceux du sous-demi-groupe N.

En effet, tout complexe nct (d’un côté) de D coupe N , idéal bilatère de D .

Montrons quc l’intersection est nette (du mène côté) dans D . Soit par exemple
K net à droite dans D , Si a il existe x ~D tel que atx 

avec atx ~ N , c’ atx ~ K ~ N a

Autrement dit, tout complexe net à droite minimal dans D est nécessairement

contenu dans ..

En outre, tout complexe net (d’un côté) dans N est net (du même côté) dans D.

Si KN N est net à droite dans 1~1 et si a t ~. N ~ on a at ~ N et

il existe x E.. N c.. D tel que atx ~.. Ceci tErr~inE la dénonstration du

lemme.

THÉORÈME 7.1. - Si un demi-groupe D contiont un idéal bilatère complètement
sinplc 1V 9 il admet des complexes nets à droite minimaux et des complexes nets
à gauche minimaux. N est idéal bilatère minimum de D , et réunion des complexes
nets à droite minimaux (des complexes nets à gauche minimaux).

La dénonstration de ce théorème est immédiate en appliquant le lemme 7.1 et

les résultats obtenus dans l’étude des complexes nets (d’un côté ) minimaux d’un

demi-groupe complètement simple.

8. Cas des homogroupes.
Un homogroupe est un demi-groupe dans lequel les complexes nets à droite minimaux

et les complexes nets à gauche minimaux ne possèdent qu’un éléments



Nous voyons d’abord en appliquant les théorèmes précédents que tout élément net

à droite, par exemple, est net à gauche.

Notons bien qu’il existe [4] des demi-groupes possédant seulement des éléments

nets d’un côté. Pour quc la propriété précédente soit vrnie, il est nécessaire et

suffisant qu’il existe au moins un élément net à droite et un élément net à gau-
chE .

Montrons que la réunion des éléments nets forme un groupe.

Nous savons déjà que c’est une réunion de groupes. Supposons qu’il existe deux

idempotents nets bilatères 6 et e’ . Ces éléments, étant des complexes nets

minimaux, peuvent être mis en correspondance comme dans le cas générale et cela

de deux manières différentes, puisqu’ils sont minimaux comme complexes nets à

gauche et comme complexes nets à droite. On a, par exemple e’ = ex , e = ye’ .

D’où :

t = 66’ 

t = ee’ t = yE’ .E’ = ye’ t = e et 6 = e’ .

On pourrait également étudier c6 cas particulier on utilisant les décompositions

de R (ou L) en idéaux à droite minimaux (ou idéaux à gauche minimaux). La

résultat est encore presqu’immédiat.

Les demi-groupes avec zéro sont des honogroupes dont 16 nodule est

réduit à cc zéro. 
’

Nous noterons encore que la proposition "Tout demi-groupe abélien fini est un

homo groupe" démontrée par G. THIERRIN [15] peut être étendue.

THÉORÈME 8.1. - Si un demi-groupe abélien contiEnt un idéa,l minimal (ou un

complexe net minimal). c ’est un homogroupe.

Dans un demi-groupe les idéaux d’un côté sont bilatèr6s. Les complexes
nets (sans istinction de côté ) sont formés en prenant un élément dans chaque
idéal bilatère minimal ; un tel idéal étant unique, les complexes nets ne possè-
dent qu’un élément. L6 demi-groupe est un homogroupe.
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