MICHEL ZISMAN
Cohomologie des variétés analytiques complexes

Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres, tome 11, 1n°2 (1957-1958), exp. n° 21,
p. 1-19

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1957-1958 _11_2_A7_0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1957-1958, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1957-1958__11_2_A7_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Faculté des Sciences de Paris 21 =01

—SemSa e

Séminaire P, DUBREIL
Me=L, \DUBREIL—JACOTIN et C. PISOT
(ALGEBRE et THEORIE DES NOMBRES)
Annde 1957/58

- S S
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COHOMOLOGIE DES VaRTETES ANALYTIQUES COMPLEXES
par Michel ZISMAN

1. Quelgues rappelse

Soit V une variété analytique complexe de dimension complexe n [ 8] (toutes

les variétés seront supposées dénombrables & 1'infini).

Soit U =-{U } . un recouvrement de V par des ouverts U, homéomorphes
ma L1)iel 1

4 une boule ouverte de ¢ (C = ensemble des complexes).
On désigne par ¢

fij : Ui N Uj —~»GL(n , C)

la matrice jacobienne définie par le passage des coordonnées de Ui a celles de

U¢
J

AFT u, N Uj — GL(2n , R)
A B

la matrice réelle ( ) (ot fij =A+iB, A, B ¢GL(n, R)).

-B A |
 L'ensemble (fij )i jel est un cocycle (cf [8]) qui définit un fibré analytique
R ‘
complexe noté % , & fibre ¢ .
[ X . ’ . 03 . Id 0 I
| Ltensemble (\?ij )i’ jeI est un cocyc;e qui définit un flbre analytique réel
noté R@ 3 fibre ReD le fibré tangent réelde V .

Eafin soit RQZC le fibré & fibre 02n défini & partir de Rq; par le plonge=

ment GL(2n , R) = GL(2n , C) .
On a alors les identifications canonigues
2% ® BO®T
(;6,) = T@T

(g@c)*(r) ¥ 2 PeT
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(G = fibré défini par le cocycle -fij complexe conjugué de fij 3 T dual
e G , 2 est la somme de Whitney)-

Une r-forme différentielle différentiable (appelée r-forme dens la suite pour
simplifier) de (R‘éc)*(r) qui provient d'un élément de ™ T est dite de
type (psa)

La différentielle extérieure 4 : (R‘éc)*(r) —_ (R‘gc)*(r+l) se sépare en
deux, compte tenu de 1'identification précédente : on pose

d= d* +ad"
ot d' et d" ont ll'effet suivant sur les formes du type (p , q) ¢
at s (py,a) =>b@+1,q

" s (p, q) >, q.+1) .

on a alors dtd! = dnd" = d!'d" + a"d' = 0 pour des raisons de types -puieque
dd = O .

2. Métrique hermitique (cf (4Jet [5]).

a. Soient Vp une variété réelle, de dimension p,F 1'ensemble des matrices
(n, n) définiespositives symétriques, F 1'cnsenble des matrices (n, n) sy=-
métriques. On montre sans peine que F est homéomorphe 3 une boule ouverte de F,

(car F ost convexe ct ouvert dans Fl) F ost done contractlle. Appliquons alors
le théoreme (5.3) dc [81

PROPOSITION 1. — Tout fibré sur V ‘& fibrc F a une section globals C?o .

En particulier, le sous-fibré de ‘G & f(‘f formé par les tenseurs covariants
deflnls positifs symétriques a une sectlon globale. Dgns un systéme de coordonndes
,(x y soe s xP) cette scction s'exprime & l'aide d'une matrico (guv)

(W, v=1,2; eeey P), et la forme quadratique
as® =log  ax ax

est ce qu'on appelle une métrique riemanniennc.

Si X et Y sont deux vecteurs tangents en un poiﬁt x on peut alors définir
. <o .

leur produit scalaire $ <X ,¥> =% g (x) 2y , (Xu , ) ,

(u,v=1,42, eeey p) étant les cooz?gonnées. de X, Y sur la base duale

de la base (dx") de R"G*)
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be Soit maintenant V wune variété analytique complexe de dimension complexs n s
et V,, 1la variété analytique réclle qutellc définit canoniquement. Soit
A=1,2, ese gy, ct posons 7z =z2%* o) {z%) est un systéme de coor
données analytiques complexesdc V o On pout prendre (zX , zD"f) comme systéme
de coordonnéesdc V2n « Une métrique riemanniennc sur V2n s'exprime alors
par une matrice g telle que ¢

go\fé- =g/5a 4 go( 3*: 2% ’ g@(* e« -8 ¢ & (g symétrique)

g =3 2e11e
W B % g«x*ﬂ (g réells) .

Soit X un vectour tangent réel (i.ce X € RG) . Sur la base duale ds

* . . T

(dz” , dz™") , scs coordonnées sont X*, 3 =XX., On pose J X = le vecteur de
% ' .

coordonnées 1 X¥* , =1 X% , Clest un vecteur résl. [J est un opérateur

R‘(o — G tel que J 2 = - Identité.

DEFINITIONs = On dit quc la métrique riemannienns g de VZn définit une métrique

hermitique de V, si g cst compatible avec ] , c'est-a~dire si

KX ,¥>=<TX,TT>  pour tous X, Y& T

PROPOSITION 2, = I1 cxiste toujours une métrique hermitigue sur une variété ana-
lytique complexe [4 e

On part d'unc métrique riemanniennc quclconque g , ot on montre qu'on peut
la transformer de fagon 3 la rendrec compatible avec J o Un calcul simple montre
alors que¢ si g est hermitique

si bien qu¢ finalement

dszzzz:g *dz"“ az P *
) X p
On pose '
: *
w:i_zg . 27 A az P
xp

DEFINITION. - Une variété analytique complexe est dite kdhlérienne,s'il existe

une métrique hermitique sur V tellc que la forme «o associée soit un cocycle,
lace d=0 o
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Lc théoréme de dc Rham permet alors d'associcr & <o unc classe de cohomologie de

(v, R) .
Notons que dans tous 1les cas e cst de type (1y1).

c. l'opératcur * (cf [4]et [5])e = On pout, par un changement de repére dc.ns
% et

R‘fo'* donner & ds et w les formes simplifides
* X
ds® =2 o™ X (@ =%
A *
w=ie"a

R

0% ntétant plus la différentielle d'une fonction, mais une forme de Pfaff non

ferméc on général.:

On définit alors sur les formes de type (p ’ q) un opérateur linéaire @

parvz ! A % ' '

13

X (53 17 ﬁ x
£0'A e n8P @O A LB ) =ttt A.../\eﬂn'qcael

A eee ABEP
ou
Xy ees O(i ces ‘x'n-p ¢st. une permutation de 1 ., L eee n
ﬁl /"i’q' By eve B est unc permutation dc 1 , 2 ese n
lc signe I Stant égél ad e |
(= 0® (= P (- )P )T
ou I(x) (rosp. Ifp)) disigne la parité dc la permutation des o (resp des £) o

On montrc sans peine que # % =(- l)p q Identité, ce qui montre bjen qus %
est un isomorphisme, car il a un inverse. On pose alors :

6 ==%d% S sa+adad =4
g:-*d’;& s'd:.,.dtg':ﬂ
S'= w xan % stan 4+ gy = A,

1le noyau de 0 est par définition l'ensemble des formes harrmoniquese

de produit scalaire sur les formes (on suppose dans ce paragraphe que V est

comp_acte). - Solent X, A& T(p) &)T(q) on pose

< s B> "S x A%
v
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| ('/3'5 T(p)@b'r(q’) , x F e 7(n-p) &)'T'(n'Q) done g Nt BT @T iuc.

XKAx B € 55»,1-(2:1)) (pour 1'intégration des formes difiérentielles voir [4] et

R C
(50,

On montre sans peine que

<X s fpr =L

si bien quc lon.a affaire & un vral produit scalaire.

X

Enfin on montre que <X, gﬁ) = <dn 4, A> , ot de méme pour 4! , g, A", o
(voir la démonstration plus loin dans un cas un peu plus général).

4
3. IEFINITION IES ESPACES HP(V , w) ET EP»Y(v , u).
. ) AN

Soit W un espace fibré & fibres vectoriellcs, analytique complexe sur la
veriété V (dc dimension complexe n)e. W désignera le faisceau des germes de
sections holomorphes de W . (D'une fagorllw générale lo signe .. placé sous un
fibré désignera le falsceau des germes de sections holomorphes, ou €% suivant
les cas, de ce fibré). En particulier, si W est le fibré trivial de fibre C ,
W est.le faisceau des germes de fonctions holomorphes, désigné dans 1'exposé
| l;;'écédent par C,, « On sc propose d'étudier les groupes HP(V ,LIA) .

on poss HPPA(V , W) = B3V , u@1P)),

En particulicr H*3(V , W) = (v s W)e
v _ ~

La d"-cohomologic. - Soit AP*? 1c fibré des formes de typs (p , q) » a*

induit un homomorphisme d'cspacesfibrés, et par suite des faisceaux des germes de

sections C%® associds :
an AP»a _QAP’Q’*’]-
AA AAA
Le noyau de 4" APs0 -->Ap’l est (p) ’ lc faisceau des germes do- p-formes
AN AA A
holomorphese On a donc la suite exacte @

(p) g 4ps0 @M ,p,l

AAA ANA ANA

O =~

GROTHENDIECK [ 6] a montré que plus généralement

(1) 0 1(P) & yPo0 & yRpt AL uPa

65t une suite exacte (voir aussi [1])e.
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Or chacun des Ap sd est fin. (1) est donc une résolution fine de T(p )
ANA

(rappelons que Ap,q (P)! T(Q))

Plus généralement soit Ap’q(W) =W ® T(p ) @T(Q) . Si on désigne le fibré tri-
vial de fibre C par C , APrd(c) = 4P2%

IEFINITION, - Unc scction dc AP?3(W) i.e. une section C* do API() est

appelée une forme de type (p , q) 2 valours dans W .

MM - 1 S Paq WY &
IEMME 1, d" operc sur ;ilh 1)

En effet soit r 1la dimension des fibres de W . La rcstriction de W & un ouvert
U, soit Wy , ent homéomorphe & U x ¢’ . Dans U , une forme de type (p, q)

3 valeurs dans W s'exprime donc par un systéme de r formes de type (p, a) e

A

Appliquons l'opérateur d" & chacune de ecs formes. On obtient ainsi un systéme de
r formes de type (p , g +1) o Ce systéme cst indépendant de la rcprésentation

de WU comme produit. En effect, W. étant un fibré analytique complexe, si U' est
un autre ouvert tel quc Wy, =~ U' x c* , au~dessus de U NU!' , les formules du
changement de cartes font intervenir des applications UM U' — GL(r , C)
holomorphese Or la suite exacte (1) montre cn particulier que d" s'annule sur

les fonctions holomorphese.
A CeQeFaDe

d" induit donc bien une application notée encore d" s AP?3(W) — sPsa* gy
AAA AN

Ia suite

() o —! @ P) & Progr) & L., i) S L,
est exacte commc on lc voit facilement et chuque Ap’q(W) est fine (R) est donc une
résolution finc de W T(p)). Appliquons alorg le theoreme (6,2) de 1'exposé 8,
ALAPNANPNNN
[10] :
r(F) désignant lc groupc des sections au-dessus de V du faisceau F , le

complexe gradué

F(/{}f’o W)) g!:) r(/éf,l(W)) -(-1-'; se e _(2; r(\ﬁp’q(W)) ~—Y o0 0

i (p)

P

a pour cohomologie, la cohomologiec de V & coefficient dans le faisceau WRT
. ANAAMANAAN

r &P w)) &tant 1'ensemblc des formes de type (p , q) & valeurs dans W ,

définies sur tout V , on a démontré :

THEOREME 1, - HO?4(V ,l}i\) s'identifie au g-idme groupe de cohomologic des

formes & valeurs dans W , définies sur V , ayant p pour premisr type, l'opérateur
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différenticl sur ces formes étant d" .

COROLLATRE, - HP*3(V, W) =0, sl p ou g>n.

En offet les formes de type (p , q) e p ou g est >n sont identiquement
nulles.

4, Le cas ou V est compacte-Dualité.

a. Dans toute la suite, V est supposée compacte. Les notations sont celles du

paragraphe 3.

Soit W' 1o duel de W . Si (fi;]) est un cocycle pour W , (tf;.:l.) est un cocycle
pour w* . Si on considére W (qui est un fibré analytique complexe% comne
étant seulement C& , on peut réduire son groupe structural de GL(r , G) &
U(r) . dutrement dit, il existe des applications C°° : h, : U; —GL(r, C)

telles que

-1
: n .
By fy5 by U N, — U(r)
On pose
g, = By by 1 U —CL(r, ©) .
au-dessus de Ui s tout e Wy peut s'éerire & = (u ; 8) , u co:Ui , toe ¢t .

i
Posons alors

Y(x) =P, t) =@, gkt

Un calcul immédiat montre alors que dans un changement de carte, 1'élément

¥ (x) se comporte comme un élément de W, ¥ est donc une application

c®: W — ¥ , On voit de plus que cPest un anti-isomorphisme.(C'est-~a-dire que

*

pour tout x € V , 1l'application induite sur les fibres T < Wx -aw; est
une application additive biunivoque telle que "?x(’hX) = 3\"¥X(X) » NEC,
XelW.) .
x .
be Soit x € FEPW) , pe rEEEN) .
On définit sans difficulté le produit extéricuraoApe (P T9%(6)) qui,

lorsque W = C se réduit au produit ‘axtérieur ordinaire.

4

On a

3) d"(o( A g)=da" L A B+ (...1)p+q X A A" g
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(4) X /\/3 = (= 1)(P*Q)(r+3) BAK
S8 r=n-p, s=n-0q, AApG r(An’n(C)) = I‘(A{;n’n) . On peut donc
intdgwor dans ce cas aNA sur V : on pose ~
i, p)= 5 AN P
IEME 2, - i(x , /& ) ne dépend que des Xlasses de ~ et /3 dans la d"=-cnho-
mologic.

En effet, soit x =dvy , d"g =0

w5 B) =% mﬁ={ a"( YN E) =S d(yAg =0
v \

v
La deuxiéme dgnlité résulte de (3), la troisiéme est vraie pour des raisons de
type, la quatridne résulte de la formule de Stoke. i passe donc 34 la cohomologie

et,compte tenu du théoréme 1,définit une application bilinéaire & valeurs dans C .

12 BV, W) W BPRTIR) =

Nous montreroms & la fin de cot exposé que 1 est une dualité i

c. Considérons Ies éé&x"anti—isomorphismes
et U® 2(p) @T‘(q) >t ® p{n-p) @T(n—q)

8wt g1 o) Ly grleT) gTles)

définis par
el x) s VW) ®E) ven, xcm® T

S ea)=Tru) e (xx) ve w*, oaéT(r) @"f(s)

chmme % * = (- 1)p+q id , on a aussi 3= (- l)p+Cl identité .
Les opérateurs +t et ;;(,: induisent des opérateurs
s 1 AP () — APPIRTA(yY)
AAA AAA
Ste ATS W) — AP ()
AAA AAA .
~F
On pose $"= = 4 a" 3 (cot opérateur généralise au cas d'un fibré W ,1l'opé=
rateur $" défini dans le paragraphe 2 pour W =C).
Enfm, pour X , fe \‘(Ap’q(‘l)) on posec

L, By =1 mm—g x A ¥ f
v
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LEMME 3. - < %"/5) =<dx , B>
 En offet 3
< ’gﬂﬁ)hj anw & ankes (- DPE 3 AAQt ¥ o
v v

A" &, Ay = <K, §'p> =g A" KA # F o+ (~1)P*3 A an % P =SV d"(o(/\#/a)-;X A AeA)=0
v ' v
CleFoD-

On pose A" = §'ar + ans” , le noyau de A’ étant 1'ensemble des formes harmoniques

a4 voleur dans W .

Le lemme 3 montre alors que l'ensemble des formes harmoniques est celul des
formss « telles que A" X = SK =0 .

- Enfin pour toute forme X , g xpoax> =0 =HF A =0. «,> cst donc un
vrail produit scalairc.

Une généralisation du théoréme de Hodge~de Rham [ 5] fournit le
THROREME 2. -  (iP2A@u) = an(r(eP a7 @w))) @ o"(r@aP 2" w))) @ sPr (W)
AAA AANA AAA
(o @ désignec la sommc dir’e_cté et Bp’q(w) l'ensenblc des formes harmoniques de
type (p , q) & valeurs dans W),

Ce qui précéde montre alors que lecs tiois ensembles du second membre sont deux
4 deux orthogonaux pour le produit scaleire <, > . Le théoréme Q,joint au
" théoréms 1, donne nlors

PROPOSITION 3. - HP*Y(v , w) =8P %) :

Du fait que 4 est un opérateur différentiel elliptique du second ordre ot que
V est compact, KODATRA [37] déduit que les BPsA(W) sont des espaces vectoricls

de dimension finic sur C .,

Comme d'unc part on a les mémes résultats pour le faisccau AP ’q(W*) et que
. AAA
d'autre part 4+ est un anti-isomorphisme

~p,yn *
3 Bp’q_(w) — BT,
"la proposition 3 montre que

v , w) oy Py vty ,

" en particulier
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BV , U) ;mwEYPY , uY) = UV, K@ u¥)
AMA AAAAMAANN
ol K = T(n) est un fibré linéaire.

En résumé :
4 N

THEOREME 3.+ - Sur unc variété compacte V do dincnsion complexe n , les

Hp’q(v , W) sontnuls pour p, q »n ;3 cc sont des espaces vectoricls dc dimension
finic sur le corps des complexes, et 1 @ (v, W) x g Py | W) — ¢
cst une dualité.

5. La_caractéristique \ e

a« V é&tant coupacts, d'aprés le théoréme 3, il n'y a qu'un nombre fini de
B A(v , 1) non nuls, et chacun d'eux est un cspace vectoriel de¢ dimension finie,

On poso alors :
W v, W) = ain B3V , u)
wWYv) = ain B, ©)

n
FR, 0 = S 0TE ), go, W) = (T, W)
n

)

xp(v s W)  (respe )((V s W) resp. XP(V) TESP. )\(V)) n'est autre que la
caractéristique d'Euler-Poincaré de V dans la cohormologie & valeur dans le

i

WP = & =03 (oW

faisceau W®T(p) (rcsp W, resp T ), resp G, )
ANARNAANNANN AAA AAA

Enfin on considére les polyndmes
_ n

%y(v , W) = I-)E::O )gp(v y W) Yp

N == Pm P

on a évidemment
X () = §,0)

7/
DEFINITION, - On donne au polynfme xy(V‘ s W) 1le nom de y\y—caractéristique
du fibré W, 3 ﬁ(V) le nom de genrc arithmétique de V .

be Cas ou V cst kdhlériennc.

Dc dew =0 , on tire ((4]) que A = N/2 sur los formes différentislles a

valeur dans C « Lcs formes harmoniques pour &' 1le sont aussi pour & » donc
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A" commite au passage & 1'inogineire conjugud. Si x & Bp’q(C) 'application
® — X st done un anti~-isociorphisme Bp’q(C) 5 8PP(0)  come
Hp’q(V c) » B2*YC) on a donc ¢

hP:CI(V) - hq’p(V)
En particulier 12 9(v) = n®°(v)
Mais
hQ, (V) = din HO(V (Cl)) = g
ou gq désigne le nombre des g-formes définies sur tout V , holonorphes et
lindaire ient indépendantes.

Dans le cas kHhlérien on a donc
n

) < q
PROPOSITION 4. = )g(v) 4—- (- 1) gy *

Le théoréme de Hodge-de Rham classique montre d'autre part ques
_ ~ 2 pPsa
PROPOSITION 5.. H(V, C) = /o B )
(b H'(V, C) est la cohomologic ordinaire dc V 2 cocfficients dans le
faisceau constant C)e

Un élément de H (V , ) qui provient d'un élénent de 8P29(c) par 1'identi-
fication de la proposition 5 sera dit de type (p ’ a) .

Des homomorphismes 2 —> R =>C , on déduit les honoiorphisnes
B(V,2) -8, R ~-E({,C

Un élément de H (V, Z) , qui domre dans H (V, G) un &lément de type (p s a),
sera encore appclé de type (p, a) »

Enfin, si b (V) désigne le r-ifne nobre dc Betti deV,i.e.b (V) =din ¥ (V,C)
on a, d'aprés la proposition 5

hP.!Q(v) .

ce Quelques .lermes.

I1 est cormode de dire qu'un faisceau F est de tipe (%) si HP(V F) =0
sauf pour un nonbre fini de valeurs de p , et si din Hp(V F) <+ e « On
peut alors définir la caractéristique d'Euler-Poincaré '

%(F) =2 (-1)P ¥V, 1)
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IEME 4, = Soit O =>F! —aF —> F" — 9 un suitc exacte dd faisceaux sur V ;

si deux des trois faisceaux sont de type (&) lc troisidne l'est eussi et

AE) = 7ED + KED
c'est une application i.ddiate dec 1~ suitc exacte de cohonologie associée a
unc suite sxacte de trois falsceaux.,
IEMME 54 = S0it O-—Fy - Foy=> nee = Fn —> 0 une suite exacte de faisceaux

ds_type (7) sur V , alors

| 2 (- 1) X\(Fi)_o ‘
En offet soit. Ni l¢ noyau de Fi —— Fi + chacune des suites
Q-;Ni -—~)Fi --)Ni+1 - 9

est exacte. Le lcime 5 est alors une epplication irmédiate du lemme 4.

LEME 6, = Soit O =3 1t=—=1 —3 WM —» 0 unc suite exacte de fibrés vectoriecls

analytiques complexes sur V , la suite

Oy Ut =3 Y == YU =3 0

ANA AAN AN

cst aussi exacbe.

La dénonstration cst immdédiate d&s que l'on a remarqué qu'une section de
1 (resp W? , resp W") au-dessus de U n'cst autre qu'unc section holomorphe
AAA ACA AN .
ds W (resp u!

nais la démonstration cst plus compliquée dens ce case

resp W") au-dessus de U . La réciproque du lemme 6 est vrnie,

de Preniéres idtés de ¥ _ o
Cr1lerses propr e Ay
PROPOSITION 6. - ¥ _, (V) = 2 (- 1)P* yP*U(Y) = capactéristique d'Euler-Poincard

de la echomologic de V & coefficients dans C ,

Si V est kEhlérienne, la deuonstration résulte immédiatenent de la proposition
5 ¢ ‘
A =5 (1) e nP) =L (- 1) (V)
Dans le cas général (V coupacte, analytiqus complexe) ou a la suite exacte
0 —C -—-‘»Cw——}'l‘(l) e )

‘. . AN AN
les homomorphismes T\l) - T(l+l> étant induits par d . Tous ces faisceaux

AAN ANA
sont de type (J¢) (pour C ccla résulte du théoréme 5 de [7], pour les autres
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cela résultc du théorénc 3). On peut donc appliquer le lemmc 5 @
ﬁ(c) = (= 1) )((T(l)) dens 1.s notations de ce lamc. Mais j\(T(l)) cst
\ AAA . ArN
par définition dgal a )gl (V) donc
) i i
[O == 1t o=y,

PROPOSITION 7. = )§+1 (V) = Indice de V . (pour V kihlérienns compacte).

Définissons d'abord l'indice d'une variété dc dinension peirc 2n , orientable.

Soit xe H(V, R) , et [V] un générateur de H, (V, R) définissant 1'orien-
tation de V . x € H?n(V , R) (le produit étant le eup-produit) et
x?([V]) € R ., On définit ainsi une forms quadratique sur l'espacs vectoriel sur
le corps dcs réels (v , R) « L'indice de cettc florme quadratique (nombre de
carrés positifs - le nonbre de carrés négatifs) cst 1'indice de V « S8i n est
impair , 1'indice est nul : cn effct le cup-produit étant antieorrutatif x?'= o,
si n cst inpair pour tout xeH (V s R) + 51 n cst inpair,

Vxl(V) =-%; ;ﬁP(V) = 0 car la dualité (théoréne 3) nontre que

ﬁp(V) =(- 1)" y\n"p(V) == WP

(dons le cas ob n est impair X, (V) = indice de V,mfme si V n'est pas
wEhléricnne ),

Dans 1c cas n pair la dénonstration fait intervenir une déconposition de
Lepage decs formes harmoniques (cf [4]). On renvoic a [2] pour la dénonstration.

PROPOSITION 8¢ = ¥ (V x V') = V) v (W V et V* tes)e
ﬂy( x V') ﬂy() AY( ) (V e compactes )
En cffet :
— .
hp’q(v x Vl) =rfﬁ'= . hr,S(V) hu,v(V')
s+v=q

(en effet LP?3 (Vv x V') =r%6=p a5y @A) o KPPV x V),

s+v=q

Ar’S(V) y Au?v(V') désignent les fibrés du paragraphc 3 au-dessus de V x V' ,
vV, V). |

Donc en posant

Ty, (V) = 2 b, o) 5P 2

VxV)= "~ \Y V) .
T T = T () ()
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Mais 7 = ;ﬁy donc la proposition 8 est démontrée.

Y""l

PROPOSITION 94 = Soit 2 == W! —» W —> W" —> 9 une suite exacte de fibrés a

fibres vectorielles sur V campacte. Alors

-y It ( n
xy(v , W) /\y(v , W)+ }_{y(v , W)
En effet la suite 2= W! @T(P) —s U @T(p) —un @TP) 5 0 ost encore exacte ;

donc, d'aprés les lemues 6 st 4,
f\p(v p W) = (P, )+ FP@W, W) p=0,1.un.
d'ou la proposition.

PROPOSITION 10s - Soient W un fibré vectorisl sur V , & fibre ¢’ s dont le

.groupe structural peut &tre réduit (comie fibré analytique complexe) au groupe

A(r, C) , les fibrés diagonaux vectoriels de fibré C étant Ay eeey A

r
((9], paragraphe (3-3)), et W' un fibré vectoriel quelconque. On a @

WV, W @u) = ((V, ' @4) + . +)((v , W @Ar) .

Démonstration par récurrence sur r o Si r =1 , la formule est évidente

(car u = Al). Supposons donc le résultat vrai pour r' £ r , et démontrons=le
pour r . On peut réduire le groupe structural de W/A1 a Dr-1,0C).Ses

fibrés diagonaux sont A, , «es, A, , et la suite
%) 71 \fj it 0
Nt @A =R =S U'® (J/Al) .
est exactes. On déduit alors la formule cherchée des lemmes 6 et 4 et de l'hypothése
de récurrence qui s'applique au fibré ‘.«I/A1 .
6. Diviseurs.

DEFINITION. = Soit U = <U, un recouvrement de V par des ouverts. On
AAA

{ Ji el
appelle divissur, un ensemble de fonctions (fi) ’ fi étant méromorphe non

identiquement nulle dans Ui s tel que fi_ soit holomorphe sans zéros dans Ui NU,

. J
Si Ué,?., 1 est un autre recouvre&ent de V, (fi') un diviseur défini
J a
dans ce recguvreﬂent, on dit que (fi) et (fi,) définissent le méme diviseur
f .
de V si ﬁi- est sans zéro ni_pols dans Uy n Ui, quels que soient i€TI,
il

ite 1 .

Définition équivaiente & l'aide des faisceaux.

Soient M 1le faisceau des germes de fonctions méromorphes non identiquement
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nulles sur V (l'opération étant la multiplication des fonctions), &t Cﬁo
le faisceau des germes de fonctions holomorphes non identiquement nulles sur V
(1'opération étant encore la multiplication) G:S est un sous-faiscoau de M .

Soit ® le quotient de i par CL, . On a unc suite exacte ¢
O —> G:J jL;G e (B e O
(2 est le faisceau des germes de diviseurs. Un diviseur est uns section globale de
G , 1. 6. un é1ément de H°(V ,60) « HO(V, 6)) est un groupe commutatif
9 ? s
que 1l'on écrit additivement (liaddition des diviseurs correspond donc & la multi-
plication des fonctions fi)° Ecrivons le début de la suite exacte de cohomologie ¢

x
. 1 :
(3) R, o) Ly, o Bre, )
Si f est une fonction méromorphe sur tout G (i.e un élément de Ho (v , G)

h*f est donc un diviseur que l'on note (f) .

DEFIJITION, - On dit que deux diviseurs sont lindairement dépendant si leur

différence est 1'image par n*  drun élément de B (v . G) .

Lrensemble des classes d'équivalence de diviseurs est donc isomorphe &
H(V , &)/ 1oV , G) , c'est-a~dire & un sous groups de Hl(V 5 ¢¥,) puisque
la suite (3) est exacte. Mais Hl(V s Cio) est l'ensemble des fibrés analytiques
complexes sur V & fibre ¢* (af [ 8], A toute classe de diviseurs, ) fait
donc correspondre un G -fibré. Si D est un diviseur, on désigne pér [D]1e

C*-fibré (a])yd‘ (si T cstun C¥-fibré, on écrit Fo au licu de F° , F°

. - -1 o L . .
au lieu de F ® oec 0F . F n . F ® :;::%LEJ’ ;avec ces notations, le produit
n fois n feis

tensoricl est llopération du groupes commutatif Hl(V s Cto) ; ccmme on le voit
immédiaercnt en se reportant aux formules du paragraphe (1.1) de [9])¢ Enfin
on désigne par -{D}~ le fibré vectoriel & fibre C associé 3 [D].Si D est

donné par des fonctions f; » un cocyclo pour [D] est 85 = fi/fj dans Ui f\Ud o

DﬁFINITIONS. - Un diviseur est dit holomorphs (ou non négatif) si les fi sont
toutss holomorphes,

Un diviseur est dit sans singularité, s'il est holomorphe, et s'il existe un
recouvrement U = %Ui% tel que, pour tout i ou bien £, = 1, ou bien il

existe dans Uy des coordonnées locales analytiques complexes telles que £,
Sopeue g9 3

soit 1l'une des coordonnées.

Dans ce dernier cas, l'cnsemble des x de V tels que fi(x) = 0 pour tous les
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i tels que x & Ui est une variété analytique complexe de dimension n -1 fermée
dans V . Réciproquement, une sous-variété analytique complexe fermée dans V k
définit un diviseur de V . On désignera dans lao suite par le méme symbole le

diviseur sans singularité et la sous-variété qu'il définit.

7. Etude de (V,W) en fonction d'un diviseur S sans singularité.
Etuds do  J \W s

a. Notons (s,) les fonctions qui définissent S dans U = {Ug s 84, =8,/s.
i iy i ij 17

est le cocycle qui définit [S] . L'ensemble des fonctions Si H -Ui ~3 (C  forme
donc une section globale holomorphe du fibré & fibres linéaire {S} . Soit s
cette sections s s'annule sur et seulement sur la sous-variété S . Notons
W ® {S})S la restriction & la sous-variété S du fibré W @{SS
W& {s )S le fz}i\sceau des germes de sections holomorphes du fibré

AANAANA .

; De » W& {8])a 1 -ngs ' I® (D »
& Sj)S ; S.MS?M}.‘A{)S le prolingement trivial & V c»lu}fa:.sceau QM@ { 3)3

IEMME 7, - La suite de faisceaux sur V

0= - B (s} — ®,\i~}~)S - 0

AAAAAAAAA

est exacte.

Si s! est une scction locale de W , au-dessus d'un ouvert U, s'@s est
une section locale de W ® {SJ’? au-dessus de U . Cela dérinit le premier des

by

homomorphismes de la suite exacte, Le deuxiéme est défini & partir de la restric-

tion & S des sections locales de W& { S} » Pour la démonstration du lemme voir

2],

PROPOSITION 11, -~ K (V , W) )g(v U@ {s}‘l) + x(s , We)
%, (v) USRI S I GCH I

(ws désigne la restriction & S du fibré W),

H

En effet remarquons d'abord que S étant une sous-variété fermée d'une variété
compacte est elle-néme compacte, et que par conséquent X(S) 5 }((S , WS)
peuvent &tre définies. La proposition 11 résulte alors de l'application & la
suite exacte du lemme 7 (ou 1l'on a remplacé W par W@ § S}—l) du lemme 4, et .
de 1la proposition (3.2) de [10]..

b« Désignons par G (V) , <G(S) , (resp. (V). 5 TP(S)) les fibrés vectoriels
tangents (resp. des p-formes différentislles holomorphes) au-dessus de V» s S 3
1'indice S au-dessausd'un fibré dédsignant encore la restriction & S ds ce
. fibréo
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LBME 8, = 0 —> 45(S) = G (Vg —4{8}8 —> 0 eat une suite exacte de fibrés
au-dessus de S .

En offet soit j ¢ S —»V 1'injection canonique. Si

gy ¢ U nU =G, o)

est un cocycls pour (V) ,

- 1
ojt (] Ui)n;, Uj—eGL(p,C)

* —
est un cocycle pour ﬁS(V)S ¢ S étant sans singplarité, on pcut supposer que
la derniére coordonnée de V dang Ui (resp. Uj) st fi resp. (f ) s les
autres étant z),%; 5 eee y 2, (resp. 2§ , ..., 2! 1) o La dernidre ligpe

de la matrice j* gij est donc

Jz Oz \
3 -

, L ] ’
62{ szo azﬂ fj=o

£,
soit 0, ses , 0, T&-(x) s, X étant le point de coordonnées

(z{ TR L 0) de Uj « Par conséquent 1le £ibré q?(v)s a un groupe struc—
tural qui peut &tre réduit & GL(n =1 , 1 ; C) ¢ il admet pour sous-fibré le
fibré ¢5(S5) (car la matrice (n =1 x n = 1) qui figure cn haut et & gauche de
gij est un cocycle pour (S)), et pour fibré quotient '{S}S (car la matrice
1 x1 ¢en bas ¢t & droite est fi/fj).
C.Q.F.D.

IEME 9, = 0 — TP (3) @{s}gl — T(p)(V)S — T(P)(s) —> 0 est une suite exacte

de fibrés au-desssus de S .

En effet, du lemme 8 ou tire, en remplagant chaque fibré par son dual, la suite

. -1 . .
0 —-»{S}S — T(V)S-—e T(S) = 0 . On a d'autre part deux homomorphismescanoniques &

T(p)(v) —> 1P(S) = 0 et T(P“l)(v) @{S}"}—-&T(p)(V)
S S A3 S
ce dernier s'anmule sur lec noyau de 1'homomorphisme surjectif
-1 -1 -1 ! |
T ®{sl; = ) ®isly =0
et induit par conséquent un homomorphisme
-1 ~1 .
) @8} - W)y
qui est le premier homomorphisme de la suite en question. En regardant ce qui

se passe dans les fibres, on voit immédiatement que cette suite est exacte.
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PROPOSITION 12. ~ >g (v,w)= )\ (v, u®is ) +>i (s, Ug ) +yxy(s (we;){sjs))
(ccttc formule ook duc & KODAIRA ot SPEKCER).

Multiplions tensoricllement par WS les termes de la suite cxacte du lemme 9 o
Appliquons alorsls lemme 4 ¢ on obtient

K5, U @TPMg) = {F s, ug @it + (R0, W)

on applique alors la proposition 11, ob W est remplacé par W & W) (en
remarquant que Wg 6 TP (W)S Od(;,Tp(V))S) et 1l'on obtient la formule cherchée.

Un calcul formel (donne par récurrence sur p) la formule suivante

= . . . ’
(4) - ;g\P(S , Wg) = .{'2='3 (-1)* )(\p'i(v , 1 @8t Y- /RP-}(V y W ®{S}—iﬂ)]

REMARQUE. - Par définition méme de la caractéristiqus le prenicr membre est
nul si p>n (car S est une wariété de dimension n = 1) 3 mais le second
membre ne s'annule pas identiquement pour p 2 n . Il existe donc des relations
non triviales entre les f; qui figurent au sccond membre. Ces relations subsistent-
elleslorsque {_Sj est remplacé par un fibré & fibre linéaire quelconque ? Nous

verrons que la réponse est positive lorsque V cst algébrique.

De 1'exprcssion (4), on tlr%o

(5) £, 0 g = I (g0 wedsh - v, welsii)]

ot la série formelle du second membre est en fait un polyndme, en vertu des rela-

tions dont on vient de parler.

Dans un prochain exposé, on donnera é‘l'expression (5) unc forme symbolique per-—
‘mettant de définir plus généralement des "caractéristiques virtuelles" et
d'obtenir des formules plus maniables que celles de la proposition 12. Dans 1e
cas ou V est algébrique ces formules nous pgrmettrcnt de calculer complétement .

X(V) en fonction des classes de Chern de V ¢ c'est ce résultat qu'on dési-

gnera sous le nom de théoréme de Riemann-Roch-Hirzebruch.
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