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Séminaire P. DUBREIL 27 Janvier 1958
M.-L. DUBREIL-JACOTIN et C. PISOT
(ALGEBRE et THEORIE DES NOMBRES)

Annéde 1957/58

FONCTIONS ARITHMETIQUES

par Mme ¥, BERTRANDIAS

Nous dirons qu'une fonction est "arithmétique" lorsqu'elle prend des valeurs
entiéres rationnelles pour les valeurs entiéres rationnelles positives de la va=-
" riable.

Les fonctions f£(x) , qui nous intéressent, satisfont de plus aux conditions (4) @

. [£(x) est analytique dans un angle |arg x|< &
(4) £(x) est de type exponentiel w.
(f(x) de type exponentiel w signifie }im sup log |f(x) a une valeur finie w)
x| =0 x|
Comme exemples de telles fonctions on peut cités
- des polynlmes
-~ les fonetions }:%;cxif , ou les Xy sont des entiers algébriques figurant
i=

avec tous leurs conjugués.

Peut-on trouver toutes les fonctions arithmétiques.vérifiant les conditions A

avec w < Vo ?

Le probléme avait été résolu par POLYA [6], en 1915, pour les fonctions
entidres croissant moins vite que 2° (wo = Log 2) ¢ la condition, pour f£(x) ,
d'8tre arithmétique, entraine que f(x) est un polynome.

Les travaux de HARDY, IZUMI, CARLSON, généralisant les résultats de POLYA,
n'avaient pas permis de dépasser la constante Log 2 = 0, 693 ... En 1940, SERLBERG
a montré que si wy dépasse 1légérement ILog 2 (wo =Log 2 + 0, 008) , la fonc-
tion entidre et arithmétique f(x) est de la forme

| £(x) = P(x) + 2" Q(x)
ou P(x) et Q(x) sont des polynomes.

En 1946, C. PISOT, en utilisant la transformée de Laplace de f(x) , a obtenu
des résultats beancoup plus généraux, valables pour les fonctions analytiques non
entiéres. En particulier il a m'ntré que si w ¢ 0, 843 ..., f(x) est de la
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forme
le(x) = X F P (x) + oou ¢ X3 B (x)]

oh P (%) v Ps(x) sont des polyndmes ¢t A, e X o des entiers algébriques

en nombre fini

1, Méthode de Polya [1] .

A titre d'exemple des méthodes d'interpolation employées également par HARDY,
IZUMI, etc ... POLYA démontre le théoréms :

THEOREME 1.l. - Si une fonction entidre f£(x) est arithmétique et si
1

5
1im .’E'_M__(_I_Z)..;-_ 0
r—y © 2r

£(x) ost un polyndme .

(M(r) module maximum de f(x) pour (x) =r)

©
On construit la série J_ an(i:) ol
.0

*) = X(x~1) oo¢ (x=n+l)
n

n!
et

a =A%£(0) = £(n) - () £ln = 1) + w0 + (4)7 £(0)

Pour x=n , cette séric n'a qu'un nombre fini de termes dont la somme est
[ q

f(n) . L'hypothdse faite sur M(r) entraine que cette série est un polynome glx)

En effet

;) n
_ 1 1 1 (-1) _ 1 f(x) dx
én 25w ﬂ[-f:ﬂ- prar-ws W L J1(x) ax = 211 L X(X-1)ees(x-1)

ou ¢ est le cercle de centre O et de rayon r > n .

Ceci entraine une majoration de ]anl

nl M(r) | 2T €(r) r(+l) T (r=-n)
el ST ey <TT FTo)

r
Si 1'on choisit r = 2n , cette majoration tend vers zéro. a, étant entier, il en
résulte que g(x) est un polyndme.
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Le IEME, - Si deux fonctions entidres g(x) et f(x) sont de type exponentiel

inférieur 2 1 , g(n) = f(n) entraine g(x) = £(x) , montre ensuite que £(x)
est un polyndme.

2. Transformée de Laplace de f(x) . Série de puissances assocides & f£(x) [2] .

10 Soit une fonction f(x) vérifiant les conditions (4) .

Si

W(Lf) - lim sup log lf(reiell
r—= w r

f = w( L?) st 1'équation polaire de l'indicatrice de croissance I de £(x)

les intégrales § (s)—_-f e £(x) dx (le long de la démi-droite issue de O
ayant pour angle poldire ¢ ) définissent une méme fonction (s) appelée trans-
formée de Laplace ds f(x) .

Q4s) est uniforme et holomorphe dens le complémentaire du domaine (S) .

S = réunion des demi-plans |s| cos(co + \e) Zw(p) (avec s = lsleiw) S est le
plus petit ensemble comvsxe contenant les singularités de €(s) « La courbe qui
limite (S) ost symétrique de la transformée par sntipodaire de I , par rapport
4 1'origine. Le domsine (S) est tout entier & distance finie si les conditions
(A) sont vérifides avec ‘5)_72_7‘ ¢ 81 f(x) est une fonction entidre de type expo=

nentiel, (S) est évidemment contenu dans le cercle (0, w)

Inversement la connaissance de & (s) permet de déterminer f(x) ¢

. 1 sx 7
(2.1) f(x) = R J('c 6 L(s) ds

ol ¢ est une courbe convenable du domsine d'holomorphie de B(a) .51 6> ;—I ,

¢ peut &tre n'importe quelle courbe fermée contenant (S) & son intérieur.

. ©
29 Associonsd ln fonction f(x) la série de puissances %-_%ﬁ-l)-
Cette séric définit une fonction F(z) , holomorphe & 1l'extérieur d'un domaine
situé & distance finie. Ce domaine se déduit simplement de 1l'ensembls S des sin-

gularités de  {(s)

En effet
eo) oo
f(n 1 — 1 ns .
F(z) =3 zI(Nl) = 5 2 “hil e L(s) ds d'aprés (2.1)

0 2 c
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Ies fonctions

L= 1 o™ 0(s)ds et (z: ") Us) as
21T S5 Zn+1 o 21T 7
sont identiques puisqutelles cclncident dans le domaine de convergence de la

©
série §:: See— o D'od

n+1
1 {(s) ds
21:; cz - &S
F(z) est donc holomorphe & ll'extérieur de la courbe [T tranformée de ¢ par
s
Z =86 o

On démontre que I peut 8tre choisie aussi voisine que l'on veut de la fron-
tidre de l'ensemble T , T étant le transformé de S par 2z = e® . Dot le

o8]
THEORFME 2.1, - La série de puissances F(z) = E::Qé%% définit une fonction
0 z

holomorphe & l'extéricur du domaine T , transformé par z = ¢ de l'ensemble S

‘des singularités de £ (s) .

3. Théoréme de Polya et Carlscn.

En 1928, POLYA, généralisant un résultat de Carlson, a démontré un théoréme

important sur les séries de puissances [7].

THEOREME 3.1, - Lorsqu'une fonction 5@(2) , développable en série de puissances

1 A 2 : . ] b 2
en -, & cocfficients entiers rationnels, est holomorphe et uniforme & 1'extérisur

d'un domaine E dont le diamétre transfini est inférieur 3 1, P(z) est une

fraction rationnelle.

a. Définition du diamétre transfini d'un ensemble de points (31

Soient E wun ensemble de points fermé borné, Pn(z) un polyndme & coefficients
complexes, de degré n , dont le terme de plus haut degré a pour cosfficient 1,

19 n étant fixé : il existe un polyndme Pn(z) et un seul dont le maximum

du module sur E soit le plus petit possible.

Ce polyndme T (z) est appelé le polyndme de Tchelicheff ds degre n sur E .
De fagon plus pre01se, on a @

max lT (z)| = 1im max an(z)I =
sur E sur‘E
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20 Lorsque h ==> 00 ¢ \9/ tn tend vers une limite T qui est par définition

le dianétre transfini de l'ensemble E

On démontre l'existence de Tn(z) en remarquant que la quantité max IPn(z)l est
sur E
une fonction continue des coefficients de Pn . L'unicité se démontre facilement

quand on a prouvé que Tn(z) atteint son maximun en n + 1 points au moins. Pour
la 2° on crnsidére la suite particuliere de polyndmes E’;l(n) = [Tno(z)?zq

ou p et q ﬁont le quotient ¢t le reste de la division de n par n, et 1l'on
voit que ‘{l/l maxIP;;l tend vers la lim inf \n/ﬂ-’:chn v

- Lo diamdtre transfini ¥ de 1l'ensemble E ne dépend que de E , et non de sa
position dans le plan.
- Le diamétre transfini d'un cercle est son rayon @

"En effet, sur le cercle (0 , R) loc maximum M du module de Pn(z) vérifie
1'inégalité :

1 Pn(Z) dz < -E-
Zn+1 N Rn
c'est=a~dire M 3 R « D'ol :

n - [ -
z..Tn(z) ’L’n_Rn et T =R

~ Les ensembles E dont le diamdétre transfini est inférieur & 1 possédent une

propriété remarquable ¢

Si T<«1, il n'existe qu'un nombre fini d'entiers algébriques contenus dans E

avec toys leurs conjugués.

Principe de la démonstration. = Le maximum du module des polynomes Tn(z) tend
vers zéro quand n — o (puisque ’tn (v + &) . I1 en résulte 1'existence
d'un polyndme Q(z) & coefficients entiers, tels qus sur E on ait |Q(z)] <1 .

Soit Ky eee Xy des entiers algébriques avec tous leurs conjugués,
Q(dxl) ces Q(o\e) est un entier ratiomnels 8i ®; , v, X appartiennemt

a E |Q((:,<l) . Q(o'\s)|< 1 et done Q(v\l) cee Q(O\S) =0 . Q(z) admet donc
tous lcs O<i comme racines.

Application & la recheroche des entiers algébriques contenus, avec tous leurs
conjugués dans E tel que T < 1 : il suffit de trouver un polynéme Q(z) 2
coefficients entiers, tel que la courbe |@(z)] =1 contienne E & son intérieur.

Propriété du diametre transfini d'un ensemble E ., = Il est invaraint dans toute

transformation conforme transformant l'extériecur de E en l'extérieur ¢e E! ,

et conservant le point & 1l'infini et se réduisant & une translation & 1'infini.
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b. Démonstration du théoréme de Polya et Carlson.

. a a
<?(Z)-_—'ao'l""li"l' PRI +—£+ LY ]
b n
z
Une condition nécessaire ot suffisante pour que F(z) soit une fraction ration-

nelle est que le déterninent Don) soit nul & partir d'un certain rang

( ) ao ces an
n a see
DO = 1

%n %on

D(gn)

By s oeee By eee étant entiers rationnels, est un entier rationnel. Pour

n
introduire 1'hypothdse : les singularités de F(z) sont dans un domaine de
diemdtre transfini U plus petit que 1, on fait subir au déterminant D(()n) unc

transformation faisant apparaitre les polyndmes de Tchebicheff sur E .

On trouve
bo e Qe bn

bn ce e b2n

Dén) =

avec

2

, 1 £(z) Qh(Z) qQ, (z)
B = 2T Se - k " a

Qh(z) étant le polyndme de Tchebicheff de degré h sur C y ot C  une courbe
fermée entourant le domnine E

E ayant un diamétre transfini inférieur a 1, on peut trouver une telle courbe
o N e o ‘. s A . 7 :
C  de diemdtre trensfini T inféricur & 1 (propriété des transformations con-
formes ).

Sodent M le maximum du module  de 3151 sur C et L 1a congueur ds C .

byl € 2 mex [0 @) | max o, (2) |

Pour h2 n, ,

max [Q, (2) | ¢o® (t¢o <)
donc quel que soit h ,

| max|q, (2) ] < ad®
(A constante indépendante de h) et donc
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h k
bh+k<CG 0

La majoration de ]Dc()n) | sur son développement, donne :
ch()n)l < (n " l) ?’ [Gn+1 Gl+2+ ecas 91‘5'24" ~o6 +n'] < [(n+1) c erlT+1

(n)=0

Donc @ Dén) tend vers zérc quand n tend vers 1l'infini et par suite D,
a partir d'un certain rang

4. Etude des fonctiorsarithmétiques f(x) vérifiant les conditions (A).

2. £(n)
&n+1

La série de puissances associée F(z) = est & coefficients entiers,

F(z) est holomorphe 3 ltextérieur du domaine T . Donc si le diamétre transfini

[2 de T est inférieur a1 , F(z) est une fraction ratlonnelleo

Propriété des pdles Ry o= D'aprés un théoréhe de Fatou, toute fraction ra-

tionnellas, représentée par un développement en série en }z' ; a coefficients en=—
tiers, peut se mettre sous la forme %%—g—g— , o B(z) et A(z) sont & coeffi=
clents entiers, le coefficient du terme de plus haut degré de A(z) étant’ 1, Les
X 1 sont donc des entiers algébriques, et avec chaque Ry figurent tous ses
conjugués .

Or T ne contient qu 'un nombre firi dientiers algébriques avec tous leurs

conjugués : lec poles N 5 sont déterminds par la connaissance des T « D'od

THEOREME 4.l. - Soit f{x) une fonction arithmétique, satisfaisant aux conditions

(&) Soit T 1le transformé par 3z = ¢® de 1l'ensemble S des singularités de
L(s) o Si le diamétre transfini T de T est inférieur a 1.

Tl'(n) = O‘\ln Pl(n) + cee * ngn Pk(n)

P, (n) oo P (n) étant des polyndmes en n et o(l con Oy des entiers algdbriques
figurant avec tous leurs conjugués dans T . '

4 \
THEOREME d'unicité 4.2. = Si les conditions (A) sont vérifides avec 5)% et
si les domaines déduits de S per les translations 2k-Ti sont tous dans
1'extérieur de S ‘

(H) f(n) =0 pour n entier positif entraine f(x) =
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DELONSTRATION. — Posons 2 = e-

F(z) = F(e%) = Gu) = 21111— 5 ﬁ(ggds
C e =€

Soient I une courbe fermée entourant c¢ et le point u ,

(4.1) Glu) = = j £s)as , ()

T 2iTr u s u
G =6 &

Si S vérifiec l'hypothdse (H), il est possible de trouver C , u , et I de
fagon que I~ vérifie 1l'hypothése (H).

u s soLs s N .
Alors e =-e ne s'annule pour aucun u intérieur & [ . L'intégrale
{(s) ds
u s
[~ e e

définit une fonction holomorphe & l'intérieur de T .

Si f(n) =0 pour n entier, G(u) = 0. D'éprés (4.1), ¥ (s) est holomor-
phe 3 1tintérieur de I et 1l'intégrale S ¢ f(s) ds est mulle ¢ f(x) = 0.
' c

Les 2 théoréncs précédents entrafnent :

\
THEOREME 4.3. - Soit f£(x) une fonction arithmétique vérifiant les conditionms (A) -

avec & >-72"I . 83 le diamdtre transfini de T est inférieur & 1 et si le domaine

S vérifie l'hypothése H , on a ¢

(4:2) £(x) = & B () + veo + % P (x)

ot Py (x) «oo Pk(x) sont des polyndmes-en x et ®& w.o ok, des entiers algé-

briques continus, avec pour leurs conjugués, dens T .

/

CONSEQUENCES. - On peut prendre en particulier pour S 1le cercle Isl LW o
Alors T est 15 domaine |Log zl < T dont le diamétre transfini croit avec w
et est égal 21 si w=w, =0843 ... Comme wg<T , L vérifie 1'hypothese
H .

re \ .
THEOREME 4.4, - Toute fonction arithmétique entidre f£(x) de type exponentiel
w Wy est de la forme (4.2) '

19gi w<Log?2=0,693 ... , 1 est le seul entier algébrique contenu dans

T ¢ f£(x) est un polyndme (on retrouve le théoréme 1.1)

29 81 w < l]'.og g—%l—g-l = 0,758 "eae , 1 et 2 sont les seuls entiers algébriques

£(x) = P(x) + 0(x) 2%
3°si weO,g , 1,2, 3'%\[5 ’ 3—?‘2‘(3. ‘sont les seuls entiers algébriques

[ 1)
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£x) = Px) + QG2 + RG) @Y 4 5(0) @Iy

Inversement si l'on prend pour T le cercle |z - 1] <1 -, on définit des fonctions
analytiques dans le demi-plan 3{(x) > 0, et dont 1'indicatrice de croissance I

a pour équation polaire

f:g(\e) = cop kf) log(2 cos \\o) + L{J sin ki")
1 étant le seul entier algébrique contenu dans T avec tous ses conjugués, on a 3

7/ AY
THEOREME 4.5, - Toute fonction f(x) satisfaisant les conditions (4) avec

S= 3 5 sttelle que w(kg) < g() est un polyndme.

CLRISON [1] avait trouvé ce résultat par un autre procédé. I1 domne un exemple
de fonction arithmétique ayant dans S‘i(x) > 0 pour indicatrice de croissance

w(ge) = g(\e) , &4 savoir
x +1

n=1 n

5. Etude des fonctions f(x)=-entidres, de type e@onentiél et telles que f(x) st
f(- x) soient simultanément arithmétiques.

POLYA, en 1915, avait démontré le

THEOREME 5.1. = Si f£(x) est uns fonction entidre, telle que f(n) soit un en-

tier rationnel pour n entier rationnel positif ou négatif, la condiion ¢

3
2

r

Nr)_ _ g

lim
r= g3+G)r
V2

entrafne que f(x) est un polyndme.
La méthode employée dans 4 pour les fonctions arithmétiques réussit encore

1° Cas dcs fonctions paires * f(x) = £(-x) »

Soit

(5.1) h(n) = £(n) + ({) £(n = 2) + «c0 + £(- n)
On considére la série

S

0 [e¢] S, =8\
B(z) =§%§%}=21?LZO %g%_l_ L(s) as

H(Z) - 1 j e?«(S)

(5.2)
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, N ,_ e . X
Les singularités de H(z) sont donc intériecures au domaine T , transforné du

—Cy

. ]
domaine S par 2 =6 +¢

Si 16 diamétre transfini T° de T st inféricur & 1 , H(z) est une frac-

tion rationnelle,d'aprés le théoréme 4.1 on a @
' n n
hw) =p; Q) + oo +8, 7 Q (n)
ou /91 oo ﬁk sont des enticrs algébriques aprartenant avec tous leurs conju-
gués & T
Montrons que f(n) est de la forme

2) = (7% + 1) @) ¢ e v (0 ¢ 9T B)

-1

71*7'1 = £, Tkt =Py

a. Pcsons d'abord

hy (n) = 8, Q; (n)

et cherchons la forme de la fonction paire f; (n) détermindes par (5.1).

4

Les séries de ‘puissances assocides sont

e (S) ¢ (S)
Hl(Z) = "é‘{?-r- [o 'Z—-'-—(-e—s-:;:s—)- F]_(Z) - 21“ (c z_eS

\

H (z) est une fraction rationnelle ayant pour seul pble ﬁ j+1e domaine (S) &
2kWi prés est donc simplement le segment (-v , v) od v et - v sont déterminés
par B=¢' +6 ' .

-u

u
Posons z=¢ +e  ,

fl‘l(s)

(eu+e-’u)_(es+e—-s )

Hl(z) = Rl(u) = 2111’(‘ S

c

Soit I une courbe entourant ¢ et u «

£ (s) L (u)

1 1 1

R (u) = 217 S = =) T
r

e 0o (" 4o e =6
S vérifiant (H) on peut trouver u, ¢ , et [ de fagon que I vérifie (H) .

Alors la fonction 911 (u) a les mBmes singularités dans |, et donc S , que
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k
- -E k
~° u)Rl ) = (eu ~° ; = (eu+e-u“/9 )h

De fagon analogue, on dénontre que 2 (u') a les mmessingularités dans S que :
1 !
" Gy (') , o G, (') = F, (z) avec z =e" .

I1 en résults qus Fl(z) a los mfmes singularités dane T qus ¢
k A4
——
. (Z'*"Z‘ - ﬁ 1)
ces singularités sont toutes des p6les, et ces pbles sont déterminée par :
71 = /31
on.a donc,
‘ _ n -n
£,m) = (" + 9y7) Py (n)
be h(n) =3 ,B,;l Qi(n) entraine donc

f(n) =5 ( 71_ 3 ), (@)
Dol 1le

/ A
THEOREME 5.2 = Si f(x) paire,entiére,ds type exponentiel est arithmétique, et

si le diamdtre transfini de T  est inférieur & 1 , alors

_ n -n n -,
f(n) = (?1 +71 ) Pl(n) + oeee + (\//‘k " V/k )Pk(n)
7 L eee 71{ sont des unités situées avec toutecs leurs conjuguées dens T ;
PN .
THEOREME d'unicité 5.3+ - I1 se démontre comme dans 4. Si f(x) entidre, paire
est arthmétique et si (S) vérifie 1'hypothése (H)
f(n) 0 entraine f(x)= 0

D'ou

THEOREME 5.4 =51 f(x) paire, entidre, de type exponentiel est arlthmetigue
si € <1 et et si S vérifie 1'hypothése (H), alors

- X -n ‘ X -X
f(x) = (»71 + "1 ) P(x) + ouu + (7k * 0 ) P (x)
2° Cas des fonctions impaires. - se traite de fagon analogue en posant

k() = £(a) + .. + [(°7) - (n'l)Jf(n -2n) eee £(-n)
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alors

0s) s -8 '
K‘““%Z‘(n%ﬁ%g SO O

c Sie™  z-(c®+ ")

39 Toute fonction est la sotme d'une fonction paire et d'une fonction impairee -

Soit f(x) wunc fonction entidre, de type cxponetiel, telle que f(x) et f£(- x)
soient arithmétiques.

’ \ x

THEOREME 5.5. — Si le diamétre transfini ¥ de T

* est inférieur a 1.

f(n) = 7111 P (n) + 71-—n Ql(n) H oeee + /}kn Pk(n)_ + ‘]k-n Qﬁ(n)

THEOREME 5.6 - Si A X< 1, ot si S vérifie 1'hypothése (H) , alors

‘ - : -n

(5-3) f(X) = Vlln Pl(X) + V{l n Ql(x) + oee + ?}; Pk(x) + ‘?k Qk(x)
CONSEQUENCES « .~ On peut prendre en particulier pour S 1le cercls lsl $dw. D

. est le domsine

Z+\22-4 éw

log

dont le diamétre transfini croit aveec w , et est égal & 1 pour w = ws = 0,9934 ...

comme wg < 7T, la condition (H) est vérifide si oo < ws .

’ \ '
THEOREME 5.7. — Toute fonction f(x) entiére de type exponentiel w telle que

f(x) et f£(=x) soicnt arithmétiques est de la forms (5.3) si w < wg .

En particulier si w < log E—:?—\Ej- = 0,96242 «..y, W, =1 est la seule unicité :

(1

f(x) est un polynéme. (On retrouve le théoréme 5.1)

6. Btude des fonctions f(x) vérifiunt la condition (4) telles que la dérivée

n-idmc prenne ume velecur entiére pour X =n .

£f'(n) a pour transformé de Laplace s £(s) - uy o D'od

& ™ s /?,(s) ds

f'(a) = 211t

f(n)(x) = 211“_ j X gt Q (s) ds
c

00 o{(x)
Soit H(z) 1la fonction représentéepcrrlasiric f_ﬁ;éll.l
n=0 =z
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_ 1 Q0 ens Sn _ i QS) ds
sty | £ | S
c c

Les singularités de H(z) appartiennent au domaine V transformé de S par
z=86 o951 lo diemdtrec transfini v de V ost plus petit qui 1 , H(z) est

une fraction rationnelle.

La fonction de w3 z=1u e  est multivslente Elle fait correspondre biunivo-
guement le domaine (j?) du plan des u , limité pas la courbe d'équation polaire
(’=Ir.—"-g et contenant le point u = 0 , au plan des 2z . Dans la suite on dési-

sin ) 0 o u
gnera le point de (J associé 4 z par z=ue par u= X(z) .
H(z) = h(u) = 1 S ‘8(3) ds

21 u ]
i C ue =8¢

 Supposons que S appartienne & (J) . On peut trouver une courbe ferméc I con-
tenue dans () et entourant la courbe G et le point u .
) = g | ekt A
. UQ -se (1+u)e

v ,
est holomorphe & ltintérieur de [ . Donc Q(u) ‘

Il

Liintégrale e S 2(19;) ds
' r ue ~-se

et (1 +u)e” h(u) ont donc les mémes singularités dans C .

On a

l“

f(x) =

™
(8

= Sﬁ X1 + s) e® h(s) as

21177 L & 302 1(a)- as
xy () — An . x §(8)
,gC'e X }‘_mdz —;Pi(X) <] | i

THEOREME 6.l. = Si 1o diamdtre trensfini de V est inférieur 2 1 et si 1'en—

1

N

i

=

semble S est contenu dans @

L o 4%
flx) =% P.(x)e *
=t
O(i » ,
les (Xi & étant des entiers algébriques, appartenant & V ainsi que tous

leurs contugués.

/
CONSEQUENCES» — Si on prend pour S 1le cercle |s| ¢r, V estle domaine
lx ({3)'& r dont lc dismdtre trancfini crolt avee § ot cst égul & 1 pour r=r;
peu different de 0,7 ;pour r < T o le cercle Isl <1 est contenmu dans (O .

’
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THEOREME 6.2. = Les fonctions entiéres f(x) pour lesquelles f(n)(n) est en=

tier et dont le type r ost inférieur & r, =0, 7 ... sontde la forme (1)

-58i r < Y(l) = 0,567 .. 2éro est le seul entier algébrique contenu, f(x)
est ur polynome

contenus et

= 0,16 «es , z6ro ot 1 sont les seuls entiers algébriques

£x) = P(x) +a(x) e* ¥ (1)
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