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Nous dirons qu’une fonction est "arithmétique" lorsqu’elle prend des valeurs

entières rationnelles pour les valeurs entières rationnelles positives de la va-

riable.

Les fonctions f(x) ~ qui nous intéressent, satisfont de plus aux conditions (A) :

, 
est analytique dans un angle |arg x|  03B4
est de type exponentiel w

(f(x) de type exponentiel w signifie lim sup ~ a une valeur finie w)
’ 

jx) ( jxj (
Comme exemples de telles fonctions on peut cités :
- des polynômes ~
- les fonctions 03A3 03B1ix où les ce , sont des entiers algébriques figurant

avec tous leurs conjugués.

Peut-on trouver toutes les fonctions arithmétiques. vérifiant les conditions A

w  

Le problème avait été résolu par POLYA [6] ~ en 1915~ pour les fonctions
entières croissant moins vite que 2 (w.. = Log 2) : la condition, pour f(x)’~
d’être arithmétique, entraîne que f(x) est un polynôme.

Les travaux de HARDY, IZUMI, CARISON, généralisant les résultats de POLYA,
n’avaient pas permis de dépasser la constante Log 2 = 0 , 693 ... En. 1940, SERLBERG
a montré que si w~ dépasse légèrement Log 2 (w~ = Log 2-~0~ 008) , la fonc-
tion entière et arithmétique f(x) est de la forme

où P(x) et Q(x) sont des polynomes.

En 19~.6~ C. PISOT, en utilisant la transformée de Laplace de f ~~~ ~ a obtenu
des résultats beaucoup plus généraux, valables pour les fonctions analytiques non
entières. En particulier il a rentré que si w ~ 0 , 84.3 . , , ~ f(x) est de la



où ... P s (x) sont des polynômes ... 
s 

des entiers algébriques
en nombre fini 

’

1 * Méthode de 

A titre d’exemple des méthodes d’interpolation employées également par HARDY,

IZUMI, etc ... POLYA démontre le théorème :

THÉORÈME 1.1. - Si une fonction entière f(x} est arithmétique et si

f(x) est un polynôme.

(M(r) module maximum de f(x) pour (x) = r)

On construit la série 03A3 a ( ) où

Pour x = n , cette série n’a qu’un nombre fini de termes dont la somme est

f(n) . L’hypothèse faite sur M(r) entraine que cette série est un polynôme g(x)

En effet

où c est le cercle de centre 0 et de rayon r > n .

Ceci entraîne une majoration de ‘
n

Si l’on choisit r = 2n , cette majoration tend vers Zéro. a étant entier, il enn

résulte e s t un polynôme.



Si deux fonctions entières g(x) et f(x) sont de type exponentiel

inférieur à 1 ~ g(n) = f(n) entraîne g(x) ~ f(x) , montre ensuite que f(x)
est un polynôme.

2. Transformée de Laplace de f(x) . Série de puissances associées à ~2~

1~ Soit une fonction f(x) vérifiant les conditions (A) .

S;

P = l’équation polaire de l’indicatrice de croissance I de f(x)

Les intégrales l03C6 (s)=e-sx f(x) dx (le long de la démi-droite issue dE 0

ayant pour angle polaire f ) définissent une même fQnction  (s ) appelée trans-
formée de Laplace de f (x~ . 

" 

-- 

--- - ’ ’ " ’ ~. -- "’- ’ ---° ’ °°

l(-s) est uniforme et holomorphe dans le complémentaire du domaine (S ) .

S = réunion des demi-plans |s | cos (03C9 + 03C6 )  w (03C6) (avec s = |s|ei03C9) S est le

plus petit ensemble convexe contenant les singularités de l(s). La courbe qui
limite (S ) est symétrique de la transformée par antipodaire de I , par rapport

à l’origine. Le domaine (S) est tout entier à distance finie si les conditions

(A) sont vérifiées avec Ó > ’1 . Si f (x) est une fonction entière de type expo-

nentiel, (S) est évidemment contenu dans le cercle (0 , w) .

Inversement la connaissance de .~(s) permet de déterminer f(x) ;

où c est une courbe convenable du domaine d’holomorphie de f(e) . Si c~ 5" ~
c peut être n’importe quelle courbe fermée contenant (S) à son intérieur.

2° Associonsà la fonction f (x) la série de puissances 03A3 f(n) n+1
Cette série définit une fonction F(z) , holomorphe à l’extérieur d’un domaine

situé à distance finie. Ce domaine se déduit simplement de l’ensemble S des sin-

gularités de ~(s) ~ 
’



Les fonctions

sont identiques puisqu’elles coïncident dans le domaine de convergence do la

co ns 
..

série ~ ~~ ~ D’où

F(z) est donc holomorphe à l’extérieur de la courbe r tranformée de c par
s

z == e .

On démontre que 0393 peut être choisie aussi voisine que l’on veut de la fron-

tière de l’ensemble T , T étant le transformé de S par z = D’où le

THÉORÈME 2.1. - La série de puissances définit une fonction

holomorphe à l’extérieur du domaine T , transformé par z = o de l’ensemble S

des singularités de ~(s) .

3. Théorème de Polya et Carlson.

En 1928, POLYA, généralisant un résultat de Carlson, a démontré un théorème

important sur les séries de puissances E7]

THÉORÈME 3.1. - Lorsqu’une fonction 03A6(z) , développable en série de puissances
en 1 z, à coefficients entiers rationnels, est holomorphe et uniforme à l’extérieur
d’un domaine E dont le diamètre transfini est inférieur à 1 ~ est une

fraction rationnelle.

a Définition du diamètre transfini d’un ensemble de points [3~

Soient E un ensemble de points fermé bornée un polynôme à coefficients

complexes, de degré n ~ dont le terme de plus haut degré a pour coefficient 1~

1~ n étant fixé : il existe un polynôme P(z) et un seul dont le maximum

du module sur E soit le plus petit possible~

Ce polynôme est appelé le polynôme de Tchelicheff de degré n sur E .

De façon plus précise, on a : 
’



2° Lorsque n ~ oo : tend vers une limite  qui est par définition
le diamètre transfini de l’ensemble E

On démontre l’existence de T (z) en remarquant que la quantité max )?(z)) est
~ 

sur E ~
une fonction continue des coefficients de P . L’unicité se démontre facilement
quand on a prouvé que T (z) atteint eon maximum en n + 1 points au moins. Pour

le 2~ on considère la suite particulière de polynômes = [T 
où p et q sont le quotient ~t le reste de la division de n par n~ et l’on

voit que n max|Pxp| Î tend vers la lim 

- Le diamètre transfini ~ de 1’ensemble E ne dépend que de E ~ et de sa

position dans le plan.
- Le diamètre transfini d ’ un,, cercle est son rayon :

En effet, sur le cercle (0 , R) le maximum M du module de P (z) vérifie

l’inégalité :

c’est-à-dire M ~ Rn’ ~ D’où :

- Les ensonbles E dont le diamètre transfini est inférieur à 1 possèdent une

propriété remarquable : 
°

Si 03C4  1 , il n’existe qu’un nombre fini d’entiers algébriques contenus dans E

avec tous leurs conjugués.

Principe de la démonstration. - Le maximum du module des polynômes tend

vers zéro quand n 2014~ co (puisque ~  + &#x26; ) ) . Il en résulte Inexistence
d’un polynôme Q(z) à coefficients entiers, tels que sur E on ait )Q(z)! 1 1 .

Soit ~ ~ ... , p( des entiers algébriques avec tous leurs conjugués,

Q(?k.) o.. Q(~.) est un entier rationnels Si ~i ~ ~ ~ ~., appartiennent
à E tQ(~i) ’" Q((À ))~ ~ et donc ... Q((B ) = 0 . Q(z) admet donc

tous IdS 0. comme racines.

Application à la recherche des entiers algébriques contenus, avec tous leurs
conjugués dans E tel que t  1 : il suffit de trouver un polynôme Q(z) à

coefficients entiers, tel que la courbe iQ(z)i 1 = 1 contienne E à son intérieur.

Propriété du diamètre transfini d’un ensemble E . - Il est invaraint dans toute

transformation conforme transformant l’extérieur de E en l’extérieur ôe 

et conservant le point à l’infini et se réduisant à une translation à l’infini.



b. Démonstration du théorème de Polya et Carlson.

Une condition nécessaire et suffisante pour que F(z) soit une fraction ration-

nelle est que le de terminent soit nul à partir d’un certain rang

o.. ... étant entiers rationnels, est un entier rationnel. Pour
introduire l’hypothèse: les singularités àe F(z) sont dans un domaine de

diamètre transfini ’lfl plus Petit que i , On fait subir aU déterminant D(n)0 Un«

transformation ’faisant apparaître les polynômes de Tchebicheff sur E .

0n trouve

étant le polynôme de Tchebicheff de degré h sur C , et C une courbe

fermée entourant le domaine E .

E ayant un diamètre transfini inférieur à 1~ on peut trouver une telle courbe

C de diamètre transfini T~ inférieur à 1 (propriété des transformations con-
formes). ..

Soient M le maximum du module de sur e et L la congueur de C $
s

donc quel que soit h 9

(A constante indépendante de h) et donc



La majoration de t sur son développement, donne :

Donc : tend vers zéro quand n tend vers l’infini et par suite = 0

à partir d’un certain rang

4.~ Etude des fonctiors arithmétiques f(x) vérifiant les conditions (A).

La série de puissances associée F(z) == ~ est à coefficients entiers,

F(z) est holomorphe à 1~extérieur du domaine T . Donc : si le diamètre transfini
~ de T est inférieur à 1 ~ F(z) est une fraction rationnelle. 

’

Propriété des pôles 03B1i . - D’après un théorème de Fat ou, toute fraction ra-
tionnelle, représentée par un développement en série en 1 z, à coefficients en-

tiers, peut se mettre sous la forme s B(z) et A(z) sont à coeffi-
cients entiers, le coefficient du terme de plus haut degré de A(z) étant 1. Les

0. sont donc des entiers algébriques, et avec chaque figurent tous ses

conjugués G

Or T ne contient qu ’un nombre fini d~ entiers algébriques avec tous leurs

conjugués ! les sont déterminés par la connaissance de T . D’où

~ ~ B

THEOREME 4.1. - Soit f(x) une fonction arithmétique~ satisfaisant aux conditions
(A)o Soit T le transformé par z = e~ de l’ensemble S des singularités de

~(s) . Si le diamètre transfini T de T est inférieur à 1~

P.(n) ... étant des polynômes en n et o~*~~ des entiers algébriques
figurant avec tous leurs conjugués dans T .

/ ~ 

THEOREME d’unicité 4c2. - Si les conditions (A) sont vérifiées avec ~>~ et

si les domaines. dédui.ts de S par les translations 2k03C0i sont. tous dans

l’extérieur de S

(H) f(n) == 0 pour n en+ier positif entraine f(x) ~ 0



DÉMONSTRATION. - Posons z = eu

Soient ~ une courbe fermée entourant c et le point u ~

Si S vérifie l’hypothèse est possible de trouver C ~ u ~ et F de

façon que F vérifie l ’ hypothèse (H).

Alors eu - es ne s’annule pour aucun u intérieur à 0393 . L’intégrale

l(s) ds eu-es définit une fonction à 

Si f (n ) == 0 pour n entier, G(u) ~ 0 . Diaprés (4.1), l(s) est holomor-

phe a l’intérieur de F et l’intégrale  c esx l(s) ds est nulle : f(x) ? 0 ,

Les 2 théorèmes précédents entraînent :

THEOREME 4o3. - Soit f(x) une fonction arithmétique vérifiant les conditions (A)
avec $ > $ . Si l’e diamètre transfini de T est inférieur à 1 et si 3-e domaine

S vérifie l’hypothèse H ? 

où P.(x) ... sont des polynômes en x et o~ ~ c~ des entiers algé-

briques continus, avec pour leurs conjugués, dans T .

CONSEQUENCES. - On peut prendre en particulier pour S le cercle jsj ~w ~
Alors T est domaine |Log z| 1  r dont le diamètre transfini croit avec w

et est égal à 1 si w = w~ = 0~843 . o~ Comme w~  L vérifie l’hypothèse
H .

THÉORÈME 4.4. - Toute fonction arithmétique entière f(x) de type exponentiel

w est de la forme (4.2)

1~ si w  Log 2 = 0~693 ... ~ 1 est le seul entier algébrique contenu dans

T : f(x) est un polynôme (on retrouve le théorème 1.1)

2~ëi w  tLog ~ ~ ) = 0 ~.758 "..~ ~ 1 et 2 sont les seuls entiers algébriques :

3° si w  0,8 ~ 1 ? 2 , 3--iV3 ~ ~"~ sont les seuls entiers algébriques :



Inversement si l’on prend pour T le cercle 1 -, on définit des fonctions

analytiques dans le demi-plan ~~. ~x ~ . ~ > 0 , et dont l’indicatrice de croissance I

a pour équation polaire

1 étant le seul entier algébrique contenu dans T avec tous sls conjugués, on a :
, ,

THEOREME 4 e5 > - Tout6 fonction f(x) satisfaisant les conditions (À) avec
é = ] , et telle qUe v  q )  / est un polynôme.
CARLSON [1 ] avait trouvé ce résultat par un autre procédé . Il donne un exemple

de fonction arithmétique ayant dans ÔÉj (x) 3 0 pour indicatrice de croissance
v ( y ) = g ( f ) , à s avoir 

. 

.

5. Etude des fonctions de type exponentiel st tellEs uE f(x) et
f (- x) soient simultanément arithmétiques.

POLYA, en 1915, avait démontré le

THÉORÈME 5.1. - Si f(x) est une fonction entière telle ue f(n) soit un en-

tier rationnel pour n entier rationnel positif ou négatif~ la condtion :

entraîne que f(x) est un polynôme.

La méthode employée dans 4 pour les fonctions arithmétiques réussit encore

1 ° Cas des fonctions paires ’ f (x~ - f (~- x ~ ~ .

On considère la série



Les singularités de H(z) sont donc intérieures au domaine TX, transformé du
domaine S par z = e 

s 
+ e 

-s 
.

Si le diamètre transfini /~ ~ T~ est inférieur à 1 ~ H(z) est une frac-
tion rationnelle, d’après le théorème 4-1 on a :

sont des entiers algébriques appartenant avec tous leurs conju-

gués à T

Montrons que f(n) est de la forme

a. Pesons d’abord

et cherchons la forme de la fonction paire (n) déterminée par (5.1).

Les séries de .puissances associées sont 
’

~z? est une fraction rationnelle ayant pour seul domaine ~S ~ à

près osi donc simplement le segment (- v , v) où v et - v . sont détErmi.nés

sv + o 
_ v 

o

Posons 

Soit r une courbe entourant c et u.

S vérifiant (H) on peut trouver u ~ c , et T de façon que i vérifie (H) .

Alors la fonction l1(u) a les mêmes singularités dans (‘ , et donc S , que



De façon analogue, on démontre que l(u’) a les mêmes singularités dans S qae :

où =F~(z) avec z=e~’ ,
Il en résulte que a les mêmes singularités dans T qu6 :

. ~ 
.

ces singularités sont toutes des pôlcs, et c6s pôles sont déterminée par :

. VI J

b. h(n) _ ~ ~,i entraine donc

D’où le 

THÉORÈME 5.2. - Si f(x) paire,entière.de type exponentiel est arithmétique, et
si le diamètre transfini de T~ est inférieur à 1 y alors

où sont des unités situées avec toutes leurs conjuguées dans T ;

THÉORÈME d’unicité 5.3. - Il sc démontre comme dans 40 Si f(x) entière, paire
est arthmétique et si (S ) vérifie l’hypothèse (H)

1 l

THEOREME 5.4. - Si aire entière, de type exponentiel est arithmétique,
si   1 et si S vérifie l’hypothèse (H), alors 

i

t

2° Cas des fonctions impaires . - se traite de façon analogue en posant



alors

3° Toute fonction est la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire. -

Soit f(x) une fonction entière, de type exponetiel, telle que f(x) et f(- x)
soient arithmétiques?

THÉORÈME 5.5. - Si le diamètre transfini 1:1 x de T est inférieur à 1.

! ...

THEOREME 5.6. - Si   1 , et si S vérifie l’hypothèse (H) , alors ,

CONSEQUENCES. - on peut prendre en particulier pour S le cercle |s|  w . D

. est le domaine 
.

dont le diamètre transfini croit avec w ~ et est égal à 1 pour w = w~ = 0,9934 ...

comme W ; la condition (H) est vérifiée si M  j0~ *
/ B

THEOREME 5~7. - Toute fonction f(x) entière de type exponentiel w telle que

f(x) et f(-x) soient arithmétiques est de la forme (5*3) si w  

En particulier si w  = 0~96242 .. ~ ~i ~ ~ est la seule unicité :

f(x) est un polynômoo (On retrouve le théorème 5.1) 
~ 

.

6~ Etude des fonctions f(x) vérifiant la condition (A) telles que la dérivée
n-ième prenne une valeur entière c 

.

f’(n) a pour transformé de Laplace s ~(s) - D’où

00 ~)(~Soit H(z) la fonction représentée par la série 03A3
n==0 z



Les singularités de H(z) appartiennent au domaine V transformé de S par

z = s e o Si le diamètre transfini v de V est plus petit qui 1 ~ H(z) est

une fraction rationnelle.

La fonction de us z = u eu est multivalente. Elle fait correspondre biunivo-

quement le domaine du plan des u g limite pas la courbe d’équation polaire

P= et contenant le point u = 0 , au plan des z « Dans la suite on dési-

gnera le point de Uc) associé à z par z = u eu par u == )((z) .

. Supposons que S appartienne à a On peut trouver une courbe con-

tenue dans et entourant la courbe G et le point u a

L’intégrale w2014 ( ~~ ~ est holomorphe à l’intérieur de r . Donc ~(u)
-se

et (1 + u) e h(u) ont donc les mêmes singularités dans (/ ~

Ona 
. 

.

, , .

THEOREME 6.l.- Si le diamètre transfini de V est inférieur à 1 et si l’en-

semble S est contenu dans Ut) 
"

les X. e 
03B1i 

étant des entiers algébriques, appartenait à V ainsi que tous

leurs conjugués.

CONSÉQUENCES. - Si on prend pour S le cercle |s|  r , V est le domaine .

tV ()| r dont le diamètre transfini croît avec 03B3 et est égal à 1 pour 

peu différent de 0~7; pour r  r. ~ le cercle )sj ( ~-r est contenu dans (D .
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THEOREME 6 ~2. - Les fonctions entières f(x) pour lesquelles est en-

tier et dont le type r est infériEUr à r = 0 , 7 ... sont de la forme (1 )

- Si r  = 0, 567 cu zéro est le seul entier algébrique contenu, f(x)
est ur polynôme
- Si r  Y (-~-~-) = 4, E ~ 6 ... p zéro et 1 sont les seuls entiers algébriques
contenus et
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