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IES FAISCELUX, I,

par liichel ZISMAN

/
1. DEFINITION. - Un faisceau sur un espace topologique X est constitué par la
donnée d'un espace topologique F et d'une application contimue p : F—2X sur-

jective telle que
a) pour chaque x€ X , p'-1 (x) = Fx est un groupe abélien

b) la projection p est un homéomorphisme local i.e. tout élément de F posse-
de un voisinage ouvert que p applique biunivoquement et bicontinument sur un ou-
vert de X .

c) On note F +F la partie de F x F formée des couples (& , 'ﬂ) tels que
p(d) = p(ﬁ) . Alors 1ltapplication (& , }3) =K - ﬁ de F +F dans F est
continue. ’ :

REMARQUE. - Les faisceaux définis ci-dessus sont des faisceaux de "groupes abé-
liens". On peut de méme définir des faisceaux de k=modules (k anneau quelconque) ,
des faisceaux d'anneaux, en imposant & FX d'étre un k-module, ou un anneau ; on
transforme alors en conséquence l'axiome ¢ , en imposant aux nouvelles applica-

tions introduites dans F ou F +F d'étre continues.

Premi¢res propriétés. - On déduit irmédiatement de b) que la topologiec de F in—

duit la topologie discréte sur chaque Fx .

Si on mote O, 1'élément nmul de F_ , il résulte de b) et c) que l'application
X—> OX de X dans F est continue. On en déduit que 1l'application & - -
de F dans F est continue, et que 1'application (K , p)—; ok +P de F +E
dans F est continue. :

2+ Sections d'un faisceau.

Soit U wun ouvert de X : On appelle section de F au-dessus de U wune appli-
cation contimie s : U—F telle que po s soit 1l'application identique de U .
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Autrement dit s(x) € F_ pour tout x& U . On désignc per F(@U , F) 1ltensemble
des sections au-dessus de U . Si s et s' sont deux sections au~dessus de U
ltapplication x—s(x) + s'(x) est une application continue de U dans F puis-
que l'addition est une application continue de F +F dans F . On en déduit que
@ ,F) estun groupe abélien, 1!'élément nul du groupe étant bien évidemment

1l'application x—3 Ox définie précédemment.

Si UCV , et si s est une section au~dessus de V , la restrictionde s a

U est une section au~-dessus de U , d'ou un homomorphisme

v ;
PU : T (V,F)=—-TU,F) .
L'axiome b) montre que s(U) est un ouvert de F , et que si U parcourt une ba-
se d'ouverts de X , les s(U) parcourent une base d'ouverts de F .
Enfin, pour tout « € Fx y 11 existe une section au-dessus d'un voisinage de x
telle que s(x) = Kk , et deux sections jouissant de cette propriété coincident

dans tout un voisinage de x .

Autrement dit FX est la limite inductive des J (U , F) munis des applications

fg suivant 1l'ordonné filtrant des voisinages de x . (Rappelons en effet, cf. [ 7],
que se€lJ(@U,F), s'el(V,F) donnent le méme élément de la limite inductive
si et seulement si il existe WC U et WCV tels que FEI s = F;I, st).

3. Préfaisceaux.

Un préfaisceau 3’“ sur un espace topologique X est constitué par la donnée pour
tout ouvert U de X d'un groupe abélien FU (FU =0 si U =g) s pour tout
couple. dlouverts U , V tels une UC V d'un homomorphisme rg : FV——-v FU , les
g vérifiant la condition de transitivité rg o rg = r‘g chaque fois que UcCVelW .
La donnée d'un préfaisceau JF sur X permet de définir un faisceau F sur X de

la inaniére suivante :
a) Fx est la limite inductive des FU sulvant 1l'ordonné filtrant des voisina-

ges ouverts U dc x . Désignons par rg 1'homomorphisme canonique F

_—%FX
(x€eU) .

U
b) sur l'espace somme F des Fx on définit une topologie : soit fé‘.FU et
XE€ U, fx = rz fe FX . On désigne par fU 1l'cnsenmble des fx gquand X par-
court U . Quand U parcourt une base d'ouverts de X , ll'engemble des fU vé-
rifie les axiomes des bases d'ouverts, et définit par conséquent une topologie
sur F .
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I1 reste & vérifier que les propriétés a), b), c) sont vérifiées, ce qui ne pre-

sente aucune difficulté.

Ltapplication U-—F définie par x-ﬂ>r; f (fe FU) est continue par défini-
tion méme de la topologie de F . C'est donc une section de F au~dessus de U ,
d'ol un homomorphisme canonique i : Fy =2 (U ,F) . En général, cet homomorphis-

me n'est ni injectif, ni surjectif.

REMARQUE. - Des préfaisceaux différents peuvent donner le méme faisceau (& un iso-

morphisme prés bien entendu) .

KELRQUE. - F  étant un faisceau sur X , les [ (U , F) et les homomorphismes
P.g définissent un préfaisceau ccnoniquement associé & F . Le faisceau engendré

par ce préfaisceau est F .

4. Exemples de faisceaux.

a. Faisceau constant. - Soit G wun groupe abélien, et F =X x G oh G est mu-

ni de la topologie discréte. La projection p est la projection canonique
XXG")X.
Ce faisceau est appelé le faisceau constant, et souvent identifié & G .

b. G est un groupe abélien. - On construit un préfaisceau F come suit : Py

. oo s s . V
est l'ensemble des fonctions définies sw U & veleurs dans G, F,—>»F

vt vy
est 1l'opération de restriction d'une fonction. Le faisceau F associé est appelé

by

faisceau des germes de fonctions & valeurs dans G .

Cs FU est l'ensemble des fonctions continues sur U & valeéurs réelles (resp.

complexes) rg

pondant F est le faisceau des germes de fonctions continues & valeur réelles

est 1'opération de restriction des fonctions. Le faisceau corres-—

(resp. complexes) .

d. Supposons que X soit une variété différentiable (resp. analytique complexe).
Fy est 1l'ensemble des fonctions différentiasbles définies sur U & valeurs réelles
ou complexes (resp. holomorphes sur U & valeurs complexes), rg 1'opération de
restriction des fonctions. Le faisceau. ccrrespondant est le faisceau des germes de
fonctions différentiables (resp. holnmorphes)..

es Soit E— X un espace fibré a fibre vectorielle [8]. FU est l'ensemble
~des sections du fibré au-dessus de U . rg est 1ltopération de restriction des

applications. Le faisceau correspondant est le faisceau des germes de section du
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fibré E—X .

f. X’ est une variété différentiablc. FU est 1l'ensemble des formes différen~

tielles différentiables de degré p (cf. [6]) définies dins U et rg

triction 3 U des formes définies dems V D U . Le faisceau correspondant est le

la res-

faisceau des gormes de formes différentielles de degré p .

LRQUE. -~ Dans fous les exemples a - f , l'homomorphisme i 3 FU—'N—(U » F)

est une bijection.

5. Sous~faisceaux, f:rJisceaux quotients.

Soit F un faisceau ; powr tout x €X soit G CF_ et G = UGX . On dit

que G est un sous-faiscezu de F si

a) G, est un sous-groupe de F_ pour tout x €X

~ b) G est.un ensemble ouvert de F .
La condition b) est équivalente & la condition

b') Si x est wn point de X, ot si 8 est une section de F au-dessus d'wn
voisinage de x telle que s(x) & G, ona s(y) € Gy pour tout y assez

voisin de x .

La restriction de p & G est alors un homéomorphisme local 5 et la propriéhé

¢ de la définition 1 est éviderment vérifide ; donc G est un faisceau sur X .

Soit G un sous—faisceau de F . Posoms H =F x/GX pour tout x€ X . Munis-
sons H = UHX de la topologie quotient de la topologie de F (un ensemble de
H est ouvert, si il est 1'image d'un ouvert de F) H est alors un faisceau ap-
pelé faisceau quotient de F par G ot désigné par F/G . Pour définir H on
peut aussi utiliser un préfaiscesu H : On pose HU =Tw,mn/ru, c , y

T
U
est 1'homomorphisme défini par passage au quotient de 1'homomorphisme
Vo
Pp: TV, B> U, .
Le faisceau H associé & H est le faiscenu quotient F/G .
AN

L'homomorphisme i : Hy =1 (@U, H) n'est pas sur, en général, mais il est
toujours injectif. Soit en effet t € HU tel que i(t) = O . Il existe donec, pour

tout x &€ U un voisinage ch U tel que rg t =0 . Soit d'autre part s une
X

section de . ['(U , F) qui donne t par passage au quotient. Par définition de

1'homomorphisme rg ’ rg t provient par passage au qQuotiont de la restriction
X X
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de s & Ux . On & donc s/Ux € [(U, G . Comme {UX] est un recouvrement de
U quand x wvorie, s € [(U, G et t=0.

On a done une suite exacte
0—T (U 3 G) —T (U ’ F)—TU , H)

Localement on a« cependant la proposition : si s est une section de H dans un

voisinage U de x , il existe un ouvert VC U (x€ V) , et une section
te W, )

telle quc la ¢lasse de t(y) modulo Gy soit égale & s(y) pour tout y de V.

6. Homomorphismes.

Soient F et G deux faisceaux sur X . Un homomorphisme (,P de F dans G
est une application continue de F dans G , telle que la restriction VX de (f

a FX soit un homomorphisme de FX dans CrX .

EXEMPLES. - 81 G est un sous-faoisceau de F , 1'injection G-—>F et la pro-

jection F—» F/ G sont des homomorphismes.

Soit s wune section de F au-dessus de U et (f un homomorphisme de F dans
G . lf)xo s(x) est une section de G au~dessus de U puisque (f est continue

et que ‘fx : F =>G,_ . On obtient donc 2insi un homomorphisme [(U , F)~> Tw,q

Noyau et image d'un homomorphisme (F ¢ F—=G . - Le noynu est 1'image récipro-

que de l'ensemble des O € G quand x parcourt X . Soit N =UN_ cét ensem-
— tima o o
ble, et I = U?X(FX) l'image de F par kf .

N est un sous~faisceau de F . — En effet, étant continu ¢t 1'ensemble des
0, étant ouvert (cf. paragraphe 2) N est ouvert dans G ; d'autre part N

est un sous-groupe de Fx et par conséquent N est un sous-faisceau de F .

I est un sous-faisceau de G . - En effet IX = &FX(FX) est un sous~-groupe

de Gx , dlautre part l'axiome b') du parzgraphe 5 est vérifié : soit t wune sec-
tion locale @e G telle que t(x) € IX . Il existe une section locale ‘s de F

telle que LF o s(x) = t(x) donc dans un voisinage de x , t(y) € Iy .

I est isomorphe & F/N . - En effet définit un isomorphisme de F_/N
‘f’x P X

sur IX et la démonstration précédente montre quc 1l'application (]D est ouverte

(transforme des ouverts en des cuverts). On en déduit que 1o topologie de I est

la topologie quotient de F définie par H .

On dira que LF est injectif si tf’x est injectif pour tout x .
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On dira que t? est surjectif si (Fx est surjectif pour tout x .
On dira que %’ est bijectif s'il est & la fois injectif et surjectif. est
alors un isomorphisme de F sur G car N=0 et I=G. (0 désigne le fais-

ceau constant sur X défini par le groupe nul).

Suites exactes. = Toutes les définitions relatives aux homomorphismes de grou=-

pes abéliens peuvent se transposer aux homomerphismes de faisceaux. En particulier
une suite d'homomorphismes est dite exacte si 1'image de chaque homomorphisme est
égale au noyau de l'homomorphisme suivant. Si G est un sous-faisceau de F on a

donc la suite exacte & cing termes.
0= G =F—>G/F—0 .

r' qui fait passer des faisceaux aux groupes abéliens transforme cette suite

exacte en la suite exacte
0-(U , 0) >IU , F) »T(U , &/F)
(on dit que [ est exact & gauche) le dernier homomorphisme n'étant pas surjectif

en général.

7. Homomorphismes de préfaisceaux.

On a vu au paragravhe 6 que la donnée d'un homomorphisme 1? ¢ F— G dinduisait
des homomorphismes [ (U , F)—[ (U , G) . Réciproquement soient 2 préfaisceaux
V

E et G dommés respectivement par des Fy (GU) Ty (r'g) . Un homomorphisme

, N . . \Y _ v
3&_,£L est un ensemble dihomomorphismes Yy ¢ FU~—?GU tels que r'U Py = ‘fU Ty

Soient F et G les faisceaux associés & F et G . L'ensemble des ¥ défi-
) R A U
nit un homomorphisme du systéme inductif (FU s rU) dans le gysteme inductif
v N . s tps s

(GU s r'U) (ob. U parcourt l'ensemble des voisinages de x) et définit done par
passage & la limite inductive un homomorphisme TJX : FX-—>GX . L'application
lf ¢t F3G qui s'en déduilt est évidemment continue. Ainsi un homomorphisme de
préfaisceaux induit un homomorphisme des faisceaux correspondants. La limite induc-
tive transformant des suites exactes en suites exactes, une suite exacte de pré-

faisceaux engendre une suite exacte des faisceaux correspondénts.

On dira qu'un homomorphisme de préfaisceaux est surjectif (resp. injectif) si
tous les T[] sont surjectifs (resp. injectifs).

REMARQUE. -~ Un homomorphisme_de préfaisceau peut ne pas étre surjectif, tout en
induisant un homomorphisme surjectif des faisceaux associés. iinsi si G est un

sous-faisceau de F , les préfaisceaux canoniquement associds & F et F/G sont
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tels que 1'homomorphisme [ (U , F)=[ (U , G/F) n'est pas surjectif en général.
Et cependant 1l'homomorphisme induit sur les faisccaux correspondant F— F/G est
surjectif. C'est au fond ce résultat qu'exprime la proposition énoncée & la fin du

paragraphe 5 .

&. Un exemple d'homcmorphisme.

Soit € 1le faisceau des germecs de fonctions continues & valeurs complexes dé-
fini au paragraphe 4 : Fj = MU, C) est l'ensemble des fonctions contimues a
valeurs complexes définics sur U . Considérons 1l'ensemble EI’: des fonections con-

. - by ‘0 * V4
tinues sur U & valeurs complexes et non nulles sur U . F, cst un groupe abé-

U
‘lien pour la rultiplication des fonctions. Les F{; ’ r*g (r*g est la restric-

tion & U des fonctions définies sur V o U) définissent un faisceau ¢* . On
définit un homomorphisme 17‘U'°->F3.t par f——ae?‘iwf pour tout f € FU d'ou un ho-
momor phisme C—C* .81 32 désigne le faisceau constant défini par le grbupe des
entiers rationnels, Z est évidemment le noyau de lthomomorphisme c—Cc* atod

une suite exacte
09Z—=C—oC =0

On a un résultat analogue en utilisant les faisceaux définis dansleparagraphe 4,.4d .

9. Extension d'un faisceszu.

Soit F un faisceau sur X et Y wune partie de X 1'ensemble p-l(Y) muni

de la topologie induite de celle de F est un faisccou sur Y , noté F(Y) .

Supposons que Y soit fermé dans X (Y #f) et soit F un faisceau sur Y .
I1 existe alors un faisceau défini & un isomorphisme prés sur X , soit f tel
que F(Y) =F, ﬁ*((’,_X ) =0.Deplus (W ,H luny,r .

En effet, on doit avoir F = FU(CX Y x 0), f)(d) =p(d) pour XEF,
A . » . ’: . .
p(x , o) =x pour XG.CXY.Onadonc 'FX::FX st x€¥Y, IX~O si x€ | Y.

A
Enfin, on a une topologie sur F en prenant pour base de voisinage les ensembles

s(UNY) u (N CX Y) x 0) ot U parcourt une basc de voisinage de X et s
les sections de F "au-dessus de UNY .

On peut aussi construire un préfaisceau pour F : I‘;U =TT@UNY,F) ;si
tcv, rz est la restriction des sections au~dessus de VNAY a UNY.
Comme Y est fermé, un point x & CX Y possede un voisinége U tel que

iNnNY=¢

et par conséquent on a bien ﬁx =0 pour x & CX Y.
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