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SUR LA LOCALISATION DES ZEROS DES POLYNOMES

D'UNE VARIABIE COMPLEXE

par Spiros ZERVOS

NOTE. - Pour 1la commodité du lecteur, les renvois bibliographiques référent (dans
la mesure du possible) aux exposés systématiques et non aux Mémoires originaux j

le passage & ces derniers est treés facile, & partir des exposés cités.,
INTRODUCTION

Depuis les contributions fondamentales de CAUCHY ([117, p. 10 ; [17], pe 95).
GAUSS ([117, pe 37 5 [17], ps 7 3 [27]), pe 5) et LAGUERRE ([11], p. 38 3 [17], p. 38 ;
[27]), p. 13), on enregistre un trés grand nombre dc trovaux. sur le sujet de la
Mocalisation (ou géométrie) des zéros des polynSmes d'une variable complexs" 3 on
peut se renseigner sur bon nombre d'entre eux dans les livres de DIEUDONNE (11 ],
de MARTEN [17]et de WALSH [27]. I1 semble, toutefois, que la recherche de la
généralité propre (au sens moderne du terme) des problémes et des résultats de la
localisation n'a pas attiré l'intérét des chercheurs, jusqu'd ce jour. Pourtant,
on n'avait pas manquer de remarquer que les résultats intéressants obtenus
admettaient le plus souvent des démonstrations "élémentaires" (exemple : Ls pro-
bléme de Landau~Montel ([11 ], p. 21 ; [17], p. 109) a été abordé pour la premiére
fois par LANDAU comme application, aux polyndmes, de ses résultats sur le théoréme
de Picard j FEJER [13 ] et MONTEL [19] ont démontré des résultats généraux sur le
probléme de Landau pour les polyndmes y compris le théoréme d'ALLARDICE [1], par
des procédés nettement élémentaires). Cette constatation avait incité de nombreux
chercheurs & rechercher de fagon systémetique de telles démonstrations.En plus de
ses résultats pratiques, cette recherche avait fini par créer la quasi-~certitude
intuitive que certaines méthodes élémentaires sont liées avec la nature du sujete
On peut voir cela, par exemple, dans les travaux de MONTEL [19], [21] (voir ses
démonstrations "algébriques") et dans les préfaces de DIEUDONNE [11], MARDEN [17]
et WALSH [27].
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Quand une telle situation se présente, il est naturel d'essayer de justifier
1l'intuition en mettant en évidence les structures qui y entrent en jeu effectivement.

On est ainsi conduit & rechercher la généralité propre des choses 3 c'est ce
probléme que nous nous sommesS posé.

Réponse partielle. - Elle concerns un certain nombre de résultats classiques j

nous les distinguons en deux classes essentiellement différentes, quoique non

disjointes.
1. as = Le probléme de la minoration des valeurs absolues de tous les zéros d'un
polyndme d'une variable complexes

Ce probleme est un cas particulier de celui de 1la minoration des normes des zéros

) 2 w v \ ) 'y . i rd . 2’
d'une seris ::%=n a, X , @ coefficients dans un anneau normé, non nécessairement
associatif ou commutatif (les veleurs de la variable étant prises dans le méme

anneau).

/ N\ ’
THEOREME Ce - Les normes dcs zéros de la séris citée sont toutes minorées par la

racine positive de 1'équation

®) | la 1l ==, Clla, 1D lx|" = 0

dans le cas ou cette racine existe, par le rayon de cbnvergence de la séris du ler
membre, dans le cas contraire ([287, lemme 3 ; [29], 6, III). (On voit aisément

que ce théoréme est également vrai dans certaines structures plus générales que

la structure d'anncaun).

COROLLAIRE. - Si 1l'annsau en question contient le corps des réels R, les pro-

blémes de minoration, pour cet anneau et pour R , sont entiérement équivalents

(quand on considers les a, comme des paramétres décrivant l'anneau, la racine

positive et les fonctions qui la minorent comme fonctions de ces paramétres, etc).

Le théoréme C (de démonstration immédiate) généralise un résultat clagsique de.
Cauchy pour les polyn8mes d'une variable complexe ([117J, pe 10 ; [17], ps 95).

On est donc ramené au probléme de la minoration de la racine positive de 1l'équa—

tion b0 = }:031 bV x s OU bO >0 et b~v >0 pour v>1, en supposant que

cette racine existe -3 nous avons développé dans [28] et [29] une méthode générale
trés simple pour 1l'étude de ce probléme ;3 elle donne immédiatement la plupart des
résultats conmus et permst de construire autant de fonctions (non-trivialement)
minorantes que l'on veut. Dans le cas des polyndmes, MABKOVITOH avait donné
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précédemment une autre méthode générale [18].

En particulier, il résulte du théoréme C que les anciennes minorations([11 ],
p. 14-18), ainsi qus tout autre minoration que 1'on pourrait obtenir & partir de
1'équation (E), sont velables non seulement pour les racines réelles ou complexes
des équations 25520 8, 2’ =0 (3 coefficients dans le corps des complexes)
mais également pour les racines contenues dans un sur-annsau normé, non nécessaire-
ment associatif ou commutatif, du corps des complexes, tel que la restriction de

la norme am corps des complexes coincide avec la valeur absolue ordinaire.

. . . . . @
Signalons enfin que certains théorémesélémentaires sur les séries 5:%“0 a, bv
restent valables dans un anneau normé, non nécessairement associatif ou commutatif';

excmple : la régle dthbel ([24], pe 12). -

be — Parmi les résultats sur la minoration des valeurs absolues d'au moins p
zéros d'un polynéme de degré n > p d'une variable complexe, considérons ceux

qui peuvent &tre déduits du théoréme cité de Cauchy par le seul emploi de propriétés
générales des corps commutatifsalgébriquement clos ; ils constituent manifestement

des théorémes vrais dans ces corps. Certaines méthodes déja classiques, par exemple
cellesintroduites par MONTEL ([17], p. 113) et VAN FIECK ([17, p. 114), entrent
dans cette catégorie j voir aussi ([R9], 4, II).

Dans les corps cités, le probléme de la majoration des valeurs absolues d'au moins

p =zéros d'un polyndme est entiérement équivalent & celui de la nminoration.

Nous ne reviendrons pas (dans cet exposé) sur les cas mentionnés dans 1.

2, Des problémes coneernant les relations entre les zéros d'un polyndme d'une

variable complexe et les zéros de sa dérivée.

Clest exclusivement de la généralisation de tels problémes que nous nous occupe=

rons ci-dessousa

Certaincs parties de cet article ont été revues et corrigées par Pierre GABRIEL ;

je lui adresse ici mes plus vifs remerciements.

1, Préliminaires.

1. Notations, terminologie-o

D (E) = cnsemble des parties de l'ensemble E .
gﬁ = ensemble vidc.

E - A = complémentaire de l'ensemble E N A par rapport & E .
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Dens le cas o E est runi d'une loi dec groupe additif et o 4 C E , 1l'enscmble
des éléments x -y de E tels que x€ E ot yei sera désigné par E + (= 4) 3

si A={a} , o a=E, onéerira (~a) & lia place de (-{a}) «

Toutes les fois que nous introduirons une notion nouvelle, nous la désignerons
par une combinaison de lettres, "d.e" ; etc., que nous spécificrons j la méme
méthode sera suivie pour des notions déja existantes dans la littératurc, quand

leur nom pcut prétcr & confusion.

En ce qui concerns les termes habituels, plusieurs sont empruntés & BOURBAKI ;
ainsi, on appellera peimutation d'un cnsemble E , une application biunivoque de
E sur lui-méme. Las corps des v'amblonnelsz, des réels, et des complexes seront
respectivenent d951gnes par Q , R, et C . On identifiera C , muni de la topologie
habituelleﬁﬂ:R il sera appelé plan complexe. N = ensemblec des enticrs positifs.

Si M est un corps, M désignera le groupe multlpllc?tlf des é1émcnts non nuls
de M (ou l'ensemble des éléments de ce groupe)s

Le compactifié C W{w}de C (par adjonction d'un point & 1'infini <o ), muni

de la structure (algébrique) de corps projectif, scra noté C., 3 nous appellerons
"deo" de O,

{Les parties de C QS » C , les disques ou demi-plans ouverts et leurs réunions
avec une partie connexe de leur frontiére.

Les complémentaires de ccs cnsembles dans C,, -

NOTLTION, - (9(C,) = ensemble des dec de G, e

Notion wusuelle de convexité (par rapport & R) dans C ; notation : BC =
ensemble des parties convexes de C »

On ne considérera que des zéros de la fonction f(x) contenus dans scn ensemble
de définition, et différents de eo -

Le méme symbole "=" sera utilisé dans les identitds et dans les équations ; le

contexte permcttra de faire la distinction,

On dira qu'un corps est "de caractéristique co" au lieu dec dire qu'il est
- "de caractéristique O" ; on attribuera ici & o 1la signification + o j ceci
permettra d'exprimer certaines relations sous forme d'inégalités,

2. Un probléme fondamental pour la localisatione.

La donnde des zéros d'un polynSme £(z) détermine entidrement les zéros de sa
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dérivés f£'(z) « L'étude de cetic dépendance dans le but de "localiser" les
zéros de f£'(z) a été commencés par GLUSS (loc. cit.), et est a l'origine de
nombreux traveux. Le plus souvent on sc roméne au problénc, équivalent dans ©
(ou dens Cw) des relotions cntre les zéros ¢t les pdles d'une fonetion retion-
nelle fXz)|f(z) ; plus généralenent on étudie le ces d'une fonction rationnelle
de la forme q(z) = 2'-{;;1 gi(z - (xi)—l y oo &5 >0 (notation : dans les
peragraphes 2, 3, q(z) aura cette dernidre signification). Un certain nombre
de questions de localisation se raménent & ce problénc. Examinons-lc.

30 R‘?EEGl Ie

Nous énongons ci-dessous certains résultats classiqucs (sous une forme et dans
un ordre appropriés & notre objcctif).

Le théoréme suivant, dfi essentiellenent & LLGUERRE (loc. cit) et & WALSH ([1l1],
p. 38 3 [25]), pe653), est fondamcntal

4 N
THEOREME L. - Si les N (1 =1, «es , n) sont des nombres positifs constants,
de somme 1, et si le d.c A contient tous les points “i (# @) , les deux

assertions suiventcs sont vraies et (nanifestement) "équivalentes" @

ae Si EeC,, - A, touy les zéros de la fonction de =z

= 6 - «xi)"l -(z - g )

sont contenus dans A .

be La relation

(1) =5 (v- x)T = (5 -7

N

fait correspondre & chaque point 'S@,C - 4 un point ge Lo

Chacun des énoncés as et be entraine que si ¢4 , q(z) ne s'annule pas dans
C - L , résultat df essenticllement & GAUSS (loc. cit.) et & LUCAS ([11], p. 38).

Le cas particulier ou tous les gi sont entiers démontre que tout d.c qui

ne contient pas co , &t qui contient tous les zéros d'un polyndne £(z) , contient

aussi tous les zéros de sa dérivée f'(z) ; proposition équivalente, dans GC

(ou dans G ), au théoréne de Gauss-lLucas (loc. cit,) proprenent dit (origine his—

torique de 1a théorie en question), qui affirmc que les zéros d'un polynSme £1(z)

sont contenus dans -1'enveloppe convexe des zéros de f(z) (cette enveloppe est

un certain polygons)e Ce théordne est 1l'un des théorénes lcs plus largenent
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utilisés dans la localisation. Signalons que BIERNACKI a trouvé en 1955 une réci-
proque au théoréne de Gauss-Lucas [5 .

Les résultats précédents, quoique dc dénonstration sinple, ont constitué jusqu'a

aujourd'hui un outil trés efficace dans 1'étude du problénme de Landau-tontel (voir

Rappel II, paragrephe 10), ainsi que dans 1'étude des polynSnmes apolaires (voir

paragraphe 11) ; chercher dans quellec nesure cccl n'est pas un accident, est 1l'un
des buts du présent exposé.

2. Généralisations de la notion de d.c - Cas des corps.

4+ Unc caractérisation des dec . Prenmiéres définitions.

Le théoréme L énonce des propriétés de certaines parties de Gy, , dites dec ;
nous nous proposons de généraliser la notion de d.c ot d'étendre le théoréne L

3 des structurcs noins fortes que cclle de¢ C .

TERMINOLOGIE, NOTATIONS. - les divers "d.c généralisés" seront notés : "4 §.e" 5

lld.ell ’ "hc:°e" N Theafl o

®(C.,) possdéde la propriété : Si <€C , la permutation ¢ de G, définie

par \@g(z) = (‘5 - z)"l transforme tout d.c ne contcnant pgs z g un dec
ne contenant pas o , donc en une partie convexe de © .

Il y a plus ; cette propriété caractérise @9 (C.,) dans D(CJ(C.,)) (cette as-
sertion est un cas particulier du théoréme 12, paragraphe 17).

. A
DEFINITION 1.,a. - Une partie & de C,, ; ne contenant pas (e C , sera appelée

"ds.e" (de C.,) , si 1'ensenble \PS(A) sst convexe. Notation ¢

GQQ(C60 » B, ) = ensenble des ds.e de Gy o

. ,
DEFINITION 1l.b. - Une partie 4 de O, sera appelés "d.e" (dc Cm) si ells
est soit Cc, , soit C , soit c}& , soit différents de ces trois ensembles et

telle qus, pour tout TeC - L , l'enscuble ’{S(A). soit convexe. Notation ¢
€. Bc) = ensenble des dee ds Oy -

Dtaprés le théoréne de caractérisation cité ci-dessus, (Cov) =(C_, , Bc ) .

Considérons un corps quelconque K , non nécessairenent commutatif ; adjoignons

& K un élénent "infini" o> , et munissons K u{ w} de la structure suivante,

dite de corps projectif s

1. La partie K de Ku{w} gards sa structure initiale de corpse
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2. Pour tout a XK, a+w=w+ta=wo,

*
3. Pour tout ae¢ K, aw=wa=w.

4, 0-1=50, o)-l::Oo

by

Supposons & présent que K est de caractéristique oo ; il cxiste alors au

noins un corps qui cst & la fois sous=corps non trivial de K et d'un corps
isonorphe & R 3 soit Ko un tel corps. On définira la convexité (dans K) par
rapport a Ko .

Romplagons, dans les définitions l.a et 1.b, C par K et G, par K 3

ces définitions permettent de généraliser la notion de d.c

5. Définition générale des dec

Considérons & présent, pour un corps K de caractéristicue quelconque, des
ensenbles B de partiss de K telles que ¢ Pour tout ae K, B+a=B (S.d);
B=aB=Ba (S.2); {a} e B et Ke B (S.3). Les élénents d'un ensemble B

renplaceront par la suite les enscnbles convexese

Toute partie de D (K) vérifiant S t+1 , 2 et 3 sera dite S-cnsenbles Quand
on voudra indiquer que X (respectivencnt Kw) est muni d'un S-ensemble donné
B, on écrira (K , B) (respectivement (K., , B)) & la place de K (respccti-
venent Kw). Exenple ¢ B, est un S-ensenble sur C .

Tout élénent de B sera appeld M"s.e" de (K, B) (oude (K,,, B)) «

Soit L?S la pernutation de K., définie par \?S(z) = (g = 2)™ .

/
IEFINITION 2.0, - Une partie A de K, , nc contenant pas zeX , sera

appelée "d_ee" ds (K, , B) si l'cnsenble \fS(A) est un s.e o Notation ¢
Gag(Kou s B) = ensenble des ds.e de (Ki,y B) o

Vi .
DEFINITION 2.b. = Une partie 4 de K S sera appelée "d.e" de (Koo ’ B) si

ells est soit. K., , soit K , soit ¢ , Soit différente de ces trois dermiers

ensembles et telle que, pour tout Ze K - A , l'ensenble ¢ (L) soit un see
Notation ¢ ® (Kw , B) = ensenble des dee de (K ,, B) '?

Dans le ces particulier ¢+ K=0C et B =B, , on rejoint les notations du
peragraphe 4 3 le théoréne cité dans ce paragraphe permet d'utiliser 1l'abréviation 3

@ (e y B,) =03(C,,) -

TERMINOLOGIE. - Soit (a , b, c , d) € k* . Une perrutation de K, sera alors

appelée homographie & droite, de plle dc-l (respectivenent : & gauchs, de pdle
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c-ld) si clle est de la forne =z' = {az + b)(zc + d)m1 avec ad - be £0
(respectivenent : si elle est de la forme 3z' = (cz + d)ml (za + b) avec
da - ¢b # 0) . Chaque honographie & gauche adnet une transformation réeiproque, qui

est une homographie & droite, et réciproquenent.

Les hypothéses Scl, S.2 et les identités par rapport & z € K

.o

(az + b)(z - g)"l =a+ (ag+ b)(z ~ D, G- rb) =a (2 -9 (ga+b)

nontrent que si L est un d.e ?S g toute honographic de pdle 3 le transforme
en un s.e joun pr-orait done renmplacer, dans la définition 2.b, ‘©,_ par une
honographie quelconque de pdle ¢ en inposant & chacun des transfornés de A

ainsi obtenus d'€tre un 8.6 -

Pour (2, 5)e K , on a les identités par rapport & z e K @
Z +a - (‘5 Fa} =2 - 5, az ~ag = a(z - S) ceci dénontre que chacune des
honographies spéciales z' =az +b, z' =za +b ((a , b) e K2 et a #£0)
induit une permutation de &3 (K., , B) ; en fait, il y a plus :

THEOREME 1, - Chague homographie induit une permutation de (o (K s 9 B) .

DI*SMONSTRATION « = Puisque les honographics sont des applications bij ectives et
que leurs applicationsréciproques sont égalenent des homographies, il suffit de
déniontrer que chaque honogrephie applique @2 (K., , B) dans lui-méne ; cette
derniére proposition étant déja démontrée pour z' =az +b, 2z'=1za +b,

il suffit de la démontrer pour 3z' = (B - z)-"1 s o0 T £co o« Soit A un des
et ch - P (L) 3 il suffit de nontrer que v (k? (A)) est un s.e , l.¢ que
(\fg \e )(i) est un s.e 3 or, ona s 3

[ B G T S W L P S R
9§%»<(2)=

z2-~% ,8l £=0 (cas déja exaniné).

«.f(g - 3"1) = gek - kes(A) 3
L(D(A) = % (K., = &) (L?'S Stant bijective).

1

q Cu

Donc, les homographies transforment les "domaines circulaires" en "domaines cir—
) P

culaires®; tout comme dans le cas classiquec

COROLLAIRE 1l.le- Tout dee %w est un sS.€

IEMONSTRLTION. - Soit A un dee , G # oo ; et P(z) = (T - 2)™
L'application réciproque de k?_g est fo(z) (ZS + l) ; donc, O € k? (A) si
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6t seulenent si e f (k( ())(= &) « Par conséquent, co(f»’* inplique que O & kFt)(A),
nais 0 st le pble de fo s tondis que ‘\P(h) est un dew , d'aprés le théoréde 1.
La définition 2.b entraine alors que fo( LFS(A)) ¢St un 8.6

Exenplcs triviaux de d.e¢ de (K.,, B) t Pour tout ae K, , {a} et
Keo = {a} : (P » K et K _,, per définition.
REMARQUES »
1. Tout dee qui n'est pas un s.¢ es5t 1'image d'un s.e par une homographie.

2. Les traces sur K des dse de (K, ,, B) forment un S-ensemble B' , qui
ne coincide pas avec B , en général. Les d.e %c.o de (K_.,, B) appartiennent

by

a B NB', et forment un S-ensemble B" .

3. Pour chaque x ¢ XK, , poscns V(x) = cnsemble des due » X o (V(x))}C e K

a les propriétés
1° Pour tout a # co, Vix+a)=V(x)+a.
2° Pour tout a £0 , c> , V(ax) = aV(x) et V(xa) = V(x)a .
30 V(x“l) =[V(x) Tl (= ensenble des images rdciproques des dee 2 X).

xeX présente une sorte d'homow
L

généité ; il suffit de connattre un seul V(x) pour les connattre tous. Hes

La remerque 3 montre que K_ muni de (V(x))

conséquences de 3 apparaitront plus clairement dens le paragraphe 7.

Si A C.Km , on désignera par V(L) 1'ensemble des d.c contenant 4 .
6. Exemples.,
Eds -~ B= {K} U ( U {x}) UB_ , oi B = ensenble des partics de K de méme
nombre cardinal 2 (< au nombre cardinal de K). klors,
B (K., B) = {PF U{KLT U ( M SLK - {x}}) VB, ,
ou B, = ensenble des parties de K, de curchnal 2 .

E&le - B = K} UB2 s OU B2 = ensenble des parties de 'K de cardinal < £ a.

hlors, ®(K,,, B) _{kwj vl U qu, - x}} ) UB, , ou By = ensemble des
xeK,,

parties de K., de cardinal < A

E3e = Soit k, un corps contenu entre Q et R, et K un sur-corps de k_ o

B = ensemble des parties convexcs, par rapport a ko de K .
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E.4e - Méme K que dans E.3. B = ensemble des parties de K pouvant 8tre
mis sous la forme A UM , ou 2 AOC = ¢ s, A est solt vide soit convexe, et
[ est de cardinal <=a-
a

E«5. - Définissons & présent une notion de '"convexité" dans un espace vectoriel
sur un corps de caractéristique quelconque > 2 , Soit U un espace vectoriel et

k son corps des scalaires.

DEFINITION 3+ = n = entier positif donné < caractéristique de k o Uns partie

A de U sera appelés ™ - convexe" si, pour chaque entier positif m( 4 n) ,

LN

l'appartenance des é1léments (distincts ou nop_) 8y 5 cvo am & A implique

1 y~m .
1'appartenance de ) ai a A

Si HCU, 1tintersection de toutes les parties n~convexes contenant H sera
appelée envelopps n-convexe de H . '

Tout sous=-espace affine de U est n-convexe.

On peut toujours supposer que k <U . Si la caréctéristique de k est finie » 2,
les seules parties (ron vides) n-convexes de I: strictement contenues dans le
sous=corps premier de !¢ sont les ensembles S"x} , o X € k 3 ce fait a des

conséquences intdéressantes.

Soit K wun corps, et k< K ; pour le méme K , l'ensemble des parties n=convexes
de K est indépendant du choix de k . Cet ensemble est un S-ensemble. Si la
caractéristique de K = o , et si Sn = ensemble des parties n=-convexes de K ,

% Sn = ensemble des parties convexes, par rapport & Q . de K .
nelN

E.6. = Soit M une partie donnée du corps commutatif K ; (0, 1) € M2 o
B = ensemble des parties A de K telles que, pour tout n , l'appartenance des

é1éments 8 p cee 5 B & A implique l'appartenance de 7:-3:1 My a; a &,

pour toute suite M, 5 see )A'n d'éléments de M telle que

s—n _
| = My =t
(Cet = S—ensemble est particuliérement utile & certaines applications)

'EXEMPIE, = n = entier positif donné < caramtéristique de X ; M = ensemble des
fractions %, on A et m sont des entiers 2.0 arbitraires, avec A€ m<£n et

n#0. Alors, B est l'ensemble des parties n-convexes de K .

7+ Remarques.
Le théoréme 1 et le corollaire 1.1 montrent que les d.e de (Kw s B) possédent
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certaines propriétés des d.c de C 3 on est ainsi amené & chercher s'il
@C,,) et a Jo(K_,, B) -

ls Les cxemples E ¢ 1,2 et 3 montrent que le complémentaire d'un des n'est

R

o

existe d'autres propriétés communes

pas, en générael, un d.e « Une exception importeate est fournie par (Cco s Bc) .

2 DﬁFINITIONo - Un ensemble <@ de parties d'un ensemble E définit sur E

une structure "hypotopologique" (: une "hypopOpologigﬁ) s'il est un U~demi treillis

complet, contenant 9b et E . Les éléments de o sont appelés ensembles ouverts de

1'hypotopologic définie par G .

Définissons les notions d'ensemble fermé, de voisinage, d'adhérence, etc. de la

méme maniére qu'on les définit dans la topologie générale & partir des ensembles ou=
verts. Ainsi, dans l'hypotopologie, les voisinages d'un point vérifient tous les

axiomes de la topologis pour les voisinages (BOURBAXI, Topologie generale, Chap I)
sauf, éventusllement, l'axiome des intersections finies.

On peut vérifier facilement que la majorité des "théoremes" et des "propositions™
contenues dans le Chapitre I du texte cité de BOURBAKI expriment des propriétés
hypotopologiquese '

Les rapports de l'hypotopologie avec les "relations de fermeture" de E.H. MOORE
(voir : GARRETT BIRKHOFF, Lattice Theory, ps 49) sont évidents s Oe ORE ([227; [23))
a mis en relief 1l'importance de la notion et il en a appronfondi les conséquences

générales. (La terminologie de ces auteurs différe de la ndtre).

APPLICATION, = La remarque 3 du paragraphe 5 suggére de.considérer 1'hypctopolo=
gle suivante sur XK,, : cnsemble des voisinages de x e K_, = ensemble des parties

de X, contenant au moins un d.e >x non réduit & {x} .« (On suppose que B
est donné d'avance). Dans les notations du paragraphe 5, V(x) - {x} est alors

un systéme fondomental de voisinages de x j (nous avons préféré V(x) - %x% 3

V(x) car ce dernisr choix donnerait toujours la topologie discréts) les homographies

sont des homéomorphismes puisque (d'aprés la remerque 3 du paragraphe 5) elles

transforment V(x) = $x{ en V(y) - {y} ; par conséquent, les classes d'intransiti-
vité de @ G{OJ y B) , par rapport au groupe engendré par les homographies, sont
constituées d'énscmbles homéomorphes entre eux. ‘

Ltcnsemble des de6 non réduits & un point forme une base de 1l'hypotopologie
en question.



3-12
EXEMPIE, = Considérons le cas de (Cw ’ Bc) « la topologie de €., est moins
fine (en tent qu'hypotologie) que l'hypotopologie définie ci-dessus. I1 cxiste 11
classes d'intrensitivité de (D(Cm} (par ropport su groupe des homographies), dont

1l'explicitation est évidentee

3. Le probléme suivant est souvent non-trivial (K'w , B) dtant donné, cher=

cher la signification "concréte" des de.e .

8. La forme intrinséque du théoreéme L .

HYPOTHESES et NOTATIONS, - E! = ensemble non-vide ; F ¢ M(E') est un M-demi
treillis complet (le fait évident que F est alors un vral treillis ne scra pas
utilisé ici). Tout élément de F sera appelé " fee " o L'intersection de tous

les fe.e contenont un ensemble donné LA est manifestement un f.¢ , qui sera

appelé f-cnvcloppe de 4 , et noté f£(h) ; on désignera par f 1'application
isotone F(E') —» F définie par & —> £(h) « E = cnsemble non vide P est
une application E —>E'

DEFINITION 4484 = Un élément 4 de  7(E) scra appelé " hypeo si p(A)
est un feo o

THEOREME 2.8, - Si un h,. e © contient un ensemble A , On a

b2 (E(p®)) -

?

DEi.ONSTRATION, = ¢(®) estun fie contenent P(A) , domc : ©(8) D£(P@)) .

COROLIAIRE 24a4le = Si un h&? ¢ O contient un ensemble A et si

y ¢ B!

‘;1(}') no- ¢ y ﬁlors ¥ %f(’\f-(A)) .

Associons 3 chaqus ensemble ‘A CE une famille (xfi)i o7 4'applications
: A

"fi: E —E!' ,

DEFINITION 44be = Un élénent A de H(E) scra appelé "h.e" , par rapport &

THROREME 2.bs - Si un hee H conticnt un ensemble 4 , on a, pour tout 16&Ip ,

H o f%li(f(tfi(lx))) .
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COROLLAIRE 2.bels = Si un hee H conticnt un ensemble A et si, pour tout

y & Bt

alors yﬁf(p’(f’s)) » pour tout ie I .
FG)InE= ¢, *

APPLICATION, ~ E =E' =0y , F=B_, I, =C -4, ot (z)=(i- 2)™
sous ces hypothéscs, le théoreme 2.b donne le théoréme L ot le corollaire 2.bel
donne le théoréme do Gauss-Iucas (Rappel I) ; on peut considérer les théorémes 2.a
et 2.b comms constituant la forme intrinséque (ici ¢ 'ensembliste) du théoréme L,
et le corollaire 2.b.l comme la forme intrinséque du théoréme de Gauss-Iucas.

9. Lpplications & la géométrie (s localisation) des zéros des polyndmes d'une

variabls.

Gels = Supposons quc E =E!' ¢t que E contient au moins 2 éléments ; ¢£ EO CE;
soit g une application de l'ensemble /) des parties finies non vides de Eo

dans (E) satisfaisant & la condition : Pour tout hel |, 4 cg(h),e.

Appelons "g.e" toute partic X de EO telle que 4L &€ XN A implique que

g(h) ¢ X , Posons ¢ T = cnsemble des ge¢ dc B m est un N -demi-treillis
complet, donc un ensemblc ‘F (du paragraphe 8) sur E_, donc un ensemble F sur
tout sur-ensemble de EO o Particularisons & présent ces hypothéses

GeRe = Eo = corps commutatif K ;3 E =E' =K _, 3 M = partie donnée de K , con-
tenant O et 1 ;3 B = partic de ) (K) définie comme dans E.6 (paragraphe 6).

B est alors un ensemble I (de Gol) sur K, donc un ensemble F sur K, ;3
par conséquent, B est & la fois un S-ensemble sur K et un ensemble F sur

Key 3 si donc ¢ est 1'application z' = (g - 7)™ » les dee de (K, » B)
sont des h‘f> ¢ ¢t on peut appliquer & ces d_soe le théoréme 2.a. Supposons
en plus que ¢

1© A est fini, et

2° Iy =K ~H . hlors, pour \(Js(z) = (_?)‘ - z)"1 on obtient le

THEOREME 3, - Si (dens les hypothéses Ge2) tAiQM s ?ﬂ My= 1,6tle dee H
conticnt tous les éléments txi(;é ), les deux assertions suivantes gsont vraies t

ae Si ge K., =-H, tous les zéros de la fonction de¢ z

= pae - "i)_l ~ (2 - §)-l
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sont contenus dens H »

b La relation
= I N OIS
3= t*i(s 4) =(z-%)

fait correspondre & chaque élément g eK - H un éidmont I eH .

COROLLAIRE 3.ls = Si, en plus des hypothdscs du théoréms 3, co¢ H (i.e. si H
est un so.e j corollaire 1.1), alors H contient toutes les racines de l'équation

en ¢
1

® L pals - xg oo,

Les résultats 3.a et 3.b généralisent, respcctivement, les théordmes Lea et Lob

(du Rappel I) ; le corolleire 3.1 généralise le théoréme de Gauss-Lucas.

COPOLLATFE 3.1l = Si chaque élément d'une famille (Hl) iel de d.e f)cu contient

los éléments & o enc X, 0 8lors N H; conticnt toutes les racines de
iel

1'équation (P)e.
Dans la suite, nous nous contenterons d'énoncer les résultats analogues au
corollaire 3.1, les énoncés analogucs au corollaire 3.1.1 étant évidents modulo

les premiers,

by

~ Supposons & présent que n est un entier positif domné < caractéristique de
"K, et qu¢ B st l'ensemble des partics n-convexes de K . Lfapplication

A — D (K) , définie par + A(e /) =>» cnveloppc n-convexes de A , est une
application g (de G.1) 3§ B vérifie donc les hypothéses de G»2, Supposons en
plus que K est algébriquement clos, et désignons l'ensemble de ces hypothéses par

Ge3e

THEOREME 4, = Si, dans lcs hypothéses G.3, p(z) est un polyndme de degré &n

3 coefficients dans K , tout d.e P w contenant tous lcs zéros de p(z) contient

éoalement tous les zéros de sa dérivée formelle pi(z) o

COROLLAIRE 4.1, = Si, dans les hypothéses du théoreme 4, H gst un deegoo ne

contenant pes tous lcs séros de p'(z) , K - E contient au moins un zéro de p(z) «

COROLLAIRE 4olole = Si, dans les hypothéses du théoréme 4, H est un d.e Feoone,
contenant pas tous les zéros de¢ la m-ilme dérivée formelle .dc p(z) , K ~H

contient au moins un zéro de p(2) .
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Dans lc cas classique de (C,, , Bc) ,» le théortme 4 donne le théoréme de Uauss=
Iucas, ct le corollaire 4.l1.1 donne un lemmc essentiel dans la solution du pro-
bléme de Landau par FEJER [13] s pour le rappeler, nous appellerons le corollaire
4ol el "lerme F'e

Le théoréme 3ea donne le

COROLLAIRE 442 = Si. dans les hypothéses du théoréme 4, H est un de«c con-
tenant tous les zéros de p(z) st ‘gwaK - H, alors H contient tcug les z6108s

du polyndme q(z) = np(z) - (z = B)p‘(z) .

COROLLLIRE 442,14 = Si, dons les hypothéses du théoréme 4, H est'un dee ns
contonant ni O ni la tctalité des zdros de q(z) = np(z) - zp'(z) , il existe

au moins un zdro de p(z) gui n'apparticnt pas & H .

Dans 1le cas ds (C., Bc) , ce lemme est dfl & BALLIEU [3 ] ; il est essentiel
dans sa solution du probléme de Landau ; pour le ,rappeler, nous appellerons le
corollaire 4.2.1 "lemmc B" ,

Chacun des lemmes F , B permct de démontrer facilement les "de.e =généralisations”
de certains résultats classiques relatifs au probléme de Landau-Montel ; il suf-
fit d'"imiter" la marche, respectivement, de Fejér,si l'on part du lemme F , de
Ballieu,si l'on part du lemc B [13], [3 1

10. Le problémc de Landau-Montcle

LANDAU a posé le probléme suivant ¢ Dans C , le polyndme
' Vl vm 1
plz)=1+z+a, 2~ + ..+ z ",
| n Vl thkJ

a

4 m+1 termes non nuls, a=t=dil toujours un zéro dont la valeur absoluec ne dé-

passe pas un nombre ¢(m) , ne dépendant que du nombre des termes non nuls de
£(z) [19] ° '

Remplagons dons cet énonedé "C" par "K M , oo K est un corps commutatif

algébriquenent clos, "dont ees ¢{m)" par "qui soit contenu dens le complémentaire

d'un des H(@m)" ; lec probléme ainsi obtemu a un scns j en voici une réponse 3
’ 3

’ \ : .
THEOREME 5. ~ Si l'entier positif Vﬁ_l est « caractéristique de K , et si

H est un de.¢ nc contenant ni O, ni 1'élément
,{ Vl v!!"'l \

o LN ) - ’
\\ Vl L Vm-l 1 /
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alors K = H contient au moins un zéro de pm(z) .
, 7
DEMONSTRATION, = pz(z) =1l+z+a; 2 ! s lc polyndme
1

ap(z) =V, p,(z) - z pi(z) =V, +2(V - 1)

: V
a lo seul zéro - v—ér . Dans ce cas, le théoréme 5 résulite du lemme B . lichevons
1

la démonstration par récurrcncc. Supposons le théoréme établi pour p7$z) , &t

considdrons
Vet V.-V v V=V, V.
v . 2 A1 1 A1 ™~
Apyy (20 =Ty Py (2) =2 ph,q (2) = V5( + "\7%"3 i TR T~ W )
_ , > v

Le polynBms ontro crochets est le transformé par z = 7o x d'un polyndme de
4
la forme pa(x)', i.e. d'un polyndme vérifiant 1'hypothése de la régurrences
D'autre part, pour V,> 1, H estun dewe si et seulament si 1@ﬁﬁrfi est un
d.e , d'aprés le théoreme 1.
Dans 1¢ cas de (C., Bc) , le théoréme 5 rejoint le résultat de BAILIEU ([3 ],
pe 129) cité dans le Bappel II.

RLPEEL IT. -~ LANDLU ot HURWITZ [13 ] ont résolu des cas particuliers du probléme
de landau. La premiére solution générale fut donnde par LLLLRDICE [1 J. La méthods de
démonstration la plus féconde est due a FEJER ({13 ), utilisation du théoréme de
Gausselucas )o CLSLBONNE a donné unc démonstration. intéressante de la partie qua-
litative du théoréme dthillardice (Gelecta Montel,p. 204). MONIEL a montré, dans
un énoire fondancntal [197]; le fond analytique du probléme (dens C) et 1'a
généralisé dans plusicurs directions ; les nombreux problémes posés par MONTEL
furent étudiés d'une maniére trés approfondic, ct certains d'entre eux furent
résolus. On peut trouver dés indications sur ces importants travaux dans
BIERNACKI [4 ], ainsi que dans [11Jet [17]c Ence qui concerne le probléme de Landau-
proprenent dit que nous avons exaniné ci-dessus, BALLIEU ([3], p. 129) a obtenu une
nette amélioration du théoréme d'sllardice ; le méme résultat fut retrouvé,
indépendarment, par VYTHOULKAS [26 ],

NOTE. - Rappelons le théoréme de Landeu pour les fonctions analytiques. Si
a ¢ C et a, € c* ; 1l existe un nombrc R = R(aO 5 al) tcl que toute fonction

V » PN . .
£(z) ==I:§fo ay %z, régulierc pour lzl < R, prend dans cec disque au moins une

des valeurs 0 , 1 c(TITCHMARSH, Theory of Functions, ecconde édition, p. 283).
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Historiquement, ce théoréme est & 1l'origine du probléme de Landau-iontele

On a cherché & démontrer ce théoréme par des méthodes analogues & celles lides
au lemme F , énoncé pour (C., , Bc) « Le fait suivant nous semble probable @
Ou une telle démonstration est impossible, ou il existe un "d.e—-théoréme" de

Landau (au moins sous certaines hypothéses supplémentaires).

11, Polyndmes apolaires.

Sauf mention expresse du contraire, la signification des lettres £ ,p, g, 9,
F dans ce paragraphe n'aura aucun rapport avec leur signification dans les para=-
graphes précédents.

On supposerg invariablement dans tout ce paragraphe que ¢ le corps K est
commutatif et algébriquement clos ; les polynbmes considérés sont de degré n
tel que, pour tout A(e N*) £n, CS < caractéristique de K

(02 =D ese (n~?2+1)) 5 B = cnsemblc des parties n-convexes de K 3 (0 = M (K, ,B).

Py
' v

Rappelons la définition des polyndmes apolaires dans C : £(z) ::§=o GX a 2 et

g(z) ==Z:§=O CZ bv z' sont dits "gpolaires" quand leuxs coefficients vérifient

. :n _V‘V
la relation =0 (=1) Cn a bn

= 0 . Cette définition se transporte dans K ,

REMARQUE, -~ Les énoncés et la déduction d'un certain nombre de résultats bien
connusliant les dec de G, et les pelyndmes apolaires, en particulier le
théoréme fondamental de GRACE, n'utilisent en réalité que

1° 1es "quatre opérations" et lcurs propriétés générales,

20 1'existence et l'unicité dans C de la déccmposition des polynbmes en fac—

teurs linéaires,

. 3° 1le théoréme L ; par conséquent, ces résultats sont vérifiés par les dee &t

. les polynBmes apolaires dans K., « Enongons certains de ces résultats sous leur

nouvelle forme. (Notation : Les fonctions symétriques élémentaires des lettres
By eesy 7, scront désignées por lcs lettres 8, (i=1, «e.yn) , dans 1llordre

81=E:rf=1za.,--.,~8 =Zl,.-.,zn

5 n 3 on posera 8 S =1 ).

7/ ~ .
THEOREME de coincidence (SZBEGO 1922, [20] p. 16). - Soient &) 5 see 5 X, l&S

zéros du polynbme f(z) Z:QED fé aizi g &t (2] 5 eeey Zn) une solution de la
relation

) —n =
(R) 1=o0 %p Sp 0
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Tout des qui contient tous les ‘Ki contient au moins un Zi .

La démonstration est essenticllement la mfme que dans MONTEL ([20], p. 16) ; la

seconde partic de cette démonstration se raméne au théoréme L, i.c. au théoréms 3.

Les Zl y eee 5z, du théoréme précédent sont les zéros du polynﬁme
-1

g(z) = lho Cn b; z; ; o les bi sont définis par S, = (- 1) Ch el Pp e
(R) s'éerit alors ¢ Z:?=o (= l) Gn al b s spar conséquent, f(z) et g(z) sont

apolaires ; le théoréme de Szegd revient donc & : Tout de.e contenant tous les

zéros ds f contient au moins un zéro dc g . la symétrie des hypotheses dans 1'cx-

plicitationdc cct énoncé cntrafncquc los conclusions sont cllcs-mémes symétriques

done s Si les polyndmss f£(z) et g(z) sont apolaires, tout ‘dec contenant tous

lss zéros de l'undlcux contient au moins un zéro de l'autre. (GRACE,190i,([20],
Pe 19.)9

NOTE. -~ Le théoréme de Grace montre que dans les hypothéses du théoréme de Szegl,

tout d.e contenant tous les 2z; contient au moins un a4 . "Classiquement" on

démontrait ceci de la maniére suivante en montrant que sinon il existerait un

dec 9 contcnanﬁ tous les 23 et pas de <y , puisaue C, - © est_lui aussi
un de.s ,i1 existerait donc un d.c contenant tous les u& et pas de 2z; , ce
qui est absurdec. Mais, dans (K., , B) 1le fait que "0 est un d.e" n'entraine

pas a priorl que "K, -8 est un d.e".

APPLICATIONS .

1, THﬁOREME de composition des polynﬁmes (SZEG5'[17:L Pe 47). - Soient

- v v - v v _ v, .
£(z) v=o Cha, 2 g(z) v:o C b,z , p(z) v—o Cn a_ bz ; soient

K ;les zéros de f(z) , P; ceux de g(z) , ot ¥, coux do p(z) . Alors, tout dee

1

contenant tous les oy contdient des «' tels que Xi= - Do ﬁ%.
: i

(i=1, oou’n) °

DENONSTRATION, = On applique le théoréme de Grace aux polyndmes f£(z) et
zn¢g(- ng—l) » lesquels sont apolaires en vertu de 1'égalité

= (-1)'¢] av[(~1)" b, ﬂ]:o .

l.be = En 1955, BIERNACKI a déduit du théoreéme précédent le résultat suivant, dont
'l’importance est évidente, puisque il constitue en quelque sorte une réciproque

&1 théoréme de Geuss-Lucas, dans C [5] & Supposons que tous les zéros d'un

polyndme soient contenus dans un domaine A borné, fermé et convexec. Soit a €A
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Alors, tous les zéros de f(z) d z sont contenus dans le domainc fermé Y(A , a)
a
contenant A et délimité par la courbe [ ; transformée par homothétie de la

b4

podaire de la frontiére de A par rapport au point a , le centrc d'homothétie

dtant a c¢t le rapport d'homothétie égal & 2. On constate aisémcnt que le fron-

tiére de Y(A , a) est aussi l'enveloppe des circonférences qui passent par le

point a et dont les centres décrivent la frontiére de A . Le domaine Y(A ’ a)

nc peut &tre remplacé par un domaine strictement contenu dens Y(A , a) e

En fait, le théordmec de Bicrnacki précise un théoréme vrai dans nos hypotheses
générales.

Soient : H un doe contenant les zéros A, , e, %, de

v v , 1 (%
£(z) = v=o C, e, 5 ¥y o cee s ¥, les zéros de h(z) == go f(z) dz
( 5 ayant ici un sons purement forrcl) ; , /31 s ose g ﬁn les zdéros de
' b
1 v
1 n o (L+z)™ 1 Y0 V3Z__
g(z) = - ; (1 +2) dz = w3z o On el
o

Alors, h(z) cst composé (dans le sens du théoréme de composition des polyndmes)
des polynfmes f£(z) et g(z) 3 H contient donc des éléments 0<i' tels que

Y == % ,fﬁji (i=1, ose , n) 5 donc ¥ = (- ﬁ ) ', + L'ensemble (—ﬁl)H
est un dee § d'autre part, les ;’3' sont les # O racmes de 1l'équetion

(z + 1)n+1 =1, i.e:s les n-éléments -~ 1 + n+1 (°\ i 1 déerit 1'ensemble

- des n (n+l)~idmes racines de ltunité différentes de 1) Dtou le

THEOREME 6. = Si, dans lcs hypothtses générales de ce paragraphe, H est un -des

contenant les zéros Ay 5 see 5 X du_polyndme f(z) de degré n , chague zéro

du polyndme h(z) =lz- f(z) dz (intégration formelle) est contenu dans au moins

un des dee (=1 + \/ 1) (i=1, cee y n) « (Nous n'avons pas supposé que
O€H ouque H estt N--CONVEXE ) »

2« BAPPEL III. = Un corollaire célébrs du théoréme de Grace sst le résultat
suivant, démontré indépendamment par GRACE (1901) ot HEAWOOD (1907), ([17], p. &) :

Considérons, dans C un polynbme f(z) de degré constant n qui a deux zéros

distincts 2z, 5 2, fixes, ¢t les autres zéros enticrement arbitraires. Alors,

1z, et 3z, déterninent cntiérement un disque contenant au moins un zéro de
£1(z) 3
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29 1c disque d¢ centre —— 6t de rayon e cot o est un tel disque.

L'importance de cc résultat réside dans ce qu'il "remplace" dans C le théoréme
ds Rolle. (Toutefois, il n'cst pas une géndralisation de. ce dernier. DIEUDONNE [ 9]
et FLVARD [12 ] ont donné des généralisations du théoréme de Rolle pour des

closses importantes des fonctions).

L'extension du théoréme de CGrace & K, entraine l'extension suivante du théoréme

de Grace-Heawood ¢ dens K, , ct dans les hypothéses générales de ce paragraphe,

considérons deux zéros distincts de f£(z) =:z:§::O a, z’ » 2y ot 2z, ; alors
V VY A e s
I:$=1 av(z1 - ZZ) = 0 ; mais .
Zy = 2
= =0

v=l v v
est une relation lindaire par rapport aux coefficients va, de la dérivée formelle

£'(z) de f£(z) ; ollc détermine donc, & un commun multiple prés, les coefficients
d'un polyndme g(z) apolaire & f£'(z) ;3 les coefficients de g(z) ne dépendent

que de 2y , d& 3, et de n j en fait,

g(z) ::52551(— 1)V CZ(ZY - Zg)zn-v = (z - zl)n - (z - zz)n .

Dtou 1le

o>

THEOREME 7. - Dans K

chaque couple de zéros distincts z; , %, d'un polyndmec de degré conmstant n,

s ¢t dans les hypothéses générales de ce paragraphe,

dont les autres n - 2 zéros sont arbitraires, détermine entiérehent un ensemble

de d.c dont chacun contient au moins un zéro de f'(z) ; cet ensemble est cons-

titué de tous lecs d.c contenant toutes les racines de 1'équation

n n
I1 nous semble que ce théoréme montre clairement que les "causes" du théoreme
de Grace-Heawood sont essentiellement différcntes de celles du théoreme de Rolle.

30 - On peut ([11), p. 12) énoncer le théoréme de coincidence comme suit & Si
n éléments zj 5 ees, z, de 'K vérifient une relation de la forme

a, * 8 S, +eeo+a S =0, tout de contenant 2z, 4 «es, z contient n

éléments confondus en 3 ¢t vérifiant cctte relation. On en déduit le

Vd ~ .
THEOREME 8 (dfi & WALSH dans le cas classique ([17], p. 46). - Si L(z1 s see zn)

est une fonction symétrique des 73 9 linéaire—affine par rapport & chague zi ’

et si le dee H contient les élénents ST alors il existe un
élément ¢GH tel que L(E, , «vey 3 n) = L(3y eee 5 3 ) o
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WAISH a tiré de cc théoréme des corollaircs trés utiles ; leur extension a
(K., s B) est imédiate.

COROLLAIRE 8,%~ Si les Mg g eee s Xy apparticnnent & un de.s H , il existe
pour chaque x €K un &(= K(x)) ¢ H tel que ﬂf_l(x - o\i) = (x - & )"

COROLLAIRE 8.0 = Si un de.e H contient tous les zéros d'un polyndme f£(z) de
degré n et si o €K, le réunion enscmbliste des n dee H + \n/ Q

(i=1, ceo , n) contient tous les zéros de f(z) - ¢ » (Notatiof 3

n n . es
\/5. s saee , \/ c sont les n racines n-idmes de c).
1 n

APPLICATIONG o fl (z) =2 + al a le seul zéro - 8 o Considérons
£, (z) = (z + 2y )z + a, 3 siun dee H, contient -a; ¢t 0, la réunion des
d.e Hy, = H + (- V"_) (l" 1, 2) contient tous les zéros de £,(z) ;
chaque dee contenant - a; - \Va, et - \ay ; pour i=1, 2, est & la fois
un H21 et un H22 s donc 11 cgntlent tous Jles zéros de fz(z) . Une récurrence
évidente achéve la démonstration du

THE'/‘.OR];’.ME 9 = fn(z) =77+ ay zn-l taeta o, 8 € K o Tout d.e contenant @

n . - .
- q’l - iuza?' ™ oeo "'isflan sy - ibzaz - ece "‘}1{8-;; 3 vee 4 = Ei/nan s OU les 1.

J

déerivent (indépendiuiment les uns des autres) respectivement les ensembles

{1 9 ees g j} » conticnt tous les zéros de fn(Z) .

Dans le cas (K,, , B) = (C_,, 'Bc) , un tel dec est le disque fermé de centre

0 et de rayon
1

1
z
lag |-+ lezl CIRTTIR N W R
c'est un des corollaires cités de WALSH ([11], p. 14).

12. Remarques.

1. Hypothdse '(KC& s B) = (Cy » Bc) o = Soient f£(z) et g(z) des polgrnﬁmes
apolaires ; désignons respectivement par F et G les cnsemblcs de leurs zéros.
On a alors le théordéme de TAKLGI ([17], p. 46) : Si 4 ( DF) et A ( D> G) sont
des parties fermées convexes de¢ C , alors lef"' AL # ¢ « Ce theoreme s'applique,

en particulier, aux deux polygones qui sont respectlvement les enveloppes convexes
de F et de G,
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La recmorque sinmple suivantc (s cas porticulicr d'un résultat bien connu de
CLRATHEODORY [7]) pernct de préciser ce résultat : L'cnveloppe convexs d'un

enserible fini E de points du plan cst un polygone convexc dont tous les sommcts

appartienncnt 3 E  (dénonstration par induction).

THEOREME 10. - Dans lcs hypothbses du théortme de Takagi, (A NG) U (g NF)# @

2, - Le théoréme 9 n'cst pas la seule généralisation possible du résultat cité
de WAISH 3 nous avons démontré dans [28] que : dans un anneau, non nécessairement
associatif ou cormutatif, normé par | | ; l'onsemble des zéros de la séries

00 v h l ~ 3 M . (Y - S
z’v:o a, 2 , a € A . et & #0 ,ds rayon dec convergence =, est extérieur au

disque 0 < |z| < ¢’ , ob
1
S =0 lav fr- -],
= nin {x, | T2 I ;
si doplus | | ost unc vezleur absolue, i.e. si lab l = lal [bl » la version originale
du théoréme de Walsh (i.6. le théordme pour la majoration des valcurs absolues
des zéros du polyndume ﬁv:o b, z') cst Ggalenent vraic.

Cet exemplc souligne la différence entre les deux nodes de généralisation (1, 2
dans 1'Introduction) que nous dvons considérés j; l'intérét particulier de cet exemple
(i.e. du théordnmc de Walsh) réside en ce qu'il est succeptible de deux générali-

gations, apparten,nt respectivement aux modes en question.

3, = La définition de l'apolarité de deux polynbmes f(z) = m™ (z - d\j_) et
' i=l

—

g(z) = TQ‘Tl (z - /61) est ééuivalentc 3 la condition 2 il existe des €léments
i

"r\ie K tels que f£(z) = }::f:l Ri(z —-ﬂi)n o Démonstration. Transcription de celle
du cas classique ([20], ps 19).

I1 scrait peut-€trc intéressant d'étudier les polyndmes :apolaireé en partant
de cette définition. Plus généralencnt, 1'étudc des polyndnmes de la forme
Ef g N i(z o ﬂi)m » O lea Ajvérifiont 1los conditions données, pose besucoup -
de probldmes. Dans le cas classique, on peut aussi considérer des séries
t& A j_(z o /bi)m ; le théoréme fondamental de HURY ITZ ([17], pe 4) semble 2tre
utile dans ces dernidres questions, parce que, dans beaucoup de cas, la gérie

2:102_1 Ai(z - pi)m converge unifornmément.

4. - Donnons & 1 situation qui se présente dans le théoréme 8 sa généralité
propre : on désignera par E et E' des enscobles non vides, par J un ensemble

non vide d'indices, et par ¢ une application EJ —>E!' ; notation
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/A = diagonale de .

DEFINITION, =~ Unc partiec & de E scra appelée "g " si o (!;)J = ¢(A) <

Notution : ™MP(s) = ensenble des G oW o

Considérons égalcnent F = (¢73) 1ep ? OB 6i: B >E , 6t posons
WE) = N ')ﬁ(ﬁi) ; tout élérent de W(F) sera appeld "F.e" .

o

iel
a. Supposons que, dans une structure donnde et avec des notations évidentes, une

équation en 3z soit dec la forme

(e) £(z 5 (6;(z ; (0‘15)5 e i)ier) =0

On peut considérer les o’i(z 3 (041.) ) comme des fonctions en les o,

j'jed i
§'il existc, pour chaque ieI , un 6w hy contonant tous les D&lj (1€ J),
i peut remplacer dans ¢ 4(z ; (oLiJ.)) » Py PeT certain Tehy , lo méme

pour tous les j € J « Los racines de 1'équation (a) appartiechnent donc, &

1'ensenble des racines des Squations en z , f£(a 5 (5 (2 ; (‘gi)))iel) = o,
ou les ?73'. décrivent, respectivenent et indépendamment les uns des autres, les

Ai .

On peut appliguer le néme procéde & f , par rapport aux T 10 et continuer
ainsi si cela est possible ct souhaitable. On a ainsi une méthode d!'"approximation®
des racines de (a), dans le sens suivant : dens les "bons" cas, (a) est remplacé
par un enscuble d'équations plus sinples, dont 1'ensenble des racines contient

1l'ensenble des racines de (a)s

EXEMPLE, - Le thloréme des combineisons limdaires des polyndmes (MARIEN, (f17],
Pe 54) pour le cas classique) $ dans lss hypothdses générales du paragraphe 11,

soient o'i(z) (i=1, oee 4, p) des polynbmes de degrés respectivement n, .
Alors, si H, est un d.e contenant tous les zéros de 6;(z) , les zéros du

pol@c’ime f(z) = 5:?:1 ’)\is'i(z) N 9_1:1_n ’>\1¥_ 0 , appartiennent tous & l'ensemble des

zéros des polynbmes 32'—?_;2 }i(z - 51) ol, indépendarment les uns des autres, les Ci

décrivent respectivenent les Hy o

be Probléne : Btant donné F , détcrminer W(F) .

EXEMPIE, - E = E! =K = corps cormutatif algébriquement clos 3 J = {1 s wee n}
ou n est constant j F = ensemble des fonctions symétriques des variables

7y (i=1, ese y n) , lincaires-affines par repport & chaque Z; .
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Considérons, d'autrc part, 1l'ensemble Y des partics de K qui, mises & la
place des de.c , vérifient le théoréne de cofincidense énoncé pour les polyndmes de
degré n , et dans lequecl on a remplacé K__  par K . (Nous ne faisons & présent
aucunc hypothése sur la caractéristique de K . Il est évident que les éléments
de Y wvérificnt les corollaires du théoréne de coincidcnce citdés dans le para—
graphe 11, pourvu qu'on les énonce de fagon appropriéc ; en particulicr
WE) =Y.

Est-ce que, dans les hypotheses ginérales du paragraphe 11, Y cst la trace

sur K de l'ensemble des dee dec K., ? (Dans l'affirmative on pourrait définir
cette trace par W(F) ; on aurait alors uns définition des de.e qui s'appliquerait
aux anneaux corrmtatifs)

c. On peut se poser le probléme réciproque ¢ E , E' &t un ensemble X de parties

¢: E étant donnés, déterniner une famille F telle que X =W(F) . Un tel pro-

bléme a été ¢tudié de fagon approfondie par DIEUDONNE [10];il en a déduit une

caractérisation inmportrnte de la relation d!apolarité dans C .

d. L'ensemble des probléncs b. et ¢, entre dans un schéma logique que l'on

rencontre souvent dans les Mathématiques moderncs.

%. Dans les paragraphcs précédents, nous avons obtenu les d.e~généralisations
d'un certain nombre de resultats de la "géondtrie des zéros d'un polyndme d'une

variable complexs" 3 on peub aussi considércr ces résultats comme des informations

indirectes sur les des des (K., ; B) considérés ; on pourrait ainsi essayer

de faire une "géonétrie des des de_ (KQ) , B)n 5 Lll'exploitation des rapports entre

les homographies et les de.e constituerait 1'outil le plus irmédiat dans ce travail ;
mais le but du présent exposé est beaucoup plus nodeste.

13. Appendice au peragraphe 10,

Supposons que K est un corps commutatif, algébriquenent clos, valué par | |
Les résultats du paragraphe 10subsistent, pourvu que l'on ne confonde pas les d.c.
(: généralisations "projectives" des de.c) avec les disques |x -~ al «r (géné-
ralisctions Mmétriques” des disques dc C) ; mais on peut démontrer des résultats

"qualitativement" analogues pour disques.
‘ V.
Tout d'abord, fl(z) =1 +2 + ay 2 1 a au roins un zéro Zj dans ls disque
1 _
lz +1]<1 .
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DEMONSTRLTION, - (7 = 1) =3 +ay (c - 1) ,done |5y eee Sy l=1;
1
il existe donc z j tel que ‘z 5 + 1| &1 . Initons & présent le raisonnement
1 1

ingénicux de CLSLBONMNE (Sclecta Montel, pe. 204), en y remplagant "C" par "K' ,
v v V.

1 2 2 . _ .
etce fz(z) =1 +2z + avl z 4+ avz z " = fl(z) + av2 z © ; soit ‘Fpl un zéro de
£, () contenu dans |z +1] <1 3 posons =% +3 .

\'/
(5 - ) = o(g) +al5 - 5D 7,

on 6( ;) est un polynfne de degré <V, n'ayent pas de terme indépendant de G

e

e

_ 2, . .
donc 1‘51 coe szf = ‘§1‘ 3 11 existe donc z'12 tel que Izjz + Elli l§1‘
corme lgl + 1] ‘5_- 1, 3 52 est contenu dans un disque indépendant des a,vl
aVZ » Vi s V2 s ce disque est contenu dans les disqus lz + gl l £ 2 o Une récur=-

rence évidente permet de démontrer le résultat analogue pour f (z) (on remplacera
'Iz + §1142 par lz + §11/2m"1) .

Cette dénonstration cst indépendante de toute hypothése particuliére sur la

valuation | | 3 en fait, on peut toujours anéliorer quantitativenment ce résultat

1° Si la valuation de K est arch#nédienne, alors K est isonorphe & un

sous-gorps de C , d'eprés le théoréme fondamental d'Ostronski ; on est donc. dans
le cas classique et on peut appliquer le théoréne 5 aux de.c de C_, o

20 8i 1a valuation de K est non-archimédienne, il résulte de l'inégalité

ultranétriquc que 1'égalité

entraine :

nax (|z. )z 1
i.‘=l,...,m 1

i.e. m.n(lzil) <1 , Le disque dec Casabonne est alors remplacé par le disque

lzl £1, i.e, par un disque indépendant du nombre des termes non nulse Ce renforce-

by

nent du résultat classique incite & étudier le probléme de landau-Montel dens les
corps valués non-archinédiens. (En ce qui concerne 1'étude générale de ces corps,
nous renvoyons le lecteur & sRTIN [2] ¢t & KRASNER [15J). Du point de vue 3
"enonce", on peut rapprocher du théordme de Landeu (Selccta Montel, p. 205) dens
C , le résultat obtenu ci-dessus dens les corps valués; ce rapprochement est-il

superficiel ou non ?
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3, Généralisation dc la notion dc de.c « = Cas des cspaccs vectoriels.

14. Lc théoréne 2.a pour les espaces vectoriels.

le contenu du parsgraphc 8 ct de G.1 (paragraphe 9) est purcnment ensenbliste ;
on peut donc ltappliquer aux espaces vectoricls ; nous n'insisterons pas sur
certaines généralités tout & fait évidentese

Soient E un cspace vectoriel sur un corps corrut-tif k (que 1l'on peut toujours
supposé contenu dans E) , 6t M une partie de K contenant les éléments 0, 1 ;
soit B 1'ensenble des parties & de E telles que, pour tout n( e N*) ,
1'appartenance des élénents a; ; eo a, 4 A inplique qus :r;;__l Wy aié.A R

$ ¢ 1414 A 116 pa =1,
pour toute suite By o oen s My d'¢élénents de M tclle que 41 ri 1 B
est un N ~deni=-treillis conplet.

Soit ¢ uns surjection de E sur lui-néme ; on pcut appliquer aux donndes
{E s B, LF} lc théoréne 2.a ; le résultat analogue au théoréne 3.b s'énonce @

si 3:;‘_____1 py =1 (Pie M) et s8i H cst un h‘f’ «c contenant tous les oy
=1, oo ,n), il oxiste ;eH tels que Efﬂ "\i\{’(«i) = ‘\O(g) s
Appelons co résultat s THEOREME 3.V ,

15, La structure E o et les permutations invertives.

Supposons & présent que Q C k CR 4 idjoignons & k un élément O, felsant k
un corps projectif koo s ct & E un élénent <o satisfaisant aux conditions

19 Pour tout ac€ E , a +w=w+a=cw;
20 pour tout ek’ , Aws= coj
3° pour tout a € E -fo} , wa= w.

Ev {w‘g runi de cette structure sera noté E .. » (Lrintroduction de cette

structure a pour but dec sinplifier certains énoncés).

Si L est une droite affins ds E, L (de ECE,) et LU{e}seront

appelées "droites" de E.,, .

/

DEFINITION 5. - Unc permutation f de¢ E., définie par x—+£(% =x), ol
g est un é1énent fixe de E , scra dite invertivesi elle satisfait & la condition
Pour tout (A , a) ek xE, f(pa) = 'A_lf(a) .
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NOTATION, ~ Y’S(X) = £(g - x) ; on dira que g est le pble de ¢ e
5
7
CONSEQUENCES. - a. Si W_ ¢st une pcrrmtation invertive ot Ae k* s la permutation
£ (5 - x)) st égalonent invertive 3 on particulier, f(x - G ) cest invertive.
be ¢ (w) =0

5
Co "fr(s) =W e
pJ

16. Le cas des espaccs cuclidiens. Extension du théoréne de Jensens

by

Supposons 3 présent que k= R ct que s est une application E x E =~ R
bilinénire, synétrique, positive (i.e. s(o, o) =0, et s(x, x) >0 pour
tout x # 0), et telle que, pour tout (x , y) € R ;, s(x, y)=xy.

NOTLTION, -~ 8(x , y) =< X 4, y> o On appelle < x , y> produit scalaire

de x ebde y o

Un espace vectoriel mimi d'un produit scalaire est dit euclidien.

o
NOTLTION, -~ < a a)z = |la] « Alors |b - a| est une distance qui fait de
E un espace nétrique.

TERMINOLOGIE, - L'enscriblc {x :{x -2 ,b> =¥} ,oh a,b et ¥ sont
donnés, sera appelé hyperplan ou plan- L'ensenble gx 14X -a, b><& X}

enrichi d'une partie (arbitrairenent choisie) de 1'hyperplan précédent sera dit
deni~espace 3 on dira que 1'hyperplan considéré ci-dessus est l'hyperplan d'un
quelconque des deni-cspaces correspondant aux nénes élénents a , b ot . ¥ e La
définition des demi-espaces entraine que, Xx: < Xx=a, b>>Y

(= {x 1 <x=-2a,-b> < - X}) enrichi d'une partie quelconque de 1'hyperplan
déja cité est égalenent un deni-espace correspondant au méne hyperplan que

{x:<x-a,b><\6§o

Dans un espace nétrique quelcongue, les ensenblcs {x H Ix - al sr} et

{ x ¢ |x - al< r} , ou a et le nombre positif r sont donnés, seront appelés
respectivenent "boule sphérés" et "bouls non sphérée". (Ces termes sont dis 2
KRASNER ; ils perncttent d'éviter la confusion aver les termes topologiqucs
"fernée" et "ouverte" qui ne leur sont pas toujours dquivalents ; dans le cas
d'un espace ultranétrique KRASNER appelle les boules sphérées (respectiverment,

non sphérées) "cercles circonférencidu" (respsctivenent '"non circonférenciés") ;
définition évidente de la sphdre ( éL xt |x-a] = z} ) qui correspond & une
boule.
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Revenons au cas d'un cspace euclidien E , et considérons E_, « L'application

\fb : k(’b(x) = ?_X}-C’:f—_-g:ﬁ est une permutation invertive (de E o.:) de pdle D

on 1'appellera inversion (de E.,) .

NOTATION, = < X ~b>* =<x =b, X =b> «

On supposera invariablcnent par la suite que E est un espace suclidien, que
x-b

y <x=b >2

DEFINITION 6.a. - Unec partie 4 deo E__, ne contenant pas b€ E , sera appelée

E ¢, est la structure construite ci-dessus & partir de E , et que g\)b(x) =

"db.s" de Eu si \fb(lx) est convexe.
NOTATION. - Od (E.,) = enscnble des & e de B, o

DEFINITION 6,be = Unc partie 4 de E , sera appelée "d.e" de E_, si, pour

tout b€E -4, tgb(ﬂ) 65t _convexe, ou si & est un des ensenbles ¢ s By

E, .
NOTATION. - C2(E,,) = enscrible des dewe de E, o

JUSTIFICLTION, -~ Si 1l'on identifie les espaces honémmorphes Ri et C,, , alors
2 ,
Considérons les transformations de la forne 5b =a + 'r\\fb youU a€E et
A éR* 3 si 1'on renplagait, dans la définition 6.b, U?b par l'une quelconque des
G}, » cecd n'affccterait pas ®[E.,)

Les donndes {B.,, M=R_,

un h v o6 (et, égalenent, un h . .¢), dans les notations du paragraphe 8 ;
b b
par conséquent, ces donndes vérifient le théoréme 3.V (paragraphe 14). Résultat

. s ot H estun dee } entrainent qus H est

analogue évident pour les d.e »
Considérons & présent la classe sulvantc de d.e de Eg, ¢

( Les partiesde E : :;6 ,' E , les boules non sphérées enrichies d'une certaine

partie de leur sphére (3 partic déterninée implicitement par la condition que

N

la boule enrichie considérés soit un d.c do Ew), lesg demi-cspaces
' 5(:: t < < } enrichis d'unc certaine partie de leur hyperplan (condition

_ analogue & celle pour les boules).

Les complénentaires de ces ensenbles dans E., .
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On vérific immddistcront que cotte classe contient les boules sphérées, non

sphérics, ctce

Chaque é1lénent de cettc classe sera dit M"dec" de L,

NOTATION.~ ® (B ) = cnsenbles de dec de By, o
NOTE. - @ (F.) = SH(E |
. = 0 w! v og) .

Probline ¢ Dans 1lc cas d'un E_ , guelconque (cuclidien), existe=t=il des d.e
qui nc soient pas des dec , 1lece &)O(Ew) #@(Ew) ?

On n'examincra pas ici cc probline.
‘ 2 2 :
Transformons < x —-a> & T par Y 5 on obtient ¢
1+2 <y, b-—a>+[<b—a>2 -r2]y2$O ’

i.se un dec o Donc, t(b $nduit une permutation do ®0(E6o) s nfne renarque

pour 0 p ¢ Ainsi, los dec de E_, sont aux transformations ¢ C& que les

dee de (K, 5 B) sont aux honographies.

NOTATION. - On éerira par 1o suite <a , b> = (a, b) .

Etendons & présent & E., un resultat classique de JENSEN [147.81 act x sont deux
vectcursde E ,on posera p, (x) = —~—2—]—a,t onappcellera P, (x) projectiondc x sur a.

On raisonnera dans la structurc affinc de E o Soient a un vecteur donné, b
un point donné, ¢t A un nonbre réel donné. Considérons les points b + Aa et

b - Aa j ils sont situés sur la spherc «\ : lx - bl l ﬂ lal}
NOTATION, = S = ladite sphére, W 1la boule non sphérée de sphére S o Consi=-
dérons la fonction vectoriclle

x - (b+ Na) B (b= Aa)
- (x-b(b+ na)) (x=(b- Aa))
définic pour x #b + Ae , b = Aa ; nous voulons étudier le signe de pa(f(x)) .

f(x)

J1 est le néne que ls signe de
) = (k= (b + Pa) , a)x = (b =Aa)?+ (x - (b =Aa) pa) (x = (b +2a))° =

-e

2 2

I=(x~-b, a)[(x-b)2+ ATa -2(7\a,a)(x;b,'>\a) .

Posons

x-p)°% =W+ ;



3~30
alors,
I=%(x~-b,a).
Donc 3
1° %8)-0 et (x-b, a)CO} inplique I >0 ;
20 {5>O et (x -b, a)(O} inplique I <0 ,

19 et 2° assurcnt que I nc pout s'annuler dans le complénentaire de la réunion
de l'hyperplan (x = b s 2a) =0 et de 1a boule sphérée W US . Dans le cas
particulier E = R s cocl fut dénontré par WALSH ([27], p. 10) , dons le langags

des "attractions ¢t répulsions ndécaniques™ de Gauss.

7/ N
THEOREME 11, - Soient (dans l'espace affine E) a un vecteur donné non nul,

C, = Aja (ieN, A€R) une suite donnde do vecteurs, et (bj); oy une suite

donnée de points. Conmidérons les boules sphérdes x: |Jx =b,] €0} et
i ity ==

désignons par E1 lo conplénentaire par rapport &4 E de la réunion de ces boules $

considérons ensuitc 1'interssction E, de la fanille ({x s (x - by a) >0 })i eN

de _demi-cspaces et 1'intersection E, de la fanille ({x s (x - b; a) .- 0 }) ex
i

de deni-cspaces. Llors (El N EZ) V] (El 0 EB) ne contient pas de zéros de la
fonction vectoriellc

f(x) =Zco S. i‘_?:-(biwi) . x-(bi-ci) 7,
= . L (X- (bi +Ci ) )2 (X—(bi-Ci ) )2J

ou les ,gi sont des nonbres non négatifs non tous nuls.

Cas particulicr ¢ E = R2 s bous lecs bi appartiennent 3 unc néme droite , St
?o = & =ee= & =1 tandis qus %;=0 pour i>n . Sous ces hypothdses,
le théoréme 11 donne le théorime cité de JENSEN, qui fut dénontré par WALSH

([27], p. 10).
En fait 1t'énoncé de Jensen ([14], ps 190) laisse supposer que JENSEN avait

dénontré le théoréme non seulenent pour los polyndmes nais aussi pour certaines
séries.

17. L cas de R’ . Coractérisation des dec de Ko, .

Dans le cas de R » i1 y a coincidence des ternes "boule sphérée" ct "boule
fermée", etc. Onappeliera sphére (en élargissant un peu sa définition précédente ),

ou (n - 1)-sphére, de Rnw la frontidére d'un d.c (£ 523, Rlza) de Rnoo o
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TERMINOLOGIE. - cnscublc sphérique = cnsenble (n - 1)-sphériqus = partie d'une

sphére 3 plan = (n - 1)-plan = hyperplan = variété liniaire affine de dinension

n -1 j ensenble plem = partic d'un plan (cos particulier d'ensenble sphérique)e.

L'application _ définie dans le paragraphe précédent sst un honéonorphisne

1 .
ds R sur lui-néne.

Soient ¢+ & un ensenble donné, )  une partic donndede®N(E,) , et £ une
pernutation de ‘¢ indujsant une permutation de ';"{)O 3 on dira, pour abréger que
M4

- £ "conserve" les ¢lénents de Big

. . R el
D'aprés le paragraphe précdédent, les inversions conssrvent les de.c de Rw H

elles conservent ¢galencnt les spheres de Rréo » Plus géndéralenent, on sait que
le groupe anallagnotique sst le groupe de toutes les permutations de Rnou qui

conservent les sphéres {CLRATHEODORY [87J; R. LAGRGNGE [16 ], p. 6); il est done
aussi le groups de toutes les permmtations de Rnw qul conseryvuont les deC o

‘N . n Il
THEOREME 12. - Uns partie & de K, est un d.c (de R_ ) si et seulenent si

elle a la propriété (c) & Pour tout Te B~ i s f_(8) est convexe,

rd
DEONSTRATION, - La 26 assertion est conséquence évidente du théoréme sur la
conscrgation des d.c par les inversions (nous l'avons d'ailleurs utilisé impli-

citement dans la définition des d.c) § occupons-nous donc de la lme. On supposera

invariable dans la suite de la déronstration que 4 ost non-vide et qu'il posséde

la propriété (c).

IEME 12,1, - A est de dinension n (i.e. la variété lindeirc affine que A

engendre est de dinension n).

DEMONSTRATION. = Sinon & sernit contenu dens un (n - 1)=-plan P . Pour
géRn -P, §(A) serait alors un ensenble sphérique non plan, donc un

ensenble non cohivexe § nais ceci est contraire & 1'hypothese.

o
IEMME 1242 = L'intérisur 4 de & est honéomorphe soit & R soit 3 Rlzo .

DE%&ONSTRATIONQ - Cas trivial = 4 = Rnw ou R . Supposons a présent A £ R*,
Rr(Lo A ne peut pas €tre sphérique, puisqu'il existerait alors un point
EeRn -% (I = ferneture de L) et \PE(A) serait un ensenble sphérique non
plan, donc non convexe. Supposons donc que A n'est pas sphérique. (&) est
alors, pour g R® .4 o de dimension n , et convexe pag hypothése, one
(BOURBAKI, V , Ch II, p. 54, ex. 9.a) ueé A # @ (et h# @), Coci implique
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(BOURBAKI, loc. cite; po 51, Cor.l) la convexitéde \fg(A) et '§~\(A) ; mais
alors, si aj? Q’(A) , (BOURBAKI, loc. cit.,p. 54y exe 10) (A) ost o
homéomorphe & Bp . Donc, dans tous les cas, A (qui est homeomorphe a Y (a))
est homéomorphe soit a R soit a R%Q » I1 suffit évidemment de démontrer.le
théoréme dans le ler cas ; on se place donc dans Rp((;Rio) .

LEMME 12,3+ = Au moins l'un des ensembles A4 ou Rp - A &8t convexce

DEMONSTRATION, ~ Si une partic B de R° , €st non convexe, il existe des
sections planes non convexes de¢ B j; si une partie B! ds R vérifie (c), alors
une section plane quelconque de B' vérifie (c) dans le plan de la section. Ces
deux remarques évidentes montrent qu'on peut ramener par récurrence la démons-

tration au cas ot n = 2 . Démonstration 3 Si 4 est borné, il existe sur toute

droite des points extérieurs & un disque contenant 4 . Si 3 "est un tel point
d'une droite D ayant une interscction non convexs avec A , k'inversion ¢
transforme A on un ensemble ayant unc intersection non convexe avec la trans—
formée de D (qui est également une droite), donc en un cnscmble uon convexe,
ce qui est contraire & 1'hypothése (c). Si A n'est pas borné, 1. seul cas qui
échappe 3 l'extension de 1'argument précédent est celui o R - s est convexs,

cas qui vérifie ltassertion du lemme.

NOTATION, = F = frontiérec de A .

On voit aisément qu'il suffit de démontrer le théoréme dans le cas oi F est
homéomorphe 3 une sphére (i.c. & une (n - 1)-sphére) non réduite 3 un point ;

on supposera donc par la suite qu'il y a homéomorphisme, sans que F soit
elle-méme une spheérc. Il suffit de montrer qu'on arrive alors A une contradiction.

IEMME 1244+ - Il cxiste au moins un point de F possédant, dans la topologle

induite sur F , un voisinage ouvert et simplement connexc non sphériqué.

DﬁﬁDNSTRATION. -Si F n'est pas réunion de parties connexes (toutes d'intérieur
non vide) de sphéres, l'esscrtion est évidente. Si F est une telle réunion, il
suffit de considérer un point de F appartenant & l'intersection dodoux des sphéres
(distinctes) en question. Ce point vérifiec le lerme.

Achevons la démonstration du theéoréme en supposant, pour fixer les idées,

7 =3 (la démonstration géndrale est tout é fait analogue).

Soient ’;eF‘ et V un voisinage dec M dens F  vérifiant les conditions
du lemme 12.4 j alors T n'est pas un envemble 2-sphériquecae
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Soient a , b et c trois points distincts de lo frontiére ds V dans F ;
a,b,c et p déterminent une R-spnérée S qui conticnt ces points sans
contenir V tout entiecr. On peut choisir a , b, ¢ et M de fagon qu'au moins
1'un des triangles sphériques aw b, b pe s e a coupe le complémcntaire de
V ; choisissons-les de cettc meniére, et soit a ‘vb ¢V » (Notation ¢ = la

boule ouverte de sphére S , = la bouls fermée).

ICMME 12454 = Il existc des points de S extéricurs & 4 .

’ . ——
DEMONSTRATION. = Il suffit éviderment de démontrer que Z¢A. Or, dtapres le
lemme 12.3, deux cas sont possibles

13 A est convexec. Cette hypothése rend imposs 1ble chacune des alternatives @
1 S est un plan.
2° S n'cst pas un plan et T Ch.

2 R - A est convexe. Cobte hypothése rend impossible 1°, 2°.

Soicnta préscnt £= 85 et ¥e R3 - L o Ltinversion _ transforme S enun plan
Y < (S) , 6t 4 cn 1l'ensemble ‘P (&) dont la frontiére @ (F) a les points

\p (a%‘ , (b) s f.(c) et Lf’g(rx) en commun avec Y (S) , sans que le
triangle euclidlen (dans (S)) L{)E(a) L?‘g(b) % (c) soit contenu tout entier
dans Y (F) « L'ensemblc - %’S(A) ne saurait alors &tre convexe. Uette contradic-

tion achéve la démonstration du théoréme 1R2.

Mr BOULIGAND nous o suggéré une démonstration du théeréme 12, de nature trés
différente j on.pourra voir la démonstration de Mr BOULIGAND dans un article que
nous espérons publier prochainement. Cet article traitera en outre des questions

suivantes ¢

o s 00 n 23, estun dec (dans R.,)
 8i et seulement si toute section plane de 4 est un d.c dans le plan sécante.

7N
THEOREME I. - Une partic A de R.

(Pour n =2 , 1'énoncé est faux).
Ce théoréme donne une caractérisation récurrente des dec de Rt;) s Ceo

théordéme donne par récurrence une démonstration immédiate du théoréme 12,

pour n >3 .

Les théorémes 12 et I sont des théorémes de caractérisatione Ils posent les

problémes suivante

ae Considérons 1l'énoncé : Uns partie 4 de Rﬁ, est un de.c (de R?,u) s 81
ot seulement si la partic Y(4) de R?Q a la propriété : pour tout geY(A) ’
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Qg () est convcxes

Quellcs applications Y 3 Z}(Rﬁu)-wé 1)(320) vérifient cet énoncé ?

Remarques faciles:l.Il suffit quc l'ensemble Y(4) soit partout dense dans

B® -4 (notre démonstration marche encore).

2. 5Si 1'on suppose A borné dans E' et si H est une boule contenant A ’
il suffit que Y(&) soit partout dense dans H - 4 ,

I1 s'agit évidemment de trouver des réponses plus fines.

- ’ Ve Id 0] n n ]
b. Considérons 1'énoncé ¢ Une partie A de R . est un d.c (ds Rw) s 81
et seulemcnt si la famille iFQl) de sections planes de A est composée exclusi-

vement de d.c (dans les plans sécants respectifs).

Quelles familles #F(4) vérifient cct dnoncé ?

D'autres rroblémes se posent en rapport avec la conjecture suivante : Une partie
n Y 3 °
de R, ., homéomorphe & vne boule férmée, cst convexe si ¢t sculement si chacune

de ses sections plenes est simplement connexe dans le plan sécant. (Ceci se confond

avec la définition méme de la convexité dans le cas n =2 . Jons le cas n =3 ,
sa dénonstration cst immdédiate, corme Y. KATZNELSON nous l'a indiqué). L'intérét
des liaisons entre la convexité et la connexité cst évident.

On peut généraliser les problémes considérés de deux menidres, i.6. soit on se
, ’ ) n . .
plagent dans des cspaces plus généraux que R~ , solt en remplagant les inversions
par d'autres transformations.

COROLLAIRE 12, 1o = Pgur E = i s la réponsc au probléme posé dans le paragraphe
16 est négative.

Note historiqus sur le tndoréme 12, — Dans lc cas particulier n =2 , WAISHa dé-

j& démontré le résultat suivant, qui lui est essentiellement équivalent (dans ce
cas [R7], p. 62) ¢ Si L ost une cnsemble formé du plan complexe, %5l que pour

toute triple %_Zl eh, Z, € A ?‘E ¢ ﬁ} il existe géh vérifiant 1'équation
' S
F-7 57 575

18, Applications convexisantcs. Les théorémes de Gauss-Lucas-Portew et de BSchers

o alors A est une "région circulaire",

Revenons pour un moment au cas d'un espace vectoriel quelconque E sur R .

Terminologic de ce paragraphc ¢ R-automorphisme de¢ E = automorphisme de¢ la

structure algébrique de E  induisant 1'automorphisme identique sur R
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R-autonorphisne de E,= automorphisme dc la structure algébriquc de E_  indui=
sant l'automorphisue identique sur R et faisant correspondrc <o & lui-nfne.
spplication convexisante pour 4 = application E —E +transfornant la partisc

A de E cn une portie convexe de E 3 méne définition pour E o e

Les Re-automorphismes do E préservent la convexité. Par conséquent, si Y est

unc permutation de E . convexisante pour AL(€E ) et ¥ un Reautonorphisme de
E, » "\:ﬁg@ cst clle aussi convexisante pour L4 .

Soit ((f I ) unc fenille donnée de fanilles de perrmtations de

IO 6?‘3{(1’]@)

E ., $ nous noterons © les porties de E,, tellus qus chacunc des permutations

i)ie

fi 5 0b 1e 15, soit convexisante pour © « On peut alors élargir 1l'ensenble donné

des f; en l'ensenble %'“(f £, )l ( 7 étont un  R-automorphisne guelconque de E, )
sans que cccl affecte l'enscnble des O .

Considérons & présent lc cas particulicr oh E = R 9 fi = inversicn \(Jide
pdle i, 6t I, = R® -~ A . (On n'a pos besoin kei d'expliciter les propridtds
trés fortes que los Reautonorphismes ont dans le cas de R&).

Ainsi toute inversion “f_dont le pble ¥ cst extéricur & un d.c est convexisante
pour ceé de.c et les propriétés qui découlent de ce fait se¢ transposent au cas
plus général des porrutations ’D\?E(oil T désigne un Reautomorphisme quelconque
de RI; ) Tel cst, par exemple, le cas du théorénc do GAUSS-LUCAS-PORTER démontré

ci-dessous. Il suffit donc de fairec le démonstration pour les inversions
p ]

e~ (x- %)

au fond, pour cette raison que, dans le plan conplcxe, certcoins autcurs passaient

et ceclles-el se prétent & un langags vectoriel simple. C'était,

aux relations conjuguées des relations de la forme (7, - zi)"L =0 octeey
et utiliseiént ensuite l'interprétation méeanique introduite par GAUSS ([25],

(x,a) .

Rapnelons la notation pa(x) = prcjection de xeRn sur a ===

IEME. - Si (xi)i o Estune suite de vecteurs—ngn tous nuls telle que

. 59
pa(xi) > 0 pour tout i , alors ‘:1___,0 %, £0 .

Ce lemrie (de démonstration évidente) généralisc ([17], pe 5, ex 2). Ce lemme
permettait de dénontrer directcnent le théoréme de Gause-Lucas pour R2 , dans
son énoncé relatif & l'enveloppe convexc des zéros etc. ([17]p. 14)s La situation

. n
jey une suite de points de R

est analogue pour R? 3 en effet, soit (xi)
ot A leur enveloppe convexe fermée A est nlors 1'intersection des deni-espaces
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contcnant A . Soit ™ 1ls plen qui cst la frontiére, dans R® , d'uh de ces

deni-cspaccs, ¢t x un point du deni-espace conplénentnire au dit demi-cspace.
Xy=x O :

La suite [ ) vérific 1'hypothése du lemne préeddent, donc la somnme de
(xi-x) ieN

sos termes est # 0 o D'ou le "théoréne de Gauss-Lucas-Porter" pour RY s

VRN X=X3
THZOREME 14, - Les zéros doc la fonction vectoriclle Z:;?_ o -(—-—--5-2- s OU
X=X4

X5 C R , sont tous contenus dans 1'envcloppc convexs fernée de l'snscnble des X4 e

Dans 1lc cas n =2 , cc théortne dénontrc le théoréme suivant de PORTER 3

Toute rdgion convexe (infinic) qui conticnt tous les zéros d'une fonction

ontiére dc genre O , conticnt égalcment tous lcs zéros de sa dérivée. ((17],
Pe 16 GX 3)0

Nous allons étendre a prescnt a R un résultat classique de BOcher pour R3

NOTATION (BOURBLKI, II, Ch. VI, p. 40). = S__; = 1o sphire unité dans R,

6. = (0, ees 5 04 1), y 1la projection stéréographique de x 3 on remplacera

seulcnent lx H par |x| dong la notation de la nornc usuelles Il n'y a pos
de rapport entre la signification des lettrcs F , £ ci-dessous ct dans les

paragraphes précédents. mj e R s T =1, a0y ¢ .

.. (x~ (y=y.)
THEOREME 15, - Soit ¢ F(x) = —L—Tx xj) fly) = jil —J-——-g—y'y ’
(X-X (Y“Yj)

¢
= q, = 5
421 mj 0 et x, x'j € Sn—l o

Alors,

19 1¢ vecteur F(x) est tangent & S el ? ot

20 ga projcction stéréographiquc est le vecteur __I.Y_L £ly)

Dans 1le cas n = 3 , cc théoréme est dfi & Bicher ([1’7], Pe 34).

DEMONSTRATION o 4
p ms(xex.) \

1® T1 suffit de démontrer que Xy = =0 , donc, puisque
T =)

2:9 = asc =
5=l mj 0 par hypothese, que

= '(XJ’X) o))

3= K (x-x) (xx, ) )

-e
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cecl scra essurément vrai si, pour j =2, «¢o , D
2 2
p'd -(xjx) X -(xlx)

)P )

03

is cgtte dernidre égalité est une consdquence irmédiate de lthypothése ¢
:xj::}{l °

2° La démonstration est tout & fait analogue a celle du cas n = 3 , pourvu

na,
P
X

que 1l'on utilise proprement les notations vectoriclles.

En généralisant de fagon évidente l'interprétation nécanique de Gauss & i ,
on obtient lec corollaire (généralisation d'un corollaire classique ([17], p. 37) ¢
Les points d'équilibre du chanp sphérique se projettent sur les points d'équili-

bre du champ plan. (Corollaire 15.1),
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