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LE THEOREME DE KUROS POUR LE3 PRODUITS LIBRES

par Julign PETRESCO.

Cet article représente la preniérc partie d'un travail se proposant d'adapter aux

produits libres, les procédés utilisds dans [ 5] pour les groupes libres.

On y.trouvera une construction, fondée sur le théoréme de Zorn, des décompositions
libres d'un sous-groupe H appartenant & un produit libre 17* A 5 elle contient
' v .
comme cas particuliers la construction par double récurrence transfinie de KUROS [4]

Y

et celle obtenue & partir d'un bon ordre "seni-alphabétique" par M. HALL (1] .

H. W. KUHN [2] et A. J. WEIR [6] ont obtenu par ailleurs des constructions i par-
tir de "transversales", ol les considérations de "eancellation" sont remplacées
presque entiérement par des considérations d'homomorphisme. Notre construction fait
largement appel aux considérations de cancellation, mais d'une fagon assez systémati-

que ; elle contient également comme cas particuliers les constructions & partir de
transversales.

Les rapports entre la construction donnée ici et les différentes autres construc-
v
tions, ainsi que les questions liéestau théoréme de GRUSKO, feront cependant 1l'objet

d'un article ultérieur, utilisant les mdmes procédés.

1., A-segmentation. - Considérons une famille d'ensembles S(,Aodf et notons A =UAM'
Si les éléments r, d'une n-suite R = {?1 s ses d rﬂ% appartiennent & A , nous

disons que R est une A-suite ; =i les T appartiennent tous & un méme ensemble
Ao nous disons que R est une Ay-suite. Nous notons S(r. r,) le segment de R

1]
ayant ry comme extrémité 3 gauche et rj comme extrémité & droite, et wI(R) =n .

Soit maintenant un ensemble F’ de A, -sous-suites non-vides de R , notées

St -_:{so 9 ses su} s St&R s stﬁA“ s et supposons que :

(1') Tout élément de R appartient & une Ay -sous-suite S' de ?’ et & une geule.
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Nous discns que le seguent S = S(sO su) de R, compris entre los extrémités

sy et s, de St eost le segment supporté par S' et les éléments Sy Otgu,
de celui-ci, sont dits supports dc S . L'cmsemble P des segments S supportéspar

les S' de P' constitue une A-segmentation de R .

La correspondance entre les S' e ?' et les S € P est biunivoque, car & chaque

S correspond une A« -sous-suite de supports S' uniocue ; une extrémité de S est

en effet support de S et dlaprés (1') appartient & une S' uniocue. Il s'ensuit que @

(1) Tout élément dc R est support d'un segment S de ‘9 ot d'un seul.

Notons S?(ri) le segment support Ty unique, appartenant a p -
Une A-segmentation P est dite concordante si, pour chacue S & f :

(2) . ric-:s==>spv (ri) <s .

Soit St = S(ri + rj_i) 1'intervalle séparant deux supports consécutifs

t-1 t j ?
les inter-supports de S .

s =T et s, =r, de S ; nous disons que les segments St' , 1€t <u, sont

lile = Pour qu'unc ia-scgnentation F de R soit concoriante, il faut ct il suf=

fit quo, pour chaque S & p:

t b t
(27) | r; @8 —-—-/S{J(ri)Q.-S .

t , . . . .
(2%)=r(2). si r; &5 est un support de S, d'aprés (1), Sf(ri) =S ; dans le

cas contraire, il existec t tel que T &St , donc d'aprés (zt’), Sf'(ri) C_;.St cs .

t . ' )
() =¥(2"). D'apres (2), Ty est entratne SF(ri) &S ; d'eutre part, quel que

N . E St ’ <3 . .\ - I = ‘ .
soit T Ty Sf,(rl) entraine d'aprés (2), S Sf)(rj,) C"Sf‘ri)

On a par conséquent S (ri) =S , donc ry & S' , ce qui contredit ry eSt.'. En

définitive Sf»(ri) Nst =0, de sorte que Sf(ri) est contenu dans un inter-support
+

de S , plus précisément dans S~ , puisque ry eSt .

On conclut : si ry €3, Sr(ri) coincide aveec S ou bien est contenu dans un

inter-support de S .

12, - 81 p est une h-segmentation concordsnte et S s 'S, Ep:

0.

|65}

slr\szzs

12 722
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si 8J (\82 # 0, soit riGS{ 082 ; d'aprés (1), s, = Sr(ri) et d'aprés (2),

(9 -
olnsz_s

, + 81 8] NS, =0, ona, soit 8, "8, =6, , coit s;Ns,=0.

1.3, - 81 P est une A-segmentation concordante de R et P & p' 5 llensemble
?1 des segments supportés par les A -sous-suites S; de ﬁ dans R, = US{

est une A-segmentation concordante de R1 .

R, et P satisfont & (1') et par conséquent P, est une A-segmentation de

Considérons d'autre part S, e fl supporté par S'ié— Fl dens R, , et soit SEF

le seguent supporté par S dans R .51 T, €8, =8 N Ry &S, ona, d'aprés (2),
Sr(ri) € s, et par conséquent

SPl(ri) = Sf(ri) N R csn R = CH

de sorte que R, ot Fl satisfont & ().

Nous disons que Fl est la A-segmentetion induite par f dans Rl .

Soit maintenant SE& P , et notons : o l'ensemble des segments de f dont un
support appartient & S ; crt 1'cnsemble de ceux dont un support appartient a St H

5—* 1'ensemble des segments de la forme s* -8 s s* Ef , ohun support de *
appartient & R - S .

ledo = ¢, o—t et o} sont les h-segmentations concordantes induites par P
dans S, st et R - S, respectivement.

En appliquant 1.3, on voit que :
- Si 1'on prend fi = 45", ona, d'aprés (1') et (2), Rl =S5 et Fl =g .
- Si 1'on prend Fi - (Glt')y , on 2, d'aprés (1) et (zt)’ Rl = St et Fl = s“t .

g 1 étant 1l'ensemble des segments s* de f , dont un support appartient & R - S,
si l'on prend ?1 =6} , on ay d'aprés (1') et (2), Ry =R -8 et fl =5 .

*

1.5, - Pour que le segment S & P soit minimal dans s’D , i1 feut et il suffit
que S =8' ;un S& ? ninimal est par conséquent un Ax - segment.

Py - 1 - = H a) —
58 §=8', r, &3 entraine r, &5*° , done b?(ri) =S .

Réciproguement, pour tout r; & S, on a, d'apres (2), Sﬁ'(ri) &S, etsi S est
minimal, Sf(ri) =5, done r; €S' et en définitive S =5' .
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Considérons meintenent les ensembles iszg , et (\.Sl;% , 1<k gn, de sous-suites

d'une A-suite R construites par récurrcnce comrme suit @
(a') R =R

(@) R =R _, -8

(b) Sk est un A -segnent de Rk .

Soit d'autre part :

supportés dans R par les 8! .

e . . ‘
(c) f= S?.Skﬁ' , l'cnsemble des segments S L

k

1.6, = ? est une L-segmentation concordaente de R et réciproguement, pour chague

A-gegnentation concordznte f de R, on peut construire deux enscnbles { Bk} et

{Sl'{ls de sous-suites de R , satisfaisant, avec f) , & (a), (b), (c).

Ona R >R, D <« 3R> ..., de sorte que si r, & R, il existe k avec
‘ . 3 p -— - 1] ’ o 1]
ri €R et 1, & R .,  mais d'aprds (a), Ry =R -8}, donc r, &8 . Par

ailleurs, si r, G-Sk et Ty ESh a4 1s fois, et si par exemple k <h , on &,

i
e - —_ X = t .
d'aprés (a), ri¢ R, =St =R, , et d'aprés (b), r; & 8} th(; R, » ce qui
est contra dictoire. En définitive, on a (1'). '

Soit maintenant r, & Sh &R ; comme plus haut, il existe k avec r. & Sl'c QRk .

Puisque d'apres (b), Sp est un seguent de R , R, =R -S! ne contient plys
d'éléments de Sh , d'ou k <h ; pour la méme rsison Bk+1 = Rk - Sl’n ne contient
plus d'éléments de Sy » de sorte qu'on a,s0it k =h, soit Sk N Sﬁ =0, auquel

k
et par conséquent on a (2).

cas S, est contenu dans un inter-support de Sh « Dans les deux cas Sf;(ri) = Sk‘f: Sh

- Supposons enfin la réciproque valable pour toute n*-suite avee n* < n , et soit

R une n-suite admettent la r-segmentation concordante P . Un segment S minimal
de F est d'apreés 1.5 un L -segment et R - S est une n*-suite avec n*< n .
Considérons la i-segmentation concordante s induite, d'aprés 1.4, par ? dans

R - S . D'aprés 1'hypcothése, on peut c;onstruire les ensenbles {Rz 9 see Rk} et
{Sé s ese Sﬁ‘ de sous-suites de R - S satisfaisant, avec o’* , & (a), (b), (c).
On dédgit que les ensembles iR » By s eeey Rk%’ et {S s 83 5 een sy Sl':f de sous-
suites de R, ot la segmentation p , satisfont également 2 (2), (b), (c). La

proposition est per ailleurs évidente pour n =1 ,

2. A-identité. - Supposons maintenant que les A soient des sous-groupes du
groupe G ¢t notons R = Ty Ty eee T le produit des éléments d'une A-suite R,

dans l'ordrc de R . Lo segment S de R est dit unitairs, si
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(3') Sv =1 ’

et E est une hL-segnentation unitaire doc R, si scs segments sont unitaires.

2.1, - Si R admet unc ih-segmentation concordante et unitaire P s
R =1.

Si la proposition est vralic pour toute n*-suite avec n* < n , considérons la
n-suite R, et soit S un segment minimal de P . On a, d'aprés 1.5 et (3'),
S=58"=1 + D'autre part R - S, qui est une n*-suite avec n* < n , admet d'apres
1.4, une A-segmentation concordante g* induite par f? , dont les segments s* -3
ont mémes supports que les segments s* de P 3 11 s'ensuit que 5* ‘est également
unitaire, donc d'aprés l'hypothdse R -5 =1 . Si l'on pose S = S(r:.L rj) , on a
par conséquent

R=1r

vee I‘i__l § I'J.+1 cee I‘n = rl se ri_l I'j+1 ses I‘n = R - g =1

1
<

Par ailleurs, 2.1 est évidente pour n=1 .

2.2. = Pour qu'une lL-segnentation concordante F de R soit unitaire il faut et

il suffit que, pour chaque S & f :

(3) § =1
et on a alors pour tout t
(Bt) gt =1,
Si P est concordante et unitaire et S & f , la A-segmentation concordante o*

induite par f dans S , d'apres 1.4, cst composée des segments de ﬁ) contenus dans
S et par conséquent ¢ est également unitaire ; d'aprés 2.1, on a §=1.
. s . - s t -
,. 8 = [ -
N Réciproguement, soit F concordante, & = S(so su)("';\ et S° = S(ri+1 rj-—l) ,
. N t
Ty = Spy 0 Ty T 9, un inter-support de S ; dtaprés (2°), Slp(r ) = S(ri+1 ril)

oh 1+1&4i;,&j~1.8511'n considere plus généralement les segments définis par

i+l

Sp(r. ..) =3(r r. ),
f 1k+1 ik+1 i1
(gt) entraine i+1$il< 12< /\ik < +es &€ J -1, de sorte que pour un

certain k , i, =j -1 . 5i maintenant (3) est velable, on a §(r:.L
d'ol '

+1 T3 ) =1,

k k+1
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) S(r r.
Ti4l 1 kl+1 j=

[ 0]
fl

1]
f\

) =1

et en définitive

1_S..sob Sl cse O St cee O su--sosl eee Su-§ .

Considérons maintenent une fanille {1*0( i« de sous-groupes hy #1 de G qui
soient disjoints deux a deux. Une i-rclation R=1 est dite A-identité si la A-suite

R adnet une h-segnmentation concordante et uniteire. D'aprés 2.1 et 1.4 :

2.3 = 51, R=1 estune A-identité,. f o une L-segnentation concordante et unitaire
de R,etsi Se&¢, §=1 ainsi que §t= 1 et R R-0 = 1 sont égalenent des
A-identités.

Soit R = {rl 9 tee, T }une L=-suite avec Ty # 1 . Puisque les Ay sont disjoints

deux & deux, les hy -segments mexinaux SJ y, 1 £j&<n, d¢ R n'ont pas d'éléments

oouruns et d'autre part chaque Ty de R appartient aun Sj 3 11 s'ensuit que ceux-
s . . ' 174 =_& = = 1 s )
ci forment une suite .{Sl g see Smk telle que R = S1 62 coe Sm + Nous disons que
=1 - e b - =]
R :%61 ,_...,;Sk est la réduite de R ; ona R=R .
n P ]

R est dite par ailleurs h-suite rédyite si tout Ly -segment contient un scul é1é-

nent.

I1 est clair que si les éléments de R sont différents de 1 , i cst une h-suite
réduite. Dans le cas contraire, on peut éliminer les S-j égaux a4 1 et considérer la

\

réduite R2 de la suite ainsi obtenue & partir de R1 , qu'on appellera seconde

réduite de R ; on peut continuer de la sorte jusqu'a une w-iéme réduite RY

dont les élénents, s'ils ne sont pas tous égaux & 1, auquel cas R=R¥=1, sont
nécessairenent différents de 1, clest-a-dire que R¥ est une A-suite réduite avec
- -

R.= R °

Nous disons d'autre part, comme drns [5], que la suite R d'éléments de G est
irréductible, si 5 # 1 pour tout segment S <R .

Soit enfin Ey un systéme de générateurs de ALx , vérifiant xc—Eog:.-yx—l €Ey »

et notons E =U Ey 3 E est éviderment un systéme de générateurs de [4] .

Considérons les propositions :-

(L )e k est telle que les seules i-relations sont les A-identités.

(L 55) i[ }; est telle que chaque élément | £ x & [4] admet une regresentation

unique comme A-produit réduit.
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(LX). iAds}f est telle qu'il n'existe pes de E-relation irréductible en dehors des
E(x -relations.
2.4, = On a les équivalences : (Lo()@(LJ%)F?(L ¥)e

(Lo ) =2(Lg)e 81 1 Zx=He([L], ot R cst une L-suite, los réduites de R

procurent une représentetion réduitc de x .

Si maintenant (Ley ) est valable, une L-suite réduite R est irréductible ; s'il

existe en effet SC R avec 5 =1, celle~ci est une Li-identitd, et d'aprés 1.5
et (3), un segment minimul s* de la hA-segmentation concordante et unitaire f’
qu'adnet S est un Ly -seguent avec §* - 1 ot conticnt par cons¢quent plus d‘tun

élément.
. n - T 1T, -U ’ . )
Supposons enfin que 1 Zx =T 8y = T bj avec Hai et b, réduits, donc
irréductibles ; d'aprés (L)

R = Wb-l ‘\Ta. =1

n=j+l i

est une A-identité et R admet une A-segmentation concordante et unitaire P . 53

SE P ,ona §t‘ =1 pour tout inter-support, de sorte que S' se réduit nécessai-

renent & ses deux extrémités dont l'unc est dans {b:_j " ?3' et l'autre dans {'aihif ’

N — — -1 . —- -1 1 2as_ s -
d'oh n=n, S = S(bi ’ ai) , o' = {bi s 843 et en définitive a; = bi .

(Lo )=>(Ly). Considérons unc L-rclation irrdductible R =1 qui ne soit pas
b ¥ _ p
§m% , m 22, dec R est telle que §j A1

E, -relation ; la réduite {5-1 y eee
c'est donc une A-suite réduite avee R = Sl §2 cen §m =1 et ceel contredit (LQ ').

(Ly)=AL 0\)‘ Supposons (L x) valable pour un certain systéme de générateurs
E=VE5 .51 R = est une hL-relation, nous disons que : R contient un
A, ~segnent S. avee 3 =1,

La proposition est évidente s'il existe T, € R avec r, =1 ousi R=1 est.
une Ay -relation. Dans le cas contraire, soit {§1 3 ses s -S-n)f la réduite de R jdi

pour un certain j , §j =1, la proposition est également démontrce.

Enfin, le cas §j i L pour tout j est contradictoire. Posons en cffet gj&A“xj

n, :
et soit SJ- = WkJ ejk une représentation irréductible de S-j avec les éléments

de Eq « La relation
J

Ry = WjWkejk""l
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n'est pas une Ey =rclation, doncd'zpes (Lx ), l'ensemble des S C Ry avee §=1
. . . * ' =% » o

n'est pas vide ct un scgment minimal 8% avec 8" =1 est nécessairement un Ey_ -

segnent. Dans ccs conditions, le fait que {:'3'1 s ses s §nS) soit une suite réduite

entratne g* - ‘iejl gy ese g € gpour un certain j , circonstance exclue par

n
3 ]
5. #1 ot 1'irréductibilité de 1L o -

J J Lcomme;

Considérons nmaintenant la fi-rclationet R—= 1 et Supposons.quten ait construit ~
dans 1.6, les ensenbles SLRl y eeey Rk}zet {Si s ese Sfc} de sous-suites de R
satisfaisant 3 (a) et (b), et oue de plus

=.on:-=~‘=000:-‘=10
(4) B =5 °k

Prenons R, =R -5 ;ona dtoprés (4), §k+1 =T -5 =1 , et par consé-

o

quent, en appliguant la rcmerque démontrée plus haut, on pout choisir dans R, 4

un Ay -seguent St avec §1'<+l =1 . On déduit que (4) est valable pour tout k .

Mais alors la A-segnentation ¢ = {Ssz définie oorme dans (c), concordante d'aprés
)

1.6, est égalenent telle que S; = 1, c'est-a~-dire unitaire.

Si (L%) est valable on dit que {A o(]f est un systéme libre de sous=groupes de

G , oh encore que [ 4] est le produit libre des sous-groupes & ct l'on écrit

[A] =‘ “T* AG’\ .

L'intér8t des équivalences 2.4 est de permettre le remplacenent de (L }%) dans
la définition ci-dessus, soit par (Lok)’ soit par (Lx), qui seront les seules
utilisées par la suite.

Si x =R ost la représentation réduitc de 1 # x G_T(* Ay , on appelle lon%'\_.l_eur
AMx) de x, le noubre XR) ; onpose A(1) =0 et ltona Alx)= AxTT) .
Si A(x) =2m + 1, 1'élénent r ., de R st dit centre c(x) , la suite

-l -1 L. ? - } . ’ sl 2
T 5 ese 5T noitié gauche 1‘;__1 (x) et }la suite {rm 4209 *e s r2m+11f noitia

droite M1 (x) de x 3 la représentation réduite de x s'éerit, avec ces notations

-1 L
X = M_;'l(x).c(x),ﬁl.(x) .81 ANx) =é2n, r, ost dite centre a gauche c_; (x)
et r ., centre 3 droite ¢ (x) de x .

Nous notons enfin A4(x) , le sous-groupe A avec c(x)& ik

3. Enchafnabilité. - Considérons un produit libre 4 o et deux éléments x
et y de T(* Ao , de méme longueur impaire A=2nm + 1 et tels que
Alx) = 4(y) = Ay

x et y sont dits contigus si pour certains €, & =21
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(5) i(x) = M_g, ()

n Hooh  h 4
et 1'on écrit dans ce cas x Vy.x fUx 5 XNy =X Ay, ¥y 0NNx .

z vérifiant AMz) = A et A(z) = Ay est dit intcrnédiaire entre x ot y

si pour certsins &, El , E'= I
M = M = M
(6) uE(x) = M_el(z) , uel(z) = M__g, (y)
Si 2z est internédiaire entre x et y , il en est de mlne pour z = ; si x Wy,
+ +
- -1 £ e . . N P e
X ainsi que y sont intermédiairc.entre x et y 3 si 2z est intermediaire

entrc x et y,ona xWVz et znNy , mais la réciproque n'est pas valable.

Soit maintenznt H un sous-groupe de ‘iT* A et supposons de plus que x et y

appartiennent & H .

x et y sont dits enchafnables (dans H) par la suite {zl y ooe g z))f drélé-
ments de H , si Xz, , 2,0 2, , «ou , 2, ¥, autrement dit, dlaprés (5), si

pour certains €, §l Y €1, ooy & , & =11

(7) Mg (x) = M-‘S‘(zl) , Msl(zl) = M_g,(zz) s eee M%y(z”) =My (y)
1 2
l'on éerit dans ce cas x{\y , et xDAy est une relation d'éguivalence ; x x-'1 H

xWy=32xy .

3.1, =81 x et y sont enchainables par {zl s ses zp} , on peut déterminer,
quels que soient &O ; E.(') =1 , certains 7, ZIERERE 7)/ , \7' égaux &
-1, 0o0ul, telsque :

-1
(7v) : x7 z?l cec z?” yV/’ = -I"E (x)oadi, , (y), ae€bh, ;

0 &

si 32 ‘ est intermédiaire entre 2z et z on peut supposer 0
o {&/ M -1 rH,l ’ P PR ?rfé
ou QT-{S)), Zy = X , Zy+1"y)

Si 1'on convient de poser ﬁo(x) = E‘O(zr\) = Mo(y,) =1, ona
' -1 , -1 7]
x 2,7 ee z: y'z' = b_i_?(x).cy(x).%(x).ﬁ_ (zl).cll(zl).ﬁ?l(zl)
- | -1 1 -
“es h"?y(z))). c‘?u (zy).M;7)/(zu)»1§7i_7,(y).c‘7 (y).MV,(Y) ’

de sorte que si l'on prend
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0 s B AL 0 ; si E'r,f- 8\»\

(@)
“e
]
el
o
T
g

(7) entratne (7').

Si maintenant 2z est intcrmédiaire entre 2z 4 et z, ., s 0D peut d'apres (6),

supposer dens (7), (:Z'tA =€ W ¢t par conséquent prendre dans (71),

W: &'{)f &r\;éo .

3.2, - Pour que x et y soient enchafnables, il feut et il suffit qu'un 2z €H

soit internédiaire entre x et vy .

La condition est évidemment suffisante.

Réeciproquenent, supposons Zy oy eees z»e H, X V2 g eeey 2, VY ; d'apres

T

3.1, il existe 2z € H avec ‘7
A

1
(x)eadig,(y) , a @hgy o

o 0

Si a#1, d'aprés (6), z est internédiaire entre x et y .

Si a=1, ona

1

€0

ou z'&H et

-1 £ -1
(x).ﬁ'eé(y) = [ﬁ_l (x).c(x).b-fi1 (x)] © [, o

<x).c'60(x).ﬁ%(y)1 =0

=M

]
|

0

-§
z' =M. (x).c O(x).ﬁ (y) 5 1#¢c O(x)EAm ,

£ &

clest-a-dire que 2' est intermédiaire entre x et y .

X &T(* Ay s de longueur inpaire A=2nm + 1 , est dit élément symétrique (1)

de moitié M(x) , si M_l“(x) = Ml(x) = M(x) , autrement dit si x est conjugué &

1, . . .
(") "transformation", dans la terminologic de Kuros.
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un élément d'un Ay .
x et y , symétriques, sont dits semblables si M(x) = M(y) et 1_:on écrit
Xy 3 pour x et y non-symétriques, nous posons X~y &>X =Y la relation

~~ est une relation d'équivalence dans H .

——

Une suite R = {rl 5 eee s rn} d'é1éments de TN™ A, est dite x-simple si la
classe des r; semblables & x se réduit & un seul élément de R .

R est x-simple & gauche ou & droite si rI=Xx ou r™=x respectivement.

Un scwiegroupc B de H  de la tornme
: -1
B=HAE L4 K

o

oh M est le représentation réduite d'uglélément de T* A est dit sous=-groupe
 synétrigue de H, de contre c(B) = MBE C 4(B) =i, et do moitié M(B) =M ;
B est conjugué & un sous-groupe d'un Ay .

Les élénents x # 1 d'un sous-groupe synétrique B sont des éléments symétriques
avec A(x) = A(B) ot M(x) = M(B) , que nous appelons élénents principaux de B ;

si B est un sous-groupe cyclique engendré per un nen-symétrique, les éléments prin-

cipaux d¢ B esont ses deux géwér,teurs,

Lppelons sous-groupc prenier de H , un sous-groupe qui est,soit symétrique, soit

cyclique engendré par un non-symétrique.

A chague synétrique x de H on associe le sous-groupe symétrique

-1
B(x) = HNE (x).4(x).M(x)

le contenant, unique ; a chaque non-symétrique X on associe le sous-groupe premier.
cyclique B(x) engendré par x ; la classe des éléments semblables & x colIncide

avec 1l'ensenble B*(x) des éléments principaux de B(x) .

Deux sous-groupes premiers B1 et 82 sont dits cnchafnables si leurs éléments

principaux sont enchafnables ; il s'agit éviderment d'une reletion d'équivalence

dans l'ensemble des sous=-groupes preniers de H .

3.3. - Deux sous-groupes symétriques enchafnables B, et 32 sont conjugués dans

1
H et leurs centrss c(Bl) et c(B2) sont conjugués dans A(Bl) = A(Bz) = A

Soient x éBl et y € B, deux élénents principsux, donc enchafnables ; d'apres
3.2, il existe z €H intermédiaire entre x et y et puiaque ceux-ci sont

symétriques
-1 .
z=M (x).a.di(y), 1 #£a EAL
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. %
Si maintenant x 4 X

-1
- = - = -1
z ! x*z=05 (y).a 1.c(x*).a.M(y) EB, , 1£a .c(x*),a ec(BZ) G b

-1

dion z ' B, z CB a-l.c(Bl).a gc(Bz) ; de manidre analogue z B, z &B; ,

17 =722

a.c(Bz).a-lgc(Bl) , donc B, & LBz s c(B2) _(;a—l.c(Bl)aa .

1

Un ensemble X d'éléments de H est dit enchatné si, quel que soit le couple
x , y d'élénents enchainables de X , 3 &[X] pour un certain z intcrmédiaire
entre x et y . En particulier , X est enchaind si x et y sont enchainables
par une suite —S_zl g cesy 2)/} d'éléments de X ; nous disons dans ce cas que X est

X-enchainé.

X ost dit bien enchainé si quel que soit le couple x , y d'éléments enchainables ‘

A

de X, ze[X] pour tout =z intermédiaire entre x et ¥y .

Une fanille QB } de sous-groupes preniers de H est dite enchainée, ou bien

enchainée, si l‘ense: ible B des éléments principaux des sous-groupes B, est en-

R

chainé ou bien enchainé, respectivement.

3,4, - Pour qu'un ensenble enchainé X soit bien enchainé, il faut et il suffit
b J

que, quel que soit la classe d'enchafnabilité A(v) dans X,

: -1
B = HON kg (vo).;l(vo).tvig(vo) c[x]

pour certains v, & A(v) et £=1

La condition cst nécessaire car les éléments principaux de B sont intermédiaires
ntre v, et v
e o 0

-1
Réciproquenent, soit z = I'v-i_g (X)aa.ﬁ%(y) intermédiaire entre x , y € D(v) .
0

Si.Xestenchainable, il existe 3, & [X] intermédiaire entre x et vy » ot
z, € [X] intermédiasire entre vy et ¥y, done draprés (7')

-1
x’? zzl vZO = H_(SO(X) .al .ﬁg(vo) ]

T4 Y2 M
VOO zé ”} (v 2.1\1€O(y)

o a; , 8,& A(vo) . Soit maintenant a' €& A(ﬁo) tel que a a'=a ;ona
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_-1 " ,ﬁ-l ' -1 - -,-1 = ( _ 76 72 7'
M E(Vo)'a .Méo(y) = Hg (vo).a 8, .h&(vo).Ms (VO)'aZ'mgé y)=b Vo 25 T
beB[X]
de sorte que
-1 _ _-l _ _—l _
= ﬁ_io(x).a.M&,)(y) = M_Eo(x).al He(vy).dlg (vg).at.i 6(y) =
1y
= x‘? zzl VZO b VZO zéz y'f'e [x] .

4., - Relstions irréductibles. - Considérons une relstion irréductible

»-1'

%
=r T, ...rn—l avee rié.-ﬂ Aok

et supposons d'une part quc «(R) 3 , d'autrc part que les r, ne sont pas tous
Alr,)

synétriques semblables ; soit r, = ﬂ 3 ! aij la représentation réduite de ry

et notons

V(&) = nax *D\(rl)} , EA - T;{ Tia., «

J i

8

Si de plus R, adnet unc L-scgnentation concordaente et unitaire f’ , appelons
couverture centrale C (r ) lec segment mininum appartcnant 2 f}UR et contenant

les centres de ry (dont ltexistence cst assurde par 1.2).

4ole = 5i 0(R) = 2n , il existe pour tout ru € R vérifiant A(r,,) = U(r) y
un segnent S de R, r~simple, avec AE) < z\(ry)

D'aprés (Ly ), ﬁ.A. =1 cst une A-identité ; soit P la ‘A~pegnentation concordante
et unitaire qu'admet RA . :

Considérons 1l'ensemble ?* des couvertures ccntrales C (ri) correspondant
aux r, senblables & ry, et soit C = CF(rr‘) R rt* w1, ,un segment minimal

de Fi .

(A). = Un inter-support ¢t de C contient des centres de tout au plus un seul

r; semblebles & r), ; il en est de néne pour Ry si C = R,

. _ %
Supposons en effet 1 <k , r,uT My, , a:.L nel = cl(ri) EC
t N .
g =cC 1(rk) &C” , et notons s* = S(ul el kr\) 3 1l'hypoth&se que C est minimal

dans Q* entratine



aeS*:#SP(a)QS*

qui reste valable si C = R a

L :cl(ri)E:RA, a. =c_1(rk)€:R .

1,m+l km A

%
L'ensemble des SF(a) avec a € S constitue donc une A-segmentation de S

concordante et, de méme que F , unitaire ; d'aprés 2.1, on a par conséquent .
%

ST =1 .
Si L=
S(ry 1y _q) =2y « aimﬁ*.al;t cee alj =1,
et si ry = ri;l s
S(ri r ) = Bgq vee By S B el *** Bk om = 1, Sl k-l)
| = ri"l‘-g(ri :c'k).rl'{'1 =1,

ce qui contredit dans les deux cas l'hypoth&se : R irréductible et oo(R) >3

D'aprés (4), si C = R, , R est rj-simple et par ailleurs A[R) =0 < /\(ru) ,

de sorte gqu'on peut prendre S =R .

Si ‘C# R , considérons parmi les inter-supports de C =C (r‘_k) s l'inter-support

c , unique, contenant des centres de et posons CL = S(a 1 kh) . On a
. faty =t ™ 1,]

dtaprés (3°), C =1 ; d'autre part aij et ak h+l sont des supports de C

appartenant & un méme 4 o ? de sorte que a; ak hel = JA .

Quatre cas sont & distinguer

10 ¢, (ri)¢0t et c_l(rk) C%Ct .

Dans ce cas rH 68(1'i+1 rk_l) et dtapres (4), S(ri+1 rk_l) est ry,-simple.
D'autre part 2L A (r ) =il < }\(r )< /\(r)}) , 2h < /\(r ) £ Mry) , done

)\(I‘)—J +h < Ar ),et

-1 -1 =t -1 -1 —1 -1 -1 -1

S(rl+1 k= 1) = a. ,A(I‘ ) cee i,J+1.C oakh s akl = ’/\(r ) eee 8, ,J"‘l kh e akl )

de sorte que

ALS(rypy T )1 < Alry) =3 +h < A(ry) .
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On peut prendre S = S(ri+l rk-l) .
t t
e
20 ¢ (r;) €C° et c_j(r) €C” .
Ona r, & S(r:.L rk—l) qui est ry-simple. D'autre part 2j & )\(ri) £ /\(r)/) ,

2h < A(r,,) , done j +h<Nry) , et

- -1 -1
S(I’i I‘k_l) - ail e aij d.kh see akl )

de sorte que

/\[g(ri rk—l)jéj +h <-/\(I'1)) °

On peut prendre S = S(r:.L rk-l) .
t t
o ) =
3° ¢ (ri) éC et c_, (I,'k) ec” .
Ce cas est analogue & 2° et 1l'on peut prendre S = S(r].ﬁ’1 I‘k) .
t - AT
o & =
4 cl(ri) C" et c_, (rk) Ec” .
Ona m, € S(r; rk) qui est my,-simple. D'autre part 2j £ Alry) ,
, 2[>\(rk) -h] <L )\(rk) < X(ru) , donc j + ,\(rk) -h é)\(r)}) , ct

S(I’i rk) = ail s aij ak,h"’l XX k,l\(rk) = ail coe ai’j—l a ak’h+2 see ak,/\(rk)

de sorte que

MBS, £ )1gi+ M) ~h =1 < AEy,) .

On peut prandre S = S(r;. r,{) .

4.2, -8 E(R) =2m + 1, il existe pour tout ry, € R yérifiant Nr, ) = [(R)
et tout €= i1 , soit un segment S_1 de R, ry~simple a4 gauche, soit un
segment S, de R, r,-simple a droite, avec :

| §_7=[ﬁ_?(ri).aeﬁ]v L e =aly), Y =11,

A{) €m,

ou 1l'on a 1l'une des quatre conditions

(r) a=1 ;3
(p) A <&n ; , .
(X) l‘fl_\?(ri) =M_ 8(r),) , M= M\?(rk) s T Ty,

($) si ry est non-symétrique, M__\?(ri) =M=M_ &(rv) .
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Considérons comme dans 4.1, ﬁA =1 , la A-segmentation concordante et unitaire

(3 qu'admet R, , 1'ensemble F* des couvertures centrales d'éléments semblables

é:ry et soit C:C?(r ), 7, & r, , un segment minimal de P*.

Ona c(r,)&C, donc ‘drapres (2), SFEC(I’u)] CC , et pulsque C est nminimum
dans EKJRA 3 contenir c(rr\) R of[c(ru)f]zc ; C G,? et c(rr) est un
support de C .

(a)+ Un inter-support Ct de C ne contient pas des centres d'éléments ry

semblables & Ty, »

En effet, c(ri) & ¢t entratne d'aprés (Et), Cf(ri) cs [c(ri)] C_;Ct (SR
ce qui contredit lthypothése aue € est minimal dans f* H c(ri) gst un support
de C . '

Posons C = S(a1,3+1 kh) ; on ad'aprés (3), C=1,

Cherchons maintenant parml les inter-supports de C , un inter-support Ct conte=

PP S - Y ~
nant une moitié u?(ri) avec M (ri) = h&(rv) , T Mry, .

i
Si un tel Ct ‘n'existe pas, r., est non-symétrique et par ailleurs, en tenant
compte également de (a), on conclut que c(rP) est une extrémité de C ; soit par

exemple p=i, Jj=mn, co—c(r),

1,m+l
D'autre part rvi‘—‘:r), pour i< v < K et si rk-'.‘irv ona h&£m+1 . Dans
ce dernier cas on peut méme supposer h«€ m, car h=m + 1 est contradictoire ;

en effet si T ST ¢* ou €V est dans les conditions requises pour Ct et

. -1
gi r.=r
- Td k

§(ri rk) =a =1

TEEE aim'c'ak,m+2 Qk 2m+l ’ S(1’1+1 k- 1) L.

I1 reste a étudier le cas :
1° soit rkC}Qr)J s Soit rk".\’— ry et h€m

Si c_; (rk)ﬁéc , S(ry rk-l) est ry-simple & gauche et h <m , d'ol
S(r__.L rk-l)zail ...amakh...am:I (r. )M, A()<h <nm ;

on peut prendre S'__1 = S(r T _ 1) car celui-ci vérifie () .

Si c_, (rk) € C , on a nécessairement r, #‘rv » donc  S(r; rk) est ry~simple
3 gauche et )\(rk) ~-h&mn, d'ou
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S(ry 1) =25y «o0 8y im %, el 00 K, Az, =H_ (r;).M, A(M) € )\(rk) -~-h4&m ;

on peut prendre S_; = S(ri rk) car celui-ci vérifie (X).

Si d'autre part il existe ¢® avec M7(ri) ek , }iz(ri) = ME(rV) y Ty NI,

supposons par e,{c,mple v = 1 d'aprés (A) ’ Gt est necessairement de la forme

t - . . . t
c’ = S(etl,er2 “) ; toujours d'aprés (&) rbff-’— ry » T« u<k ; dlapres (37),
cb_ 1 . enfs = - o =

C” =1 ; enfin, 85 mel %k,hel T Ch g =0 =& g A(ry) .

Trois cas sont & distinguer une fois choisi Ct H
[ 4 { A/\ 3 = .
2° soit A\rk) 2m + 1 , soit /‘\(rk) 2m + 1 et B bl # c(rk)

. t . N N
si c(r) é ¢*, S(ry ry,_;) ostry-simple & geuche et puisque &, £ clr)
ona h<m, d'ou

=t ._1 - ' -
S(I‘ I‘k 1) = a, 11 0o a +1-C 0o akl _1(ri).ai,m+1.M 3 ai,m"‘l EA(I‘;,) Iy

A@<n<n

on peut prendfe S_; = S(r T _ 1) car celui-ci vérifie ( 55)_.

[N

si c_(r)e ct , d'aprés (A), rk¢:' ry , domo S(r, r,) est r ~simple & gauche

et /\(rk) -h=-1<m, d'ou
-1 .
S(r:.L rk) =857 eer 8 na ak,h+1 - &k,)\(rk) =, (ri).a.h ;> @ eA(ry) ,
A(M) £ /\(I‘k) -h=1<n ;
on peut prendre S_; = S(ri rk) car celui-ci vérifie (g) Yo
° _ w
3 /\(r) 2m + 1, ak,h+1"°(rk)’rk~r1’ .
Dans ce cas, S(r; r,) est n,-simple & gauche et h =m , d'ob
-1
E>(ri rk) = 8Bgq eee ai’m+1 ak,m+1 fos ak,?le =M, (ri)-a.M s & eA(r)/) ’
M= (r ) 3
on peut prendre S_; = S(r r],) car celui-ci vérifie (X)
Si maintenant B hel = c(r ) T, Lo Q3:(*)) et si r), est synétrique,

ol ! _~1 -1

clest-a-dire, étant domné 1'irréductibilité de R, k=1 +1 .
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. . . t .
Ceci étant vrai pour tout inter-suppert C°~ conpris entre des supports centres
de synétriques scnblables & ry, , il s'ensult que si l'on ne réussit pas & choisir

un ¥ vérifiant 2° ou 3° y le segnent S(r ro,,) de R, déterniné par

C = S[C(I‘f) ’ C(I'sfg)] ’

ne contient que des 1, synétriques senblables & 1), ot
-1 _...1 _
St r O,.) =f, (r ) CH @ ,) = "le(r}/)'Mg(rv) -1,

ce qui est en contradiction avec les hypothéses faites sur R .

Si par ailleurs, dans lc cas de T, non-synétrique, ak,h+l = c(rk) y Ty ETL

ona h=m,dou

S(ri rk) = =1, S(r. )=1.

831 *** 34 nel kynel tt0 Fk,2nel 141 Tkl
I1 reste & étudier le cas :

a 3 i = - AV
4° 1, non-synétrique, &y 4 = c(rk) y Iy =My, .

Dans ce cas S(r. rk-l) est 1,-sinple & gauche et h =n , d'od

-1 -1 - -
S(ry Ty q) = agy wee 8y g Ay eee oy T A )y p g My ey €AY

= M—l (I‘k) = M_'l (I‘i) = M_ ér ))) H

on peut prendrc S_; = S(r. T l) car celui-ci vérifie (§).

5, = Théoréne de Kurof. — Si X CLTT & 4 , notons X(/\) l'ensenble des x & X
avec A(x) £ A et soit. H un sous-graupc de Y‘ Ay o

ijs } 2 s eee 1‘3*} eeo étant des ensembles d'indices, considérons les

systénes de sous-groupes preniers de H

IB}}: %}c...c{slg

définis par récurrence coride suit ¢
(at) i?g % est un systénme libre bien enchainé naxinal tel que
‘ - B' CH(1) .

(a) i ‘k est un systéme libre enchatné naxinal tel que

7%/\_115 43)’3\, | R guA),
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o, notation déja utilisde, B/\ est 1l'enscnble des élénents principaux des sous-
groupes B .
Pa

I1 cest évident que la propriété d'un systéne de sous—groupes d'8tre libre ost une

propriété de caractére fini et on voit d'autre part facilement que la propriété d'un

systene de sous-groupes premicrs de H d'€trc bien enchainé est une propriété induc-

. . R . A ,
tive. L'existence dos systenes naxinmaux ‘iBg’}\ est donc assurée par le théoréne de
Zorn (avec la convention que le systéne vide de sous-groupes preniers est libre bien

enchainé). Notcns

(b) &BB} = U %\B)é;g 3 suilvant les rurarques ci-dessus §B§7§ est égalenent un systéne
/ . -
libre bien enchainé de sous—-groupes de H .

'5.,1.-Ona,.H=Tr:lt B)B .
I1 suffit d'éteblir H C[B] . Supposons H(N- 1) Cz[B’\_lj et nontrons que
(8) H(A) c[#].

Soit x€H(A) ;si ANx)SA-1,o0na xé&HW- 1)(,;,[3“1]@,[5’\] ; si
AMx) = A et si eré)\ pour un certain )9)\ , on a XEB,Q’/\Q;[BA] ,

Considérons donc les élénents x @H avee Ax) =A ot x %ng pour tout B>\ ;

ona B(x) BA

B)\ =1.
Si /.\:: 2n , B'\ U B*(x) est un ensenble bien enchainé ; dtaprés (a) il s'ensuit
que &I?é\\ s B(x)}’ n'est pas un systéme libre. Il existe donc, d'aprés (Ly ), une

relation R =1 irréductible entre des élénents de B B¥ (x) qui n'appartiennent
pas tous & un néne sous-groupe de %.Bj;\j\ s B(x)zf‘ ; on déduit que w(R) >3 et que
les élénents de R . ne sont pas tous s;;métriques senblables. Puisque %Bé}\k est un

systene libre, il cxiste r,, € R avec ry, M x ot d'autrc part
Ary) =A &) =A = ka) .

On a par conséquent d'aprés 4.1, umééalité de la fornme
. (O =
X oeee X XX .,,.xi..S s
o S est x=-sinple donc x!&!xi & BA , et AB)E A-1 done Sen(A-1)
C (8787, de sorte ue xe[5'].

Supposons naintenant A=2n+1 s on nontre successivenent :

(A) Tout x avec A(x) =A , contigu & un élénent de BA appartenant & [lf\‘] .
b 1

Si x est contigu a2 ye B>‘ s B’\ ] B*(x) est enchainé et, dans celui-ci,
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D(x) = Aly) ; mais d'aprés 3.4, g’ UB*(x) est dans ces conditions bien enchatné.
On déduit corme plus haut l'existence de R = 1 irréductible et de r), € R avec

T, My et >\(rv) =A(x) =A= Q(R) de sorte que si & est déterminé par
M&(r ) = M"E' (y) , on a d'aprés 4.2 une égalité de la forne .

: -]
(x&O X oo Xm)v =5 =[Hf (XEO).a.L\"'I] R x#fxi e ? ,

oh, éventuelités (o) et (B), A(5_,) £ A-1, ou bien, éventualités (y) et (&),
S n est internédiaire entre deux élénents de B” ; dans les deux cas §_76 (8],
de Sorte que xC[B’\]

(B) Tout x avec A(x) = A, synétrique, appartiont & [B’\] .

-1
Si le symétrique x est enchainable & y & B/\ , soit z = (x).a.M_(y)
1'internédiaire entre x et y dont l'existence est assurée par 3.2 ; on a

-1
X 2 ye‘ = (x).c(x)‘.a.ce(y).ﬁ&(y) =z,

o 2 est contigu 3 y& B’\ et z' est,soit tel que A(z')& A-1, soit conti-
gud y&B”.Sil'on tient conpte de (4), on déduit z , z'é& [B’x] , de sorte que
xe[8"].

Si le symétrique x n'est cnchatnable & aucun élénent do B)\ , BAUB*(X)

est bien encheiné et l'on déduit comme dans (A) 1'existence d'une égalité de la forme

-1
(gx1 ces xm)7 =§_7=[b71 (?;).a.iﬁ]?, 'E)fl-lxﬁ#xi epA ,

ol, éventualités (X) et ( B), \,\ G_)% A= , ou bien, éventualité (\é), §_v
est contigu a an'élémont de B ; mz?is alors

(xx ...x))? (x'g bl...x)’]-—[x. -l 5

.M (g).a.mﬁ
= (8 (g).c(x).c (g).a.Mj“? s/

ou §f est, soit tel que /\(§_’. < A-1 ’ 301t contigu & un élément de B’\ 3 on
conclut en faisant intervenir (4) que S_. SN:) ] et en définitive x €[B ]

(C) Tout x avec A(x) = A appartient & [B 1

A UB*(x) est d'aprés
3.4, bien enchainé, et 1l'on déduit comme dans (A), l'existence d'une égalité de la
forme

Supposons .x non-symétrigue. Si l'on tient compte de (B), B

& . -1 E
(xoxl cos xm)q?z /- B v(x ).a.h], xﬁfix CB R
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ou, éventualités (ot) st ( P), }\(é‘_v)) & A -1, ou bien, éventualité (J), S
est contigu & un élément de B™ , ou encore, éventualité (&), §_ est symétrique ;
on conclut en faisant intervenir (4) et (B) que §_ €[B"] et en dérinitive

xe [B4]. 7

Avee la convention que tout x avec A(x) =1 est synétrique, (8) est par
ailleurs évidente pour tout A=1 , de sorte qu'elle est valable pour tout A ; on

déduit en tenant coupte de (b)

H=UHA)CU[B*]=[V B =[B].
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