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1-01

LE THÉORÈME DE KURO0160 POUR LES PRODUITS LIBRES

par Julian PETRESCO.

Faculté des Sciences de Paris

DUBREIL
et C. PISOT

(ALGEBRE et THÉORIE DES NOMBRES)
Année 1957/58

4 novembre 1957

Cet article représente la première partie d’un travail se proposant d’adapter aux

produits libres~ les procédés utilisés dans [5] pour les groupes libres.

On y trouvera une construction, fondée sur le théorème de Zorn, des décompositions
libres d’un sous-groupe H appartenant à un produit libre Tf A ; elle contient

. comme cas particuliers la construction par double récurrence transfinie de KUROS [4]
et celle obtenue à partir d’un bon ordre "semi-alphabétique" par M. HALL [l] .

H. W. KUHN [2] et A. J. WEIR [6l ont obtenu par ailleurs des constructions à par-
tir de "transversales", où les considérations de "cancellation" sont remplacées
presque entièrement par des considérations d’homomorphisme. Notre construction fait

largement appel aux considérations de cancellation, mais d’une façon assez systémati-
elle contient également comme cas particuliers les constructions à partir de

transversales.

Les rapports entre la construction donnée ici et les différentes autres construc-

tiens, ainsi que les questions liées au théorème de GRUSKO, feront cependant l’objet
d’un article ultérieur; utilisant les mêmes procédés.
’ 

1. A-segmentation. - Considérons une famille d’ensembles {A03B1} et notons A = UA03B1.
Si les éléments r. d’une n-suite R = ... ; r ~ appartiennent à A ~ nous

disons que R est une A-suite; si les r. appartiennent tous à un même ensemble

A~ nous disons que R est une Ace-suite. Nous notons S(r. r.) le segment de R
. 

2014-~-2014~ ~ j .

ayant ri comme extrémité à gauche et r. comme extrémité à droite, et cj(R) = n .

Soit maintenant un ensemble p~ 
J de À,-sous-suite.s non-vides de R ~ notées

S’ = ~s~ ~...~s~ ~ supposons qUe t .

(r) Tout élément de R appartient à une A~ -sous-suite S’ de f’ et à une seule.



Nous disons que le segment S = S(s0 s ) de R, compris entre les extrémités

So et s de S’ est le segment supporté par S’et les éléments St’ 0  t  u,
de celui-ci, sont dits supports de S . L’ensemble p des segments S supportéepar
les S’ de f’ constitue une A-segmentation de R.

La correspondance entre les 03C1’ et les est biunivoque, car à chaque
S correspond une supports S’ unique ; une extrémité de S est

en effet support de S et appartient à une S’ unique . Il s’ensuit que :

(1 ) Tout élément du R est support d’un segment S de f et d’un seul.

Notons le segment support r. , unique, appartenant à p .
Une A-segmentation 03C1 est dite concordante si, pour chaque 

Soit S = S(r.. 1 r._.) l’intervalle séparant deux supports consécutifs

s.. =r. et s.=r. de S ; nous disons que les segments S .  u , sont

les inter-supports de S .

1.1. - Pour qu’une R soit concordante, il faut et il suf-
fit que, pour chaque S 6EP:

(2t)~(2). Si r. E£S est un support de S , d’après (1 ), Sf(r.) = S ; dans lei i

cas con.traire, il existe t tel que r c donc d’après (2t) S (r ) Cs
1 ’ ’ 1 1 

~" °

(2 ) ~ (2t). D’après (2 ) , r . ~ St entraîne s03C1(r1) C S ; d’autre part, quel que

Soit rj ~ S’ , rj ~ S03C1(ri) entraîne d’après (2), S = S03C1(rj) ~ S03C1(ri).

On a par conséquent Sf(r. ) = S , donc r. e S ’ , ce qui contredit ri ~St . En

définitive S03C1(ri) ~ S t = 0 , de sorte que Sj> (r. ) est contenu dans un inter-support
de S y plus précisément dans St , puisque ri Î9 

0n conclut: si r, é S , Sf(r. ) coincide avec S. ou bien est contenu dans un
- 1 , 1

inter-support de S .

1 .2. - Si 03C1 est une A-segmentation concordante et S1 , S2 ê y :



Si S’ r~S ~ 0 , soit. ~S~ ; d’après (l), S~ = et d’après (2),

S ~S =S.. Si S~S~=0 ~ on a, soit S~~S~=S~ , soit S~S~=0 .

1.3. -Si p est une A-segmentation concordante de R j~ ~~-~’ ~ l’ensemble

P des segments supportes par les A03B1-sous-suites Si de 03C1’1 dans R1 = US’1
est une A-segmentation concordante de R..

R et P-~ satisfont à (1’) et par conséquent ~ est une A-segmentation de

Ri’
Considérons d’autre part supporté par dans R~, et soit S~~

le segment supporté par Si dans R . Si S~ = S ~ S , on a, d’après (2)~

S ~ et par conséquent

de sorte que R1 et P. satisfont à (2).

Nous disons que P. 1 est la A-segmentation induite par f dans R1 .
Soit maintenant et notons : cr l’ensemble des segments de f dont un

support appartient à S ; 03C3t l’ensemble de ceux dont un support appartient à S ;
l’ensemble des segments de la forme S* - S, S~ où un support de S

appartient à R - S .

1.4. - ~ et (~ sont les ~--segmentations concordantes induites par f
dans S ~ S et R - S , respectivement.

En appliquant 1.3~ on voit que : 

- Si l’on prend 03C1’i = 03C3’ , on a, d’après (1’) et (2), R1 = S et fi = 03C3 .

- Si l’on prend = ( ~)’ , on a, d’après (!’) et (2~), R~ == S~ et ~ = ~ .

~. 
i 

étant l’ensemble des segments S* de P ~ dont un support appartient à R - S ,
si l’on prend ~ ~~ d’après (1’) et (2)~ R~ = R - S et ~ = ~ .

1.5. - Pour que le segment S g- ~ soit minimal dans il faut et il suffit

que S = S ’ ~ un S (? f minimal est par conséquent un A~ - segment.

Si S = S’ , r. e S entraîne r. â S’ , donc = S .

Réciproquement, pour tout on a, d’après (2), ~ S , et si S est

minimal, = S , donc et en définitive S = S’ .



Considérons maintenant les ensembles ~R-~ ~ et ~S~ ~ 1 ~.k ~n ~ de sous-suites
d’une A-suite R construites par récurrence confie suit :

(a’) 
(a) Rk =~k-l -~k-1
(b) S. est un de R..
Soit d’autre part :

(c) f = ~S.i~ ~ l’ensemble des segments S. supportes dans R par les S, .

1.6. - P est une A-segmentation concordante de R et réciproquement, pour chaque

A-segmentation concordante f de R , on peut construire deux ensembles { Rk} et

1 S’~ de sous-suites de R ~ satisfaisante avec P ~ a (a), (b), (c). 
’

On a R~ ~ ...~R~~3 ... , de sorte que si r. 6- R , il existe k avec

Rk et Rk+1 ; mais d’après (a), = Rk - S’k , donc ri ~ S’k . Par
ailleurs, si r. et r. ~ Sh à la fois, et si par exemple k  h , on a,

diaprés (a), r~~ ~ - S~ == R~ , et (b), r~ ~- S~ CR~~R~~ , ce qui
est contradictoires En définitive, on a (1~).

Soit maintenant r. ~ S, ~,R ~ comme plus haut, il avec S, ~R...
Puisque (b), S’ est un segment de Rh , Rh+1 == E - S’ ne contient plus

de S ~ pour la même raison R. = R. -- S’ ne contient

plus d’éléments de S. ~ de sorte qu’on assoit k = h , soit S, ’~ S~_ = 0 , auquel
cas S est contenu dans un inter-support de Dans les deux cas = 

et par conséquent on a (2).

. Supposons enfin la réciproque valable pour toute n*-suite avec n ~  n , et soit

R une n-suite admettant la ~-segmentation concordante P . Un segment S minimal

de 03C1 est d’après 1 .5. un 1: «-segment et R - S est une n*-suite avec n  n .
Considérons la A-segmentation concordante ~ induite d’après 1.4~ par P dans

R - S . D’après l’hypothèse, on peut construire les ensembles ~~~R~~ ~
~S’ ~ ... , de sous-suites de R - S satisfaisante avec ~ ~ à (a)~ (b)~ (c).
On déduit que les ensembles {R , R2 , ... , et {S , S’2 ... , S’k} de sous-

suites de R , et la segmentation 03C1 , satisfont égalisent à (a), (b), (c). La

proposition est par ailleurs évidente pour n = 1 .

2. A-identité. - Supposons maintenant que les A~ soient des sous-groupes du

groupe G et notons R ~ ri r~ ... r le produit des éléments d’une A-suite R ,
dans l’ordre de R. Le segment S de R est dit unitaire, si



et f est une A-segmentation unitaire do R, si ses segments sont unitaires.

2.1. -Si R admet une A-segmentation concordante et unitaire 03C1 ,

Si la proposition est vraie pour toute n*-suite avec n  n , considérons la
n-suite R , et soit S un segment minimal de f . On a, d’après 1.5 et (3’),
3 = S’ = 1 . D ’autre part R - S , qui est une n*-suite avec n £ n , admet d’après

1 .4, une A-segmentation concordante 03C3* induite par p y dont les segments S* - S
ont mêmes supports que les segments S de P ; il s’ensuit que ~ est également
unitaire, donc d’après l’hypothèse R - S ~ 1 . Si l’on pose S = S(ri r.) ~ on a

par conséquent

Par ailleurs, 2 ,1 est évidente pour n = 1 .

2.2. - Pour qu’une A-segmentation concordante 03C1 dt R soit unitaire il faut et

il suf f it que; pour chaque S ~:. ~ : 
’

et on a alors pour tout t

Si f est concordante et uni taire et S £i f , la A-segmentation concordante «
induite par f dans S , d’après 1 .4, est composée des segments de 03C1 contenus dans

’S et par conséquent V est égalenent unitaire; d’après 2.1, on a § = 1 .

Réciproquement, soit .f concordante, s = s (s s ) 6 (? et St = s (ri+1 rj-1) ,. 1 0 u. i+ j-

ri = st-1 , rj 
= un de 8 ; (2t), S03C1(ri+1) = S(ri+1 ri1)

Où 1 + 1 G i1  j - 1 . Si l’on considère plus généralement les segments définis pai’

(2 ) entraîne i+l~i~.i~.... ,!,....  j - 1 ~ de sorte que pour un
certain k ~ !.. == j - 1 . Si maintenant (3) est valable~ on a S(r... r. ) = 1 ~
,,.. 

" 
. ~k" 

d’où



et en définitive

Considérons maintenant une famille {A03B1} do sous-groupes lia ù 1 de G qui

soient disjoints deux à deux. Une A-relation à = 1 est dite A-identité si la À-suite

R admet une A-segmentation concordante et unitaire. D’après 2,1 et 1 .4 :

2 .3 . - Si À = 1 est une A-identité, f° une A-segmentation concordante et unitaire

. de R , et si S C f , Ô = 1 ainsi ue Ô = 1 et Il - S = 1 également dej
A-identités.

* ° ’ rn} une A-suite avec ri ~ 1 . Puisque les A03B1 sont disjoints

deux à deux, les A03B1 -segments maximaux S . , l $ j $ n , de Rn’ ont pas d ’ éléments
VB - . «-° ~’ "~ ’ ° J

communs et d’autre part chaque r, de R appartient àun S . ; il s’onsuit que ceux-’ 

i - - - j
ci forment une suite {S1 , ... , S j telle que Ê = S1 S2 ... Ô . Nous disons que
R * {S1 , ... , Sm} est la réduite de R J on a R = R ..

R est dite par ailleurs A-suite réduite si tout A03B1-segment contient un seul élô-
nient. 

Il est clair que si les éléments de R1 sont différents de 1 , est une A-suite
réduite. Dans le cas contraire, on peut éliminer les Ç, égaux à 1 et considérer la

réduite d de la suite ainsi obtenue à partir de qu’on appellera seconde

réduite de R ; on peut continuer de la sorte jusqu’à une réduite R"

dont les élénents, s ’ils ne sont pas tous égaux à 1 , auquel cas À = À" = 1 , sont

nécessairement différents de î, c’est-à-dire .que R’ est une A-suite réduite avec

fi ,= Ê° n

NOUS disons d’autre part, comme dans [ 5 ] , que la sui te R d’éléments de G est

irréductible, si Ô ù 1 pour tout segment S  R .

Soit enfin E« Un système de générateurs de Îi« , vérifiant: 
et notons E = U E est évidemment un système de générateurs de [1; ] .

Considérons les propositions r, 
.

(la a ) . ( est telle que lcs seules A-relations sont les A-identités.

L js > . ( IE«) est telle que ChaqUe élément i ù x « 1/. 1 admet une représentation
unique comme A-produit réduit. 

’ 

.



(Lv). ~r~ est telle qu’il n’existe pas de irréductible en dehors des

-relations.

2.4. - On a les équivalences : (L03B1)~(L03B2)~(L03B4).
(L03B1)~(L03B2). Si 1 ~ x = il ~[A], où R est une 1:-suite, les réduites de R

procurent une représentation réduite de x.

Si maintenant est valable, une 1.-suite réduite R est irréductible ; s’il

existe en effet S C- R avec S = 1 , celle-ci est une A-identité, et d’après 1.5
et (3), un segment minimal S* de la A-segmentation concordante et unitaire 03C1
qu’admet S est un A03B1-segment avec §* = 1 et contient par conséquent plus d’un
élément.

Supposons enfin que 1 ~ x = Un ai = 03C0m bj avec et Tfb. réduits, donc

irréductibles ; d’après 

est une A-identité et R admet une A-segmentation concordante et unitaire Si

on a pour tout inter-support, de sorte que S’ se réduit nécessai-
rement à ses deux extrémités dont l’une est dans {b-1m-j+1} et l’autre dans 
d’où m = n , S = S(b-1j , ai) , S’ = {b-1i , ai} et en définitive a. = b..

(L03B2)~(L 03B4). Considérons une E-relation irréductible 5=1 qui ne soit pas

E03B1 -relation ; la réduite {S1 , ... , Sm} , m  2, de R est telle que Sj ~ 1 ;

c’est donc une A-suite réduite avec R = S. S2 ... S 
rù 
=1 et ceci contredit (L/; ).

(LBy)’===~(L~). Supposons (L v) valable pour un certain système de générateurs
est une A-relation, nous disons que t R contient un

A -segment S avec S === 1 .

La proposition est évidente s’il existe r. ~. R avec r. == 1 ou si R = 1 est

une A03B1-relation. Dans le cas contraire, soit {S1 , ... , Sm} la réduite de R yaL

pour un certain j , S. = 1 , la proposition est également démontrée.
J ..

Enfin, le cas Sj ~ 1 pour tout j est contradictoire. Posons en effet Sj~A03B1j

et soit 5.= 03C0njk e., une représentation irréductible de S. avec les éléments
J K JK . j

de La rela.tion 
, ,



n’est pas une donc d’cprès (Lv )y l’ensemble des S avec S* = 1

n’est pas vide et un segment minimal S* avec S* = 1 est nécessairement un E03B1-

segment. Dans ces conditions, le fait que {S1 , ... , Sm} soit une suite réduite

entraîne S* ... , un certain j , circonstance exclue par

Sj ~ 1 et l’irréductibilité de 

Considérons maintenant la A-relation et R= 1 et Supposons qu’on ait construit comme

dans 1.6, les ensembles ~ ~ -’~ ~S{ ~ ... , S~ de sous-suites de R

satisfaisant à (a) et (b), et aue de plus

Prenons B~ " ~k " d’après (4), = ~ - S~ = 1 , et par consé-

quent, en appliquant la remarque démontrée plus haut, on peut choisir dans R~
un A03B1-segment S’ avec S’k+1 = 1 . On déduit que (4) est valable pour tout k.

Mais alors la A-segmentation f ==~S,~ définie comme dans (c), concordante d’après

1 .6, est également telle que S~ = 1 , unitaire.

Si (L03B2) est valable on dit que { A 03B1} est un système libre de sous-groupes de

G , où encore que [Aj est le produit libre des sous-groupes A~ et l’on écrit

[A]=~A~ .
L’intérêt des équivalences 2.4 est de permettre le remplacement de (L~) dans

la définition ci-dessus, soit par soit par (Lv)~ qui seront les seules
utilisées par la suite.

Si x = 5 est la représentation réduite de 1 ~ x eTf on appelle longueur

~(x) de x , le nombre ~(R) ; on pose .B(l) = 0 et l’on a /B(x) = A(x" ) .
Si À (x) = 2m + 1 , l’élément r . de R est dit centre c(x) , la suite

r-1m, ... , r-11 moitié gauche et la suite {rm+2 , ..., r2m+1} moitiá

droite de x ; la représentation réduite de x s’écrit, avec ces notations

x = . Si B(x) = 2m , r est dite centre à gauche c-l (x)
et centre à droite de x . 

.

Nous notons enfin A(x) ~ le sous-groupe A~ avec c(x)&#x26; A~ .

3. Enchaînabilité . - Considérons un produit libre TT~ A~ et deux éléments x

et y de ~ de même longueur impaire À = 2m + 1 et tels que

A (x) == == 

x et y sont dits contigus si pour certains f~ ~ = ± 1



- 

-1 -1 -1 -1 -1
et l’on écrit dans ce cas y nJx .

z vérifiant 03BB(z) = 03BB et est dit intermédiaire entre x et y

si pour certains ~ , ~1 , ~’ 1 =- 1

S’ Z est intermédiaire entre x et y, il cn est pour z-1 ; si 

x ainsi que y sont entre x Et y 9 si z est intermédiaire

entre x et y , on a x  z et z y , mais la réciproque n’est pas valable.

Soit maintenant H un sous-groupe de 03C0* A et supposons de plus que x et y

appartiennent à H .

x et y sont dits enchaînables (dans H) par la suite z , o.. , zz}
ments de H , si 2 z2 , ... , z03BD  y , autrement di t, si

pour certains ~ ~ ... 0 ~ ~’ , . ~ . ~ ‘ ’ ~ ’ = ± ~

l’on écrit dans ce cas y , et x A y est une relation d’équivalence ; x 

x~M 

31* -Si x et y sont enchaînables par ... , z03BD} , on peut déterminer,
quels que soient &#x26;.=- 1 , certains ~, ~1 , ... , ~03BD , ~’ égaux à
- 1 , 0 ou 1 , telsque :

si z  est intermédiaire entre z , -1 et z 

+1 , 
on peut supposer ~ ~ 0(Où i X jt  v , zo = x , z = y) . ’ "

Si l’on convient de poser *ox> = Àozp > = >ioY> = i , on a

de sorte que si l’on prend



(7) entraîne (7’).

Si maintenant z., est intermédiaire entre z -1 et z +1 , 
on peut d’après (6),

supposer dans (7), ~’  = ~  , et par conséquent prendre dans (7’),

3.2. - Pour que x et y soient enchaînables, il faut et il suffit qu’un z ~ H

soit intermédiaire entre x et y .

La condition est évidemment suffisante.

Réciproquement, supposons z ~ ... a z ~ H , x ~ z ~ ... ~ z ~ nt y ; d’après
3.1~ il existe z@H avec 

~~ , 

.

. 
Si a ~~ 1 , diaprés (6 ), z est intermédiaire entre x et y .

Si a = 1 , on a

où et

c’ est-à-dire que z’ est intermédiaire entre x et y.

A03B1 , de longueur inpaire À = 2m + 1 , est dit élément symétrique ( )
de moitié M(x) , si M ~ ~x) ~ I~’ (x) = M(x) , autrement dit si x est conjugué à

( ) "transfornation" , dans la terminologie de Kuros.



un élément °

x et y , symétriques, sont dits semblables si M(x) = M(y) et l’on écrit

pour x et y non-symétriques, nous posons = la relation

ci est une relation d’équivalence dans H.

une suite R = {r1 , ... , d’éléments de A03B1 est dite x-simple si la

classe des r. semblables à x se réduit à un seul élément de R.

R est x-simple à gauche ou à droite si x ou x respectivement.

Un B de h de la forme
i

où E est la représentation réduite d’un1 élément de Tï * A est dit sous-groupe

symétrique de H , de centre c(B) = MBM ~ A(B) = A03B1 et de moitié M(B) = M ; .
B est conjugué à un sous-groupe d’un Ad .

Les éléments 1 d’un sous-groupe symétrique B sont des éléments symétriques
avec A(x) = A(B) et M(x) = M(B) ~ que nous appelons éléments principaux de B ;

si B est un sous-groupe cyclique engendré par un non-symétrique, les éléments prin-
cipaux de B sont aes deux générateurs.

Appelons sous-groupe premier de H , un sous-groupe qui est, soit symétrique, soit

cyclique engendré par un non-symétrique.

A chaque symétrique x de H on associe le sous-groupe symétrique

le contenant, unique ; à chaque non-symétrique x on associe le sous-groupe premier

cyclique B(x) engendré par x ; la classe des éléments semblables à x coincide

avec l’ensemble B*(x) des éléments principaux de B(x) .

Deux sous-groupes premiers B. et B~ sont dits cnchaînables si leurs éléments

principaux sont enchainables ; il s’agit évidemment d’une relation d. équivalence
dans l’ensemble des sous-groupes premiers de H .

3.3. - Deux sous-groupes symétriques enchaînables B1 et B2 sont conjugués dans
H et leurs centres et c (B ) sont conjugués dans A(B1) = A(B2) = A ..

Soient et y E. B2 deux éléments principaux, donc enchainables ; d’après
3 .2, il existe z ~~ H intermédiaire entre x et y et puisque ceux-ci sont

symétriques



Si Maintenant x 

Un ensemble X d’éléments de H est dit enchaîné si, quel que soit le couple

x , y d’élénents enchaînables de. X , pour un certain z intermédiaire

entre x et y . En particulier , X est enchaîné si x et y sont enchaînables

par une z03BD} d’éléments de X ; nous disons dans ce cas que X est

X-enchaîné. 
~’ 

.

X est dit bien enchaîné si quel que soit le couple x, y d’éléments enchaînables

de pour tout z intermédiaire entre x et y . 
’

Une famille {B03B2} de sous-groupes premiers de H est dite enchaînée, ou bien

enchaînée~ si l’ensemble B des éléments principaux des sous-groupes B est en-
chaîné ou bien enchaînée respectivement. . 

3.4. - Pour qu’un ensemble enchaîné X soit bien enchaînée il faut et il suffit

que quel que soit la classe d’enchaînabilité Zl(v) dans X y

pour certains va E£ É (v) et E = t i

La condition est nécessaire car les éléments principaux de B . sont intermédiaires

~0 ~~ ~o °
oool

Réciproquement, soit z = M-~0 (x) oa.Rj, 0 (y) intermédiaire entre x , y é à(v) .

SiX est enchaînable, il existe z1 EE iX] intermédiaire entre x et et

z2 E lxl intermédiaire entre va et y , donc d’après (7’ )

où a. ~ ~(~) . Soit maintenant a’ ~. ~(~) tel que a~ a~ = a ~ on a



de sorte que
_1

4. - Relations irréductibles. - Considérons une relation irréductible

et supposons d’une part  3 , d’autre part que les r, 1 ne sont pas tous

symétriques semblables ; soit ri = 03C003BB(rj) j «.. la représentation réduite dc r.

et notons :

Si de plus RA admet une A-segmentation concordante et unitaire f , appelons
c.ouverture centrale L y(r. ) lo segment miiai; >um appartenant à j>U RA et contenant

les centres -le r. (dont l’existence est assurée par 1 .2) .
1

4.i . - si 1(R) = 2n , il existe pour tout ry c. R vérifiant 03BB(r03BD) = é(R) ;
un segment S de R , Àl’l’’) £ À (rw ) ..

D’après (L03B1), RA = 1 est une A-identité; soit fl la A-segmentation concordante

et Unitaire qu’admet Rà . 
’

Considérons l’ensemble f* des couvertures centrales Cf(r. ) correspondant
aux r, semblables à r03BD et soit C = G03C1(r ) , r 

r W r03BD , 
un segment minimal

de f~ . ~ 

(A) . - Un inter-support Ct 4e C contient des centres d£, tout au plus un 

ri Semblables à rw J il en est,,4e pour RA Si C * R£ ..
Supposons en effet i  k , ri~ rk~r03BD , ai,m+1 = c1 (ri)~ Ct ,

akm = c-1(rk) EE Ct , et notons S* = S (a . +1 akm) ; l ’hypothèse que C est minimal
,i - ..

dans f* entraîne



reste valable * ci ~km * ~-i ~A °

L’ensemble des Sy(a) avec a é S* constitue donc une À-segmentation de S*
concordante et, de même que f , uni taire; d’après 2.1, on a par conséquent._*
S = 1 .

ce qui contredit dans les deux cas l’hypothèse: R irréductible et ~)(R) ~3 *

D’après (A), si C = R est r03BD-simple et par ailleurs A(R) = 0  03BB(r03BD),
de sorte qu’on peut prendre S = R .

Si C ~ RA , considérons parmi les inter-supports de G == C03C1(r ) , l’inter-support
Ct , unique, contenant des centres de r  et posons C 

t 
= S (a... a-.) . On a

d’après (3t), C =1 ; d’autre part a.. et a. h+1 
sont des supports de C

i~ 
appartenant à un même A ~ do sorte que a.. a. , . = il ~A .

’ ~ -*- IJ 2014 

Quatre cas sont à- distinguer :
/ ~- t --



On peut prendre S = 

+ ... j +

de sorte que

On peut prendre S = 

Ce cas est analogue à 2° et l’ on peut prendre S = 

de sorte que

On peut prendre S 

4.2.-§~ ~(R)=2m+l , il existe pour tout vérifiant ~r~) =f(R)
et tout E = - 1 , soit un segment S . r03BD-simple à gauche, soit un

segment S. de R , r03BD-simple à droite, avec s

où l’on a l’une des quatre conditions :

{ a~ ) a ~ 1 

{ ) ~~ {I~~) ~. ~ 9 , 
.

{ ~) 1J1~, (r. ) = l~i~ (r ~ ) , r~~r~ ~
(03B4) si r 03BD est non-symétrique, M~(ri) = rI = r%h, ~(r03BD) .



Considérons comme dans 4.1, R. = 1 , la A-segmentation concordante et unitaire
P qu’admet RA’ l’ensemble P ~ des couvertures centrales d’éléments semblables

à-r et soit C =Co(r~) ~ r. 
~ un segment minimal de f .

On a c(r~)&#x26;C ~ donc diaprés (2), et puisque C est minimum

dans à contenir S~[c(r~)]==C ; est un

support de Ce ! 
.

(a). Un inter-support C de C ne contient pas des centres d’éléments i.
semblables à 

En effet, &#x26; et entraîne d’après (2t), C03C1(ri)~S03C1[c(ri)]~Ct ~C ,
ce qui contredit l’hypothèse aue C est minimal dans 

1 

03C1* ; c(ri) est un support
de C .

a~) ; on a diaprés (3)~ C = 1 .

Cherchons maintenant parmi les inter-supports de C ~ un inter-support C conte-

nant une avec = ~(~~) ? r.~=! 
Si un tel Ct n’existe pas, r03BD est non-symétrique et par ailleurs, en tenant

compte également de (a), on conclut que est une extrémité de C ; soit par

exemple ~==i ~ j =m~ ~i,m+1~~0~~~i~ ’ a
D’autre part et si Dans

ce dernier cas on peut même supposer h m , car h = m + 1 est contradictoire ;

en effet si ri = rk , Clou C est dans les conditions requises pour et et

Il reste à étudier le cas :

1° soit soit et h  m .

Si c. (rk)  C , S(r. r. _. ) est r03BD-simple à gauche et h . m y d’où

on peut prendre S . = Seri r..) car celui-ci vérifie (oB) .

Si C , on a nécessairement rk  r03BD , donc Seri r.) est r,simple
à gauche et ~0~) -h~m~ d’où



on peut prendre S -1 = S(ri r ) k car celui-ci vérifie (« ) o

Si d’autre pc.rt il existe Ct avec M~(ri) E = » > , ri ~ r> ,
supposons par exemple v/ = J, j d’après (A), Ct est necessairement de la forme

et = S(ai,m+2 akh) 1 toujours d’après (A), + a $ rp , 1 é &#x26;  k ; d’après (3t),
Ct = 1 ; 1 

°"’ a ~ A(r03BD).

Trois cas sont à distinguer une fois choisi Ct :

~° soit ~~~k~ ~ ~~ ~ ~ ’ soit "~~k~ ~ ~~ ~ ~ et ~k,h+1 ~ °

Si c (r ) É et , . S(r rk-1) est r03BD-simple à gauche et puisque ak,h+1 ~ c(rk) ,

on a h  d ’où

on peut prendre S_~ = S (ri car celui-ci vérifie (~).
Si c_-.(r.) d’après (A), dono S(ri rk) est r03BD-simple à gauche

et ~(r.) -h- 1  m~ d’où 
’ 

-1

on peut prendre S i = S(r. r ) car celui-ci 

Dans ce cas, S(ri rk) est r03BD -simple à gauche et h = d’où

on peut prendre S = r,) car celui-ci vérifie (Y)’
Si naintenant = et si est symétrique,

c’est-à-dire, étant donné l’irréductibilité de R, k = i + 1 v



Ceci étant vrai pour tout inter-support et compris entre des supports contres

de symétriques semblables à r03BD , il s’ensuit que si l’on ne réussit pas à choisir

un Ct vérifiant 2° ou 3° , le segment S(r03C3 r ,) de R , déteminé par

ne contiont que des ri synétriques seublables à r y et

ce qui est en contradiction avec les hypothèses faites sur R .

Si par ailleurs, dans le cas de r03BD non-symétrique, ak,h+1 = c(rk), ri = r-1k
on a 

Il reste à étudier le cas : .

4° r03BD non-symétrique, ak,h+1 = c(rk) , ri = rk~r03BD .
Dans co est gauche d’où

on peut prendre S~ = car celui-ci vérifie (~).

5. - Théorène de Kuroë. - Si X notons X(/B) l’ensemble des x&#x26;X

avec A(x)~Â et soit H un sous-graupe 

{03B21} , {03B22 , ... , { 03B203BB} , ... étant des ensembles d’indices, considérons les

systèmes de sous-groupes premiers de H

définis par récurrence comme suit : .

(a’) est un systénie libre bien enchaîné maximal tel que

(a) {B03BB03B203BB} est un système libre enchaîné maximal tel que



où, notation déjà utilisée, F est l’ensemble des éléments principaux des sous-
/B

groupes Bn .

PA
Il est évident que la propriété d’un système de sous-groupes d’être libre est une

propriété de caractère fini et on voit d’autre part facilement que la propriété d’un

système de sous-groupes premiers de H d’être bien enchaîné est une propriété induc-
tive. L’existence des systèmes maximaux i B03BB03B203BB} est donc assurée par le théorème de

Zorn (avec la convention que le système vide de sous-groupes premiers est libre bien
enchaîné). Notons :

(b) {B03B2} = ~ {B03BB03B203BB} ; suivant les remarques ci-dessus {B03B2} est également un système
libre bien enchaîné de sous-groupes de H .

Il suffit d’établir H G C B ~ . Supposons H ~ ~ - 1 ~ C~ ~ B ~~-1 ~ et nontrons que

Soit x~H(Â) ~ si Â(x)~A -1 ~ on a x=H(~-l)C=[B’ ]~[B~] , si
03BB(x) = 03BB et si pour un certain 03B203BB , on a x ~ B03BB03B203BB ~ [B03BB].
Considérons donc les éléments x ~ H avec Â(x) = 03BB et x ~ B03BB03B203BB pour tout B. ;

on a B(x)H B~ =1 . 
~ "

Si 03BB = 2m , B U B (x) est un ensemble bien enchaîné ; d’aprës (a) il s’ensuit

que {B03BB03B203BB , B(x)} n’est pas un système libre. Il existe donc, d’après (L03B3), unerelation R = 1 irréductible entre des éléments de B03BB~ B (x) qui n’appartiennent
pas tous à un mène sous-groupe de {B03BB03B203BB , B(x)} ; on déduit que 03C9(R)  3 et que

les éléments de R . ne sont pas tous symétriques semblables. Puisque {B03BB03B203BB} est un
systène libre, il existe r. ~ R avec r03BD ~ x et d’autre part 

On a par conséquent d’après 4.1, uneégalité de la forme

où S est x-simple donc 03BB(S) À - 1 donc S* ~.H(À-’ 1 )
~ [~ ~ ] C [B~] ~ de sorte que x e [B~] .
Supposons naintenant li = 2n + 1 ; on montre successivenent :

(A) Tout x avec )B(x) =03BB , contigu à un élénent de B03BB , appartenant à 
Si x est contigu à y~.B~ ~ B~ UB (x) est enchaîné et/ dans celui-ci,



,~ (x) ~ ~ (y) s nais d’après 3.4~ ~ est dans ces conditions bien enchaîne.

On déduit conne plus haut l’existence de R = 1 irréductible et de r~ ~. R avec

r03BD ~x et 03BB(r03BD) = 03BB(x) =À= t(R) de sorte que est déterminé par

M~(r03BD) = M-~’(y) , on a d’après 4.2 une égalité de la forme

où , éventualités (ci ) et ( § ), À(Ô_y.,) à À- 1 , ou bien, éventualités ( J ) e% ( à ),
S_~ est intermédiaire entre deux éléments de B03BB ; dans les deux cas [B03BB],
de sorte que x E [B03BB].

(B) Tout x avec À (x) = À , symétrique, appartient à [B03BB ] .
Si le symétrique x est enchaînable à y è " B’ ,’ , soit z = 1>1 -l (x),a.M_ (y)

l’intermédiaire entre x et y dont l’existence est assurée par 3 .2 ; oàa

où z est contigu à y~: B’ et z’ est, soit tel que 03BB(z’)~ A- 1 , soit conti-

gu à y&#x26; B . Si l’on tient conpte de (A)~ on déduit z~ sorte que

x6[B~].
Si le symétrique x n’est enchaînable à aucun élénent de B03BB , B L)B (x)

est bien enchaîné et l’on déduit corme dans (A) l’existence d’une égalité de la forme
, ~-1

où, éventualités (0) et ( 03B2), 03BB(S_~)  À- 1 , ou bien, éventualité (03B4), S_~est contigu à un élément de B03BB ; niais alors

où S*_~ est, soit tel que 03BB(S’_~)  03BB - 1 , soit contigu à un élément de on

conclut en faisant intervenir (A) que S~~~[B ] et en définitive x 6[B J ~
(C) Tout x avec A(x)=~ appartient à [B j.
Supposons x non-symétrique. Si l’on tient compte de (B), B UB (x) est d’après

3.4, bien enchaînée et l’on déduit comme dans (A), l’existence d’une égalité de la
forme
* /~
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où, éventualités (o) et ( ~), ~. A - 1 , ou bien, éventualité ( ~f), S Î
est contigu à un élénent de B~ , ou encore, éventualité (~), ~~ est symétrique ;

on conclut en faisant intervenir .(A) et (B) que ~~6[B] et en- définitive

Avec la convention que tout x avec A(x) = 1 est symétrique, (8) est par

ailleurs évidente pour tout À = 1 , de sorte qu’elle est valable pour tout on

déduit en tenant compte de (b)
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