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TRAVAUX SOVIETIQUES RECENTS SUR LA THEORIE DES DEMI-GROUPES :
LA REPRESENTATION DES DEMI-GROUFES ORDONNES

(Exposé de J. RIGUET, le 28.1.1956)

[V. V. VAGNER (B. B. BATHEP). - Predstavlenie uporjadodennykh polugrupp,
Matematideskij Sbornik, t. 38 (80), 1956, p. 203-240].

On sait que tout demi-groupe abstrait est toujours représentable de maniere
triviale par un demi-groupe d‘applications d'un ensemble dans lui-méme : il suffit
de considérer le demi-groupe des translations a droite ou dans le demi-groupe lui-
méme, ou dans le nouveau demi-groupe obtenu en adjoignant un élément neutre au
demi-groupe considéré. Néanmoins, on s'est, jusqu'a présent, assez peu occupé de
rechercher toutes les représentations possibles d'un demi-groupe abstrait par un
demi-groupe d'applications ou de quasi-applications d'un ensemble dans lui-méme.

On ne trouve dans la littérature que des recherches sur la représentation de demi-
groupes de types spéciaﬁx, a savoir les demi-groupes finis de Suschkevitch (appelés
par lui demi-groupes noyaux) et leurs généralisations (appelées par REES demi-
groupes complétemen£ simples sans zéro) ; c'est seulement dans le travail de STOLL
(Duke math. J., %, 11, 1944, p. 251-265) quion trouve une recherche relative & tou~
tes les représentations d'un demi-groupe fini arbitraire qui est susceptible d'étre
généralisée au cas des demi-groupes infinis. Néanmoins, cette recherche n'a pas
permis & STOLL d'énoncer un résultat définitif, |

Ies recherches sur les fondements de la géométrie différenticlle ot la théorie
des groupes de transformations de Iie avaient déja montré la nécessité d'étudier
les groupes généralisés de quasi applications biunivoques (1). VAGNER a construit

du reste une théorie abstraite de ces groupes généralisés (2).

On voit donc que les travaux que nous venons de mentionner rendent assez naturelle

1'étude des représentations des demi-groupes abstraits par des demi-groupes de

1 rd 2 ~
(%) cf. Exposé de J, RIGUET, Séminaire Chdatelet-Dubreil, t. 7 bis, 1953/54.

2 . : v v v v V

*) v. V. VAGNER. - Teorija obobSennykh grud i obob$3ennykh grupp, Matematideskij
Sbornik, t. 32 (74), 1953, p. 545-632. Voir l'analyse en frangais dans
Mathematical Reviews, t. 15, 1954, p. 501-502,
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quasi-applications d'un ensemble dans lui-méme. Cette étude présente de plus un
intérét particulier du fait que lcrsque lon s'vst donné un demi-groupe ordonné, il
est naturel de sc demander s'il existe une représentation de ce demi-groupe a
1l'aide de quasi-applications pour laquelle 1l'ordre dans le demi-groupe correspond
a 1'ordre d'inclusion des quasi-applications. Pour un demi-groupe arbitraire, une.
telle représentation peut ne pas exister comme le montre l'exemple des groupes
ordonnés de maniére non triviale (des demi-groupes ordonnés pour lesquels une telle

représentation existe seront appelés plus loin demi-groupes ordonnés représentables).

Le présent travail va donner une méthode générale permettant de trouver toutes
les représentations d'un demi-groupe donné par des quasi-applications. On en dédui-
ra les conditions auxquelles doivent satisfaire une relation d'ordre compatible sur

un demi-groupe pour que le demi-groupe ordonné ainsi constitué soit représentable.

Pour permettre au lecteur de se reporter facilement au texte russe, les numé-
ros des formules et des théorémes ont été conservés. Toutefois, certaines notations
ont été changées.

I. Rappel de quelques définitions.

1.~ En théorie des relations binaires.

Etant donné un ensemble E , une relation R« E x E est dite quasi-fonction-

nelle lorsque REl< & , elle est dite fonctionnelle lorsque Rﬁlr:Ac:ﬁlR .

A toute relation quasi-fonctionnelle R on peut associer une quasi-application
T quia xe prlﬂ, fait correspondre r(x) € E de maniére que R(x) = {r(x)} .
Lorsque R est fonctionnalle r(x) a un sens, quel que soit x et on dit que r
est l'application correspondante & R . |

Dans ce qui suit, on confondra, par abus de langage, R et r , bien qu'il

faille toujours avoir la distinction présente & 1l'esprit.

Rappelons qu'une relation R cE x E est appelée relation de préordre lors-
qu'elle est & la fois réflexive et transitive, autrement dit, lorsqu'elle satisfait

a R>A et RRcR. Memhﬁ&dem%ﬁmsﬂwmmmtéRfﬁlee%
appelée relation d'ordre. Une relation de préordre symétrique est appelde relation

d'équivalence. Si R est un préordre, R AR est une équivalence. Enfin une

relation R qui est & la fois symétrique et transitive est appelée une relation de
quasi-équivalence.
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Enfin, rappelons (3) que si Rlc E1 xFy et Ry E, x F, sont deux rela-
tions binaires, on définit leur produit R; ® R, < (E1 % E2) % (F1 x F2) © omme
1l'ensemble de tous les couples ((icl, xz) y (7, yz)) € (Eisz) ¥ (leFz) tels
que  (x,, x,) € Ry et (yq, ¥5) € By .
Si RCE1 X E2 , on a alow

2.4 (R; ® Ry) (R) = RyR R;
En effet
(Rl@Rg) (R)= L} (Rl“Z? Rz) (X1,X2>= U Rl I\Xl)sz(xz): U 2{\3'1,}(2)
(xl,xz)e R (xl,xz)e R (xi,xz)eR
23}
RZR Rl .

2.= En théorie des demi-groupes.

Si G est un demi-groupe, les applications Xx et Sx définies respective-

ment par Y. (y) =xy , & »(y) = yx sont appelées respectivement translation &

gauche et translation & droite.

Si HezG on pose

“ f L
‘{H" \JXX s SHT:" \JSX .

xeH x¢éH

Une relation binaire R € G x G sera dite réguliere a gauche lorsque
(gl,gz) ¢ R entrafne (gg,,g¢,) € R autrement dit lorsque R c };g ,Rxg

Etant donné une relation binaire quelconque R < G x G , nous .appellerons:‘
ouverture réguliére & gauche de R 1la plus petite relation binaire o(R) régulie-

re a gauche contenue dans R :

0R) =R r m gé RY,

geG
(cette définition est justifide car OoR)< R , ¢(o0@®)) = ¢R®) ,
RICR, = O(Rl)CO(Rz) et R régulitre & gauche z— R = 4(R) ).

3 = Demi-groupes de quasi-applications.

Soit F un demi-groupe de quasi-applications d'un ensemble E dans lui-méme.

On appellera relation de transitivité de ¥ 1a relation transitive T.? <E xE

définie par
(3

) Cf. J., RIGUET. - Fondements de la théorie des relations binaires. - Thése Sc.
math., Paris, 1951,
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T, = X .
¥ QU?

Tc(: U 4 est une relation de préordre.
¥ sera dit effectif lorsque pryTp © prply = E .

On appelleras poids de % 1 puissance minimale d'un sous-ensemble partout
dense par rapport & la fermeture associée a T{( U A, autrement dit la puissance

minimale des sous-ensembles X ¢ E tels que (T‘}d v X)) =E .

On appellera poids partiel de Fo1e poids de F en tant que demi-groupe de

quasi-applications sur prngv autrement dit la puissance minimale des sous-
ensembles X < E tels que prlTiY < (T‘? U A)X) (ou, ce qui est équivalent,

tels que (T_? U A)E) = prlT(}/) .

On dira qu'une relation de quasi-équivalence R< E x E est une relation

d'imprimitivité de § lorsque, quels que soient Y, ¥, ,Y,€F ona

(2.13) RYRT'RCR

(2.14) RY, Ry R=RY, Y R

II. Homomorphismes partiellement représentatifs

des demi-groupes de quasi-applications.

DEFINITION.- Soit § wun demi-groupe de quasi-applications de l'ensemble E dans
lui-méme et soit F un ensemble quleconque. Nous dirons qu'une quasi-application
@ de E dans F est un homomorphisme partiellement représentatif de g lorsque

- quel que soit Y e§ , @O}y &1 est une quasi-application (de F dans F)
- quels que solent Y, Y, e § , 0,80y B =0y,y, 8 .
I1 est facile de montrer que, pour que € soit un homomorphisme, partielle-

ment représentatif de F , i1 faut et il suffit que la quasi-équivalence 519
soit une relation d'imprimitivité de ¥ .

DEFINITION.- § et E ayant méme signification que ci-dessus, nous dirons qu'un
sous-ensemble X < E est homomorphe par rapport & & lorsque AX est un homomor-
phisme partiellement représentatif de < .

THEOREME 2.1.- Pour que X < E soit homomorphe par rapport a F i1 faut et il

suffit que X soit 1'intersection de deux sous-ensembles X1 et X2 satisfaisant

by

e, TE)ex, .
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En effet pour que X soit homomorphe, il faut et il suffit, d'aprés la défi-
nition, que 1l'on ait

By Ay ¥y Bysly¥a¥; B
ou encore, ce qui est équivalent
(2.15) Ay ¥ ¥ 8y €3, 054,
Mais la condition (R.15) est elle-méme équivalente a
(R.15) Avily %(x; < Yo by
En effet (2.15) entratne (2.15') car
. -1 =1

By ¥, Axl(X)ZAxlez. bydye¥oby¥ ¥4y

et (2.15') entraine (2.15) car
. . -1

Oyt By = Ay doby Oy ¥, Bx = Ay ¥a8y Bx B,y e By Koty Axdi¥y = By B4y, )4
dtol '

Ax 5231 AX < (AX52 AXI(X)) 5, < ¥ /.\X i1 d'aprés (2.15')

Les deux termes de (2.15') détant des quasi-applications , (2.157) est équivalente
& la condition

pry ( By &y By, (x)) < Pry ¥z O
elle-méme équivalente &

Y0 N[ X Apr Y,

elle-méme équivalente 2
' -1
&) N X)X
quels que soient Y1085 € T .
Dono pour que X soit homomorphe par repport a F i1 faut et il suffit que
m Tl ’
T (X) N Ty X) ¢ X
ce qu'on peut encore écrire
—de
X=(Tou ) @) A(Tuy A) X)
T 2T -1
I1 suffit de prendre X, = (Tf}. va)® o, X,= 1’*;; u A (X) pour voir que cette

condition entraine celle de 1'énoncé. Réciproquement la condition de 1'énoncé



entraine que
X=X nX,eX d'ol Te (X) € X,

S "‘1
et X=X NX,cX, d'ou Tg’ X) < X, .

=1 .
Tgf(X)nTg.(X)c.le\Xzz .
DEFINITION.- ¥ et E ayant toujours méme signification et X étant un sous-
ensemble homomorphe de¢ E par rapport a t , on appellera restriction bilatére de

¥ au sous-ensemble X 1le demi-groupe AX F AX image homomorphe de £ par

1'homomorphisme partiellement représentatif AX .

Dans le cas particulier oh X satisfait 3 o (X)X (ce qui entraine,
d'apres le théoréme 2.1, qu'il est homomorphe) on peut écrire AX‘,F Ay = ?’Ax .

Dans le cas particulier ol X satisfait a fé X)c X (ce qui entrafne
qu'il est homomorphe d'aprés 2.1) on peut écrire AXTAX = AX,T .

Cela résulte immédiatement du fait que si R est une relation binaire quelconque

RE)CX z= AyRA =R 4y

R () ex = Ly RA =R

THEOREME 2.2.- Si J est un demi-groupe de quasi-applications de E dans lui-

méme et si P = ﬂ prlx ona T (P)c P .,

JeF 1 ¥
En effet, pry y,); = zgl(prl 5’2) . Donc

: -1 _
P= m PI‘IX < Xl(prl Xz)
¥eF

quels que soient Xl , 2{2 ¢ % . Donc

-1 .

XI(A) < Xl Kl(prg X2>C pry Xg
quels que soient ¥1 0 %o ¢ ¥ . Donc
X1(P) C pry Yo = P quel que soit Xl .
XQQ?

THEOREME 2.3 .- Si K3 est un demi-groupe de quasi-applications de E dans lui-

o~

méme dont 1l'une au moins n'est pas une application, il existe un demi-groupe ¥

d'applications de 1l'ensemble = , obtenu par adjonction d'un élément & E , dans
lui-méme, de méme poids que F et tel que & = Ly {‘&AE = AE &




Soit E=E u {c} . Etant donné ¥e€F  posons
(2.23) ¥ = Yu(or, ¥)' x {c}

X N
(pry ¥)' désignant le complément de pry ¥ dans E

La correspondance § — ¥  est évidemment un isomorphisme du demi-groupe-

s\
¥ sur le demi-groupe ¥ aéfini comme 1l'ensemble parcouru par les ¥ lorsque X

parcourt g .
A
On a T,f,f; () ={c} opuisque c € (pr1 ¥)' entraine y(c) ={c} .
=1
Donc T@; () n{cl'=g clest-a-dire Tj () "E =¢ ou encore {c} o) Tj; E)=g¢
ol "I"é, E)c {c}'=E . On a donc d'aprds les remarques précedant le théoréme 2.2
’ N
%:AE?AE: AE@) .
Soit A un sous-ensemble de E tel que (T&" U 4) () =E avec puissance de L= poids
e § . D'aprés (2.23) on a

Tz = T‘,&, U P' x {c} en posant P = m Pry ¥

v

Doy . §e&
(T@:: U A)A) = (Tg., v A){4) U{c§ =E U {CSZ =5
car on a en effet A MP' # P . Sinon, on aurait A c P d'oh 1'on tirerait
E = (chf U AR c (T§ U A)(P) = P d'aprés le théoréme 2.2.
On aurait donc E < ﬂ prlig ¢'est-a-dire pri¥ =15 quel que soit Ye§F .
Ye¥ _
Autrement dit tous les éléments Y de § seraient des applications , contre
1'hypothese.,

AN
On a donc (T@, Vv A)A) =E ce qui montre que poids & < poids F . L'inéga-
1lité en sens inverse Stant dévidente , on a bien poids F = poids T .

Le théoréme ainsi démontré est important, parce qu'il donne la possibilité de
ramener l'étude des demi-groupes de quasi-applications a des demi-groupes d'appli-
cations.

III. Représentation des demi-groupes.

Soit G wun demi-groupe et E un ensemble.

D}f:FINITION.- On appellera représentation du demi-groupe G , par des quasi-applica-

tions de E , tout homomorphisme de G dans le demi-groupe constitué pa:# toutes
les quasi-applications de E dans lui-méme.



9-08

Une représentation P de G par des quasi-applications de E peut donc étre

considérée comme une relation binaire P <G x (E x E) telle que
(4.1) = quel que soit g € G P(g) est une quasi-application de E dans E

.

) _ . _ P = s
(4.2) quels que solent g, , g, € G P(gg) () P(gzgl)

On désignera toujours dans ce qui suit par ffP l'image de G dans le demi-
groupe de toutes les quasi-applications de E définie par P .

On dira que P est effective lorsque 37? l'est. On appellera poids de P
le poids de L‘?P .

On appellera préordre fondamental de P 1la relation ‘CP constituée -par

1l'ensemble des couples (gl, g,) €G x G tels que P(g )< P(g )y
: 1 2

On appellera relation d'union de P 1la relation %p constituéepar 1l'ensem-

ble des couples (g, g,) € G x G tels que P( P est une quasi-applica-
. gl) (82)
tion. .
On appellera premiére (respectivement seconde) projection du préordre de P

1a relation f' P (respectivement Y p ) constituée par l'ensemble des couples
2
€ P r, P . .

by

Ies formules suivantes sont faciles & établir :

(4.9) L= % n;g b
-1 R

(4.11) o Sp & Ep
-1 -1

(4'12) §G < }P ’ XG & )2(’13
-1 =1 .

(4.13) Tp Gp N S < Gp

On dit que P est une représentation propre lorsque c'est un isomorphisme de G

. . =1
autrement dit lorsque T, N o =4 .
Soit Pc G x (E x E) une représentation de G .

Si F est un ensemble et © wune quasi-application de E dans F qui est
un homomorphisme partiellement représentatif de TP , lo relation
Q=(0 2 6) PoGx (F x F) est aussi une représentaticn de G qu'on appellera
image homomorphe partiellement représentative de P par O . Il revient au méme
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de dire que Q est la représentation qui, & tout g ¢ G , associe la quasi-

application Q(g) de F dans lui-méme définie par

Q. = 5

‘g) = P °
Si X cE est un sous-ensemble homomorphe par rapport & ?P , on appellera
restriction de P & X 1'image homomorphe Q = (A.X@AX )P d& P par AX .

Autrement dit, la représentation qui & tout g € G associe Ja quasi-application

Q(g) de F dans Iui-méme définie par Q(g) = .AX P(g) AX .

DEFINITIONS.- Soit (P, )1 e e famille de représentation de G par des quasi-

applications de E . On dira que c'est une famille unie si d P est une repré-
' i cI
sentation de G (qu'on appellera alors l'union de la famille (1”1):.L eI ).

Soit P wune représentation de G et soit (X )s une famille de sous~

iel
ensembles de E telle que pry TTP C U X, , chaque Xi satisfaisant a

ie Il’
y (Xi)t:X .

On appelleraz décomposition de P par la famille (Xi)i ¢ la famille (unie)

de représentations (P ). oh chaque P; est la restriction de P a X

iel ’

autrement dit

Pi(g) = P(g) Axi quel que soit g ¢ G

(définitions analogues si les X, satisfont & Tl X)) < X. ).
i Fp 1 i

THEOREME 4.1.- Toute représentation de poids partiel W du demi-groups G est

décomposable par une famille de sous-ensemble en W représentations de poids

partiel 1 ,

Soit P wune représentation de G de poids partiel W par des quasi-applica-

tions de E dans lui-méme, et soit I un sous-ensemble de E de puissance W
et tel que pr, T, <= (T. va) (I) .
1 7% Tp (

Posons, quel que soit i e I
= (TquU 4) (i)

Les conditions : pr, T. < UX ; et T‘?P &) < étant satisfaites, la famille

17°%p
(Xi)i <7 GQécompose P en W représentations P, telles que

i

fi(e) = Ple) By

(yPi = ?P Ax_,L

Alors
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Dicu

D'ol encore

pry ‘I‘c}vpi = Xi n pry TS;P < Xi .
Puisque 1 € X, , on tire aussi de ltavant-derniere formule :

(1) Tg'(l\
ou encore

— T A i
On a donc

ro Te < (T U A)QE) -
pry @’Pi ( ?Pik A
I1 en résulte que le poids partiel de P; est dgal 2 1 .

Définissons de manidére précise ce que nous entendrons par somme, produit et

puissance I-iéme de familles de représentations.

Soit (Pi)i ¢7 une famille de représentations de G , Pi dtant une repré-

sentation-de G & l'aide de quasi-applications de 1l'ensemble Ei dans lui-méme.
Soit E 1'ensemble somme de la famille (Ei)isl' . 5i chaque Ei est iden-

tifié avec un sous-ensemble de E , chaque P, peut étre considéré comme repré-

sentation de G & 1l'aide de quasi-applications de E dans lui-méme. Alors la

famille (Pi)i ¢ ©5t unie et la représentation U P, , union de cette famille,
ie1
sera appelée représentation somme de la famille de représentations (P ).

i‘’fel
Soit (P, )1CI

sentation de G & l'aide de queasi-applications de l‘ensemble E dans lui-méme.

une famille de représentations de G P—i étant une repré-

Soit P« (G x (TT E;)) » (@ x T"E ) la relation binaire telle que
iel

(4.18) _ P(g) = X Pi(g) .

iel
On voit facilement que P est une représentation de G a 1l'aide de quasi-applica-

tions de l'ensemble TT'E dans lui-méme. P sera appelé représentation produit
iel '

de la famille de reprdsentations (P;)

-

iel

Soit P une représentafion du demi-groupe G a l'aide de quasi-applications
de E dans lui-méme et soit I un ensemble arbitraire. On appellera puissance
I-iéme de P 1la représentation Pi du demi-groupe G & l'aide de quasi-applica-
tions de l'ensemble E x I dans lui-méme définie par :
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(4.19) PI(g) = P(g) & A I

On peut considérer P; comme some de la famille de représentations (F;), . p ob
tous les P, sont égaux & P . En effet, on peut considérer E x I comme somme
de la famille d'ensembles (Ei)i&I ob tous les E, sont égaux & E si chaque

Ay

E; est identifié au sous-ensemble E x {if de B x I

IEMME.- S1 P est une représentation de G par des quasi-applications de E |
sl I est un sous-ensemble de E et si € désigne la quasi-application de

G x I dans E constitude par 1'ensemble des couples ((g, i), x) € (GxI) xE
tels que P, (i) = x , l'image homcmorphe partiellement représentative

(e ¢ 0) 37 de la représentaticn 51 puissance I-iéme de 8§ par @ coincide

avec la restriction de. P au sous-ensemble T?;a(l) .

Autrement dit, on a quel que soit g ¢ G , 1'égalité

1
(4.22) 0(8, @01) 8 = Py AT;:'P(I)

Ila démonstration est immédiate.

THEOREME FONDAMENTAL 4.2.- Si P est une représentation de G de poids partiel W
par des applications de E dans lui-méme, P est une image homomorphe partielle-

2 . ’ . . PN ¥* ¥ s
ment représentative de la représentation puissance I-iéme de §° , § désignant

la représentaticn de G par les translations & droite de G* ’ G" désignant

l'extension de G avec élément neutre et I <Etant un ensemble de puissance W .

En effet, soit P* 1la représentation de G* dans 1l'ensemble des applications

de E dans lui-méme, définie par

P si € G
% (g) &

P L
(g) QE si g=e¢
On & alors To =T U A |

P
Soit I wun sous-ensemble de E dont la puissance soit égale & W et qui
soit tel que '
pry TSC'P - T@’P (IDvr1

Scit 8 1a quasi-application de G* x I dans E obtenue en ajoutant a
l'ensemble. € 1'ensemble des ((e, x), x) ou x parcourt l'ensemble E .
En appliquant le lemme précédent & P¥ , représentation de G , On &

* 0% = 1%
] (Sg & AI)Q = P(g) A;FP(I) hi
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c'est-a-dire -1
* * *

0F(* @A ) B8Y =P
oz @8y) (g)
ce qui démontre le théorseme.

Si on considére le cas particulier W = 1 le théoréme fondamental prend la

forme :

THEOREME 4.3 .- S5i P est une représentation de G de poids partiel 1 par des

applications de E dans lui-méme, P est une image homonorphe partiellement

8
. 2 . - . x R w
représentative de la représentation de G par les translations a droite de G ,

F . - . . e . s 2
G" désignan® llextension ds G obtenue par addition d’un élément neutre.

IV. Demi-grovpes ordonnés représentables

Soit G un demi-groupe et £l G x G une relation de préordre sur G . On

dira que {0 est fondamentalement représentable s®il existe une représentation P

d G & l'aide de quasi-applications de E dans iui-méme telle que Typ = 9.

On désignera dans co qui suit par ZG 1'ensemble des préordres fondamentale-

ment représentables de G .

On appellera poids du préordre £ fondamentalement représentable le minimum

des poids des représentations P pour lesquelles £) = """P .

THEOREME 5.1.~ Si P, représentation du demi-groupe G , est une image homomorphe

partiellement représentative de la représentation P on a
(5.1) Cp o Sy

THECREME 5.2.- Si la famille de représentations (P;); . Qu demi-groupe G est

une décomposition de P par une certaine famille de sous-ensembles, on a

(5.2) | o= ) Cp

el el

Ies démonstrations de ces deux théoremes sont faciles.

THEOREME 5.3 .- ZG est un treillis completd d'intersection.

En effet, soit (Qi)i L une famille de préordresde G fondamentalement
représentables. Soit (Pi)i ¢ une famille de représentations de G telle que

é;P. = Q‘i . On peut considérer (P'i)iel comme la décomposition de la somme P
5 i

de la famille (Pi)i o] Der une certaine famille de sous-ensembles et appliquer
le théoreme 5.2. On obtient alors

N, =& -

ie1l *
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Done (ﬂ\ 511 est un préordre fondamentalement représentable.
iel

THEOREME 5.4 .- Le sous-ensemble Z1 de 2, constitué par les préordres de G

fondamentalement représentables et de poids 1 est une base d'intersection pour Z;.

En effet, & partir des théormes 4.1 et 5.2 , on montre immédiatement que tout
préordre fondamentalement représentable peut étre représenté sous la forme de
1'intersection d'un certain ensemble de relations de préordres fondamentalement
représentables et de poids 1 .

Soit 2 < E x E une relation de préordre sur un ensemble E et I un
ensemble en correspondance biunivoque avec l'ensemble quotient® E/S}rlsi; .5i 8
est l'application canonique de E sur I, Q.Q.éi est une relation de préordre
sur I qu'on appellera image de S par © . '

Par ailleurs, on dira qu'une relation d°ordre flc E xE sur un ensemble E

est un ordre nul s'il existe un élément x € E tel que

- “ D= ({xl x{x]Yuvd={x} xEud

On dira qu'une relation diordre S:€E x E sur un ensemble

Z E est un préordre nul s'il existe une relation de quasi-

équivalence R E x T telle que

(5.4) Q=R U ((prR)* x E)
avec

(5.5) prlR £E .

Ie sous-ensemble (prlR)’ sera appelé le sous-ensemble
nul du préordre mul S .

THEOREME 5.5.- Z, est constitué :
= par toutes les équivalences stables sur G .

A

- par toutes les ouvertures régulidres & gauche de tous les préordres réguliers

& droite dont 1l'ordre image est nul et dont le sous-ensemble nul est un idéal &
droite de G .

En effet, soit R wne équivalence stable sur G . Alors R'=R U{e} x {e}
est une dquivalence stable sur G* = G U {e} extension de G avec élément neutre
e . L'application canonique de G* sur G°/R™ est un homomorphisme représentatif
du demi-groupe des translations & droite de G engendré par les éléments de G .
On obtient ainsi une représentation de G qui est image homomorphe d'une repré-

sentation de G , & 1'aide de quasi-applications de 1'ensemble G'/R* dans lui-
méme, qui est de poids 1 .
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Ainsi, pour toute représentation P & l'aide d'applications de G* , 1e
quasi~ordre fondamental Z;P o8t une relation d'équivalence ot on voit facilement
que ﬁP =R .

On a ainsi montré que toute équivalence stable sur G appartient & Z1 .

Soit ) un préordre fondamentalement représentable de poids 1 et qui n'est
pas une relation d'équivalence. Alors, il existe une représentation P de G a

1'aide de quasi-application de E dans lui-méme telle que sa restriction

By P e
au complémentaire {'c}’ d'un élément invariant c € E est une représentation
pour laquelle .
Sl = é \ »
Eio'*
D'aprés le théoréme 4.4, on a -1
P(g) = 0F 5; B* , od 6" daésigne 1'application

de G* dans E définissant 1'homomorphisme représentatif du demi-groupe des
translations & droite de G* correspondant aux éléments de G .

Done _
e} "@ T fahy T e
On a -]:.* " ’.;]:é * g,,; -;‘l@ % ":'}4 P -3'5 Hon —%& ¥
(58) e = 60 A(él*( ) 8% 8 uél 6* 0¥ c O’ e'&(.él*( " 8 eégze ®
c))! - “(e))!
caest—é-dir('e | _% ) ’ _.;]'_e ‘o .:._% . é%‘ .
8198,)€C —> € B - SIS C g%t p - 9"
182 €5 2 (e o (8%(c)) 2

Remarquons que T ¥ = @* ¢ *0F  est une quasi-équivalence et que

-1
prli'(* = (6*(c))' est un sous-ensemble stable pour T‘S;G . I1 en résulte que

(prlri*)' ne contient pas 1'élément neutre e de G* et est donc un sous-ensem-
ble de G, et, en fait, comme il est facile de le voir un idéal 3 droite de G .
On a .
(81, 8)¢€¢ ¢ &= n"8* cn*§*
1 2 g1 g5

Posons * .
MT=7"nNG=xGa) .

Puisque (prlﬂ*)'c(} , ona (prlﬂ*)'z (prlTT)' .
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s M *® N o \ R . F i
— el M"S () e YgeG T s, (g)
il Sgl cn ng = i 6g1( ) gz( ) et g bgl(g)c g, 8

= m(g)=n(g,) et VgeG  T{(gg) C T (g gy)

; - e » »
— (gy,8,) ¢ ™ ol g ¢ lpry™) ' et VgeG  (ggy,gg)) e

ot ggy € (pr; )"

> (gl’g2) & T U((pr1 Mix G} et Vged

|

(gglaggz) EﬁU((pI’ITT)QxG) .
Si 1'on pose .= T U((pr, T1)* x G) , on a donc
0 1 5

VY P
ATt
= z;O AN ig C;O ;fg ?

gel

c'est-a-dire que G est 1'ouverture réguliére 2 gauche de ln relation de préordre
CO » ayant un ordre image nul et dont le sous-ensemble nul. (pr'.i )" est un
idéal & droite de G . ’

-

8”"

Démontrons que ffio est régulier & droite. Remarquons d'sbord que 6" o
est relation d‘imprimitivité pour le demi-groupe des translations & droite de G* .,

Donc é* 0" "G xag=TTUu((p PR (pr,L TT)') est une relation dtimprimitivité
pour le demi-groupe des transLtlons a dr.oite de G . Par allleurs, puisque
(prlﬂ)’ est un idéal a droite, la relation binaire (pr1 T « G est régulidre
a droite.

Done {;O = (0"6" N (G xq)) vy (prl’ﬁ' )' % G est vae relation de préordre
" régulidve & droite puisque réunion de deux relations régulidres & droite,

Soit maintenant ( o Vn préordre wégulier A droite aves crdre image nul dont
le sous-ensemble nul est un idéal & droite de G . Alors 1’équivalence &0 N c:;é

est réguliére & droite. On en déduit facilement que lféquivalencé
R = (q a gl) U {e} b {e?

est une relation d'lmprlmlthl‘bL pour le demi-groupe J des translations & droite
de G* . ‘

Soit P 1la représentation de G & l'aide de quasi-xapplications de G’Y'/R’*
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Elle peut étre considérée comme 1'image de la représentation donnde par les trans~
lations & gauche de G* par 1l'application canonique de G* sur G*/R¥ . P est
évidemment de poids 1 . En outre, remerquons que (pr1 7)' ¢tant un iddal A&
droite de G est un élément invarient de G*/R* par rapport au demi-groupe de
transformations constitué par les P(g) . 51 1'on considére la restriction de P
par rapport au complémentaire de cet J1ément invariant, on voit que son préordre
fondamental est identique & 1'ouverture invariante & gauche du préordre donné @O.
Ainsi, comme l» restriction de P en question a wn poids particl égal & 1 ,
1'ouverture régulitére & gauche d'un préordre quelconque régulier & droite dont
liordre image est nul et dont le sous-ensemble nul est un iddal & droite de G

appartient & 7, . Ceci achive lo démonstration du théortme.

Désignons par 2y le sous-cnsemble de Zq constitué par les préordres

réguliers a droite avec ordre image nul et dont le sous-ensemble nul est un idéal

4 droite de G et'par Z, l'union de 2

o ¢t de liensemble des équivalences

réguliéres & droite.

Comme 1'ouverture réguliére & gauche d'une relation d'dquivalence régulidre

& droite est une équivalence stable, on peut énoncer ainsi le

THEOREME 5.5 o= Z, est l'ensemble des ouvertures régulidres & gauche des rela-

tions de préordre de Zi .

Si on désigne par Z 1'ensemble des intersections de familles d'éldments

arbitraires de Z, , on obtient immédiatement, d'aprés les théortmes 5.4 et 5.5,

1ténoncé suivant :

Z est l'ensemble des ouvertures régulidres a gauche des préordres de 7 .

On remarquera gue, pour un G donnd, trouver 7 revient & trouver toutes
les équivalences régulitres & droite dont 1'une des classes est un iddal & droite.
En effet, si R est une telle équivalerce, et si I est 1liune de ses classes se
trouvant étre un idéel & droite, alors $2 =R o (I x G) est un préordre appar-
tenant a 76 et tout préordre de 76 peut étre obtenu ainsi si pour R on
prend 1l'ouverture symétrique.

V. Préordres fondcmentalement représentables des demi--groupes monogenes.

Pour illustrer la théorie générale, nous allons considérer le probléme sui-
vant : trouver les préordres fondamentalement représentables des demi-groupes
monogenes, c'est-a-dire des demi-groupes G = [g] susceptibles d'étre engendrés
par un de leurs éléments g ¢ G .
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8i [g] est infini, il est isomorphe & l'ensemble N* des entiers positifs
congidéré come demi-groupe additif.
Si [g] est fini d'ordre n , il existe un d entier inférieur ou égal 3

n tel que gn+1 = gn+1-d . Alors G+l {gn—d+1 y ey g0 }

petit idéal d¢ G (c'est un sous-groupe de G ). Donc d est le nombre d'élé-

ments du plus petit idéal de G .

est le plus

Exemple : ‘ On dira que (n, d4) est le couple
n=>5 g g? g?_—.g6 g4 caractéristique du demi-groupe monogé-
d=3 ne G , Il caractérise G & un iso~-

norphisme pres.
g’ |

Il est facile de voir que toute image homomorphe d'un demi~groupe monogéhe
infini qui ne lui est pas isomorphe est un demi-groupe monogéne fini et qu'il
existe un homomorphisme unique f d'un démi-groupe monogéne infini sur un demi-

groupe monogene fini de caractéristique- donnée (n, 4) .

Soit R(n a) 1'équivalence dans le demi-groupe monogéne infini G = [g]
b4 -

qui est le noyau f°f <. cet homomorphisme.

On obtient, par un raisonnement évident :

N,

m
1 ™
(5.6) g ,g"%) ¢ R(n,d) =2 oy =mn, ot m>n-d , m,>n-d et

I1 résulte de ce qui précéde que les R(n a) » ot d £n est un entier
’
naturel quelconque, sont les seules équivalences stables dans G qui soient
différentes de A .

D'aprés (5.6), on a
(5.7) R(nl’dl) c R(nz’dz) F= oy ~dy<ny -d; et g divise d, .
D!ol
(5.8) %l’dl) (ngsdz) (n9d)
d étant le PPCM de d, et dy , n étent le Max de ny- d;+d et n,- dy+ a .

Puisque les demi-groupes monogénes sont abéliens, tout idéal a gauche est un
idéal bilatére. On voit facilement que les seuls idéaux de G sont G , G2 y see
Dans les demi-groupes monogénes, on a donc Z1 = 7& « En remarquant que les
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seules équivalences stables, dont 1l'une des classes est un idéal, sont dans le
cas o G est monogéne infini, les équivalences R( J1) n entier arbitraire,
et que la classe de R(n 1) qui est un iddal, est precn.sement Gt , on obtient
1*énoncé :

Pour un demi-groupe monogéne infini, l'ensenble Z1 est 1l'ensemble des

équivalences stables et des préordres stables :

: n _ n o .n
(5.9) Qn_R(n,l) J(G xa) _L.\GU(G xG)
ou n est entier arbitraire. '

A partir de (5.9), ona

g 1 ’
‘(5.10) e, ¢ )cﬂn:ml_mz ot ngmy .
De plus
.11 SN = 3 .
‘(5 ) 57111 an /)max(nl,nz)
Si N est un sous-ensemble infini arbitraire de N , on a
(5.12) / ;R = A .
n €4

En remarquant que

(5.13) -0, = nygn -4+l

R <
(ng,d) n, € 1%

il rdsulte de (5.11) et (5.12) que pour un demi-groupe monogéne infini, 7 se

compose. de 4 et de toutes les intersections R(n ay N 2 odek oun n et k
. ’ - me—pn——3

sont des entiers arbitraires et d'un entier inféricur ou égal 3 n . On en déduit
le '
THEOREME 5.6.- Pour un demi-groupe monogéne infini, il n'existe pas d'ordre fon-

damentalement représcntable différent de 1'identité.

En effet, remarquons que R (n,1) = S'Zn N ﬁi . L'ouvdrture symétrique du
b

préordre R( N Sln est donc R(n

AR qui est # 4 d'apres
(5.8). 2 ) (ngyl)

109

Pour trouver les préordres fondamentalement représentables dans un demi-
groupe monogene fini de caractéristique (n,d) nous utiliserons le fait qu'un
tel demi-groupe est image homomorphe d'un demi-groupe infini, L'image inverse
d'un préordre fondamentalement représentable est le préordre fondamentalement

représentable R (nl’ dl) N n,-d, +k dans le demi-groupe infini satisfaisant a

la condition
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R = R n R
(n,d) = “(ny,4,)

(ny-d, +k,1)
qui, d'aprés (5.8) et (5.7), est {quivalente & la condition s
n, - d1 +k-1 €£€n~4d

et 4 divise d

1
En particulier, 1l'image inverse d'un ordre fondamental est le préordre
fondamental du demi-groupe infini R(n1,d1) N Slnl-d1+k satisfaisant &

R =R v NR
(n,d) (nl’dl) (nlud1+k,1)
ou, ce qui est équivalent, & la condition
| n1+k—-1=n s dlzd'

Dfol il résulte que les images inverses des ordres fondamentaux dans un demi-
groupe monogéne fini de caractdristique (n,d) sont les préordres
Nmmr\gndﬂ ot d<&me<n .(Pour m=n, on obtient 1'équivalence
R(m,d)) . On en déduit facilement le

THEOREME 5.7.~ Pour un aumi-groupe monogéne fini de caractéristique (n,d), il

existe n-dtl ordres fondamentalement représentables $1  d ¢m ¢n définis

par Ja formule :

m .
(5.14) (g 1, gm2) e~§)m. F= my =m, ou bien mo€n, n,

-

<n
3 o+ = Sard .
et m1:> m-G , my > m-d el my-m, divise 4
Comme les seul: demi-groupes finls qui soient des groupes sont ceux de
caractéristique (n,n) , on obtient immédiatement le

THEOREME 5.8.- Dans un groupe monogene fini, il n'existe pas de relations d'ordres

fondamentalement représentables différent-s de 1'identité.

1 est naturel de se demander si les préordres fondamentalement représenta-
bles possedent des propriétéas "l ngentheoretisch" spécifiques. Une réponse

négative est fournie par la considération des demi-groupes & zéro & gauche.

Si nous appelons demi-groupe nul & gauche un demi-groupe dont tous les

éléments sont des zéros a gauche (il en résulte que tout &lément est é1lément

neutre & droite) on peut énoncer le

THEOREME 5.9.- Dans un demi-groupe nul & gauche tout préordre est fondamentale-

ment représentable.
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En effet, si Q< G x G est un préordre, on a

-1 -
(5.16) (€, 8) €2 = Sl c Gy

~ | .
— VgeG szl(gl)n{g} c L (gy) nie} -
Or ‘ . .
- c oy o= » - -
CAe)nied e Alednfel = g ¢dlle) o g edlg) naley)

= & ¢ Se{g) ou {glf gz% ol Sl(g}

= (g, 8y) & (L)' x6) V()= L)) .
Done

(8, 8) ¢ = (g, 8¢ ( 1(2e)x8) U (2e)x QUe))
Donc . gel ’
(5.17) 2 = ﬂ (SLg)'x6) v () x D)) .
geG

Done tout préordre est de la forme
(5.18) g x4 { c&‘x G

ob @& est un sous-ensemble £ @ et #£G .

I1 est évident que pour un demi-groupe nul & gauche tout sous-enaemble est
1déal & droite et est donc stable. Comme le produit direct de demi-groupes nuls
& gauche est un demi-groupe nul & gauche, toute relation binaire sur un demi-

groupe nul A gauche est stable.

Ainsi tout préordre de la forme (5.18) appartient , dans le cas de demi-
groupe nul & gauche, a Z1 et par suite, toute relation de préordre est fonda-
mentalement représentable. On peut donner une démonstration immédiate de ce
théoréme ne reposant pas sur la théorie générale en construisant une représenta-
tion P du demi-groupe G nul & gauche pour laquelle un préordre donné arbi—v
traire est fondamental. Or un tel Pc G x (G*xG") o G* = u{c} est défini
par la formule

(5.19) Plg) = (@) U {e}) = {c}

On sait qu'on appelle demi-groupe ordonné un demi-groupe muni d'une relation
de préordre stable £) . On dira qu'un tel demi-groupe est représentable si
est fondamentalement représentable.

Ies résultats de la théorie précédente donnent la possibilité de construire
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une théorie axiomatique des demi-groupes ordonnés représentables. A cet effet,
nous devons définir dans le demi-groupe l'ensemble Z des préordres comme le
sous-treillis complet & gauche engendré par les équivalences stables et par
1l'ensemble des ouvertures régulidres a gauche des préordres réguliers & droite
avec ordre image nul dont 1'ensemble nul est idéal & droite. Alors la théorie
axiomatique des demi-groupes ordonnés représentables se construit comme théorie

axiomatique des demi-groupes avec une relation d'ordre donnée appartenant & 7 .

Ies démonstrations des théoremes 5.6, 5.7, 5.8, 5.9 sont telles que ces
théorémes diiment formulds peuvent étre considérés comme démontrés dans la théorie
-axiomatique des demi-groupes ordonnds représentables. Il n'en est pas de méme du
théoréme obtenu & partir de la formule (4. 13)(cf paragraphe III) et que nous
formulerons ainsi

THEOREME 5.10.- Si G, demi-groupe ordonné par la relation £), est représentable,
on a

(5.20) | anftco .

Ia démonstration de la formule (4.13) ne donne pas la démonstration de ce théoréme
du point de vue de la thiorie axiomatique des demi-groupes ordonnés représentables
car elle repose sur la théorie de demi-groupes de quasi-application et par suite
est lide & une interprétation particuliére de la théorie axiomatique. Etant donnde
1*importence de ce théoréme exprimant une propriété élémentaire de la relation
d’ordre d'un demi-groupe ordonné représentable, nous allons en donner dans ce qui
suit une démonstration dans le cadre de la théorie axiomatique.

Considérons la condition :
(5.21) R'R N JLcR
ot RC G x G est une relation binaire sur G .

Démontrons que cette condition est satisfaite par tout préordre régulier a
droite ayant un ordre image nul et dont l'ensemble nul est un iddal & droite.
Soit 1 = 'ﬂ'u(prlT‘i)' x G un tel préordre. On a

o = 2 Ypry M x (prlTT)’ .
Mais (prlTT)' étant idéal & droite, on a

pry T ox (pr, )" A Eé =g
d'oln

Silfl s <§é c Q.
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Soit Ra= G x G une relation binaire arbitraire satisfaisant & la condition
(5.21). Démontrons que cette condition est alors satisfaite aussi par 1!ouverture
réguliére & gauche ¢(R) de R . En utilisant le fait que Scl} est réguliere &

gauche ainsi que les formules fac:Lles a démontirer :
s = O(R) e(R)) s (Ry) © 6(RR))

on obtient : 1

Q(R) oR) naG c c(fiR n5 o R) .

En remarquant que toute relation dféquivalencs satisfait trivialement & la
condition (5.21), nous pouvons dire gque l'ensemble Z des relations de préordre
admet une base d'intersection constituée par les préordres satisfaisant & (5.20).
Comme il est facile de montrer qua llensemble des relations binaires sur G
satisfaisant & (5.21) est un treillis complst pour l*intersection, il en résulte
que tout préordre de 1l’ensemble 7 satisfait & la condition (5.20) ce qui démon-

tre le théoreéme.

Comme corollaires du théoréme 5.10 nous pouvons énoncer que les demi-groupes
dont chaque &lément admet un inverse 2 droite (et en particulier les groupes)
peuvent tre ordonnés dc. mnidre représentable seulement de fagon triviale (par
A ). Bn offe’s si on substltue GxG a §é dans (5.20) on obtient ﬁl e
atod Q=4

‘ En tant que généralisation de la théorie des demi-groupes ordonnés représen-
tables, on peut énoncer le probléme suivans qui se pose de fagon naturelle en
théorie des demi-groupes de quasi-applicaiions. Etant donnée une relation binaire
%, réflexive ot symétrique et deux relations de préordre ‘Ql et Q entre
é1éments du demi-groupe G , trouver une condition necessa::.re et sufflsante
d'existence d'une représentation P de 4 a 1'aide de quasi-applications pour
laquelle on ait :
= £ = - '

1= §p Ql_}le ;= év P

(Rappelons, cf. paragraphe III, que EP désigne la relation d'union de P et

quwe K p et Y P désignent respectivement la premidre et la seconde projec-
1 2 :

tion du préordre de P),




