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Exposé n° 8

EIEMENTS DE COHOMOLOGIE

(Exposé de M, ZISMAN, le 21.1,1957)

I.- GENERALITES

1.~ Groupe différentiel gradué.-

Soit A wun groupe abélien (resp. module sur un anneau K ) gradué par

o

des sous-groupes (resp. sous-modules) AP , c'estmi=dire A = %O__: AP
. ' p=
(p entier >0 ; 2_ représente la somme directe).

On dira que A est un groupe différentiel s'il existe un endomorphisme
d : A-A (resp. endomorphisme de modules) tel que
a) aaP < aP*l
b) dd = O
(Tout ce qui suit est encore valable si la condition a) est remplacée par

anP - APt aud = 0 & condition de changer de fagon évidente les formules ;
en gros, on passe d'un cas & l'autre en changeant p en - p ).

Le noyau de d est appelé 1l'ensemble des cocycles ; 1l'image de d est
appelée l'ensemble des cobords ; le groupe
H(A) = a1 (0)/aa
est appelé le groupe de cohomolcgie de A , On & bien dAc d~1(0) puisque
d2 =0 en vertude D) . _
Le groupe (d-1 (0) N &%) /d.Ap"1 = Hp(A) est appelé le p-éme groupe de
cohomologie de A et l'on a évidemment :
H@) = 2 BP@)

| p=0
24~ Nombres de Betti, torsion.

a) Si le module A est un espace vectoriel sur un corps , al(0) et aa
- sont des espaces vectoriels, ainsi que a1 (0) n AP 5 anP-1 , HP(a) , H(4) .
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Si de plus HP(4) est un espace vectoriel de dimension finie, on appelle

p-&me mombre de Betti de A la dimension de HP(£) ; Ja série formelle
P(t) = % (dim.HP (1)) tP est 1a ngérie de Poincard" de A . La connaissance
0

de P(t) détermine la connaissance de H(A) . Si HP(4) = O sauf pour un
nombre fini de p , le nombre P(-1) = Y (~-1)P &in.HP(4) est appeld la
"caractéristique d'Euler Poincaré de 4 ",
de dimension finie
b) Supposcns maintenant que A soit wn module libreYsur llanneau Z des

s e ]

entiers, Noussavons que dans ces conditions @) = ;"d'l (0) N A%/dﬂp—l

(quotient de 2 modules libres de dimension finie) est la somme directe d'un

module libre de dimension finie et d'un certain nombre fini de Zq. (modules
i

sur Z des entiers modulo a4y ) 5 les éléments non libres sont appelés les

éléments de torsicn et les ay les coefficients de torsion ; la dimension

de la partie libre de HP(A) est encore appelée p-tme ncmbre de Bettl et on

définit comme précédemment P(t) et P{-1) . Pour déterminer H(A} il faut

connaitre non seulement P(t) mais encore les coefficients de torsion.

3.~ Algébre différentielle graduée.

Soit A wune algebre sur un certain amneau K , On dira que A est gra-
.dude si elle est graduée en tant que K-module, et 3i de plus la graduation

est "compatible® avec la multiplication dans 4 , ciest-a-dire si AF,A% ¢ 4P¥Y,

A sera une algebre différentielle graduée si ellie est différentielle
en tant que K-module, et si de plus le cobord est “"competible" avec la

multiplication et la graduation dans le sens suivant ;
d(a.b) = (da).b + (~1)P a.ab e A’ , beus)

(d s’appelle alors une antidérivation).

PROPOSITION 3-1.- Si A est une algdbre différentielle gradude,, H(A) est
un® algeébre.

Si aeH®’@®) B eri@®) , il faut définir =T < BPYY() ,
Soitdonc a€a, beb ; cna: d(ab) = (da).b + (-1)P a.db = 0 car
da=0 db=o0. ‘ '

Donc ab est un cocycle a! (0)n AP*@ , On pose @ . T = 8b = classe
de cohomologie du cocycle ab . Pour justifier cette définition il faut mon~

trer que 2b ne dépend que de @ et de D et non des représentants a et b,
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orsi a'=a+dx (% = Ap‘l) a'b=ab + (@ % )b mais
dle . b) = @«)b+ 1Py Ldb= (@ % )b done
a'b=ab +d(x .b) et par conséquent a'b = ab C.Q.F.D,
Si 1'algdbre & est anticommutative, (c'est-a-dire si ab = (=1)% pa R
a e AP € 4%) on montre inmmédiatement que H(4) est aussi anticommutati-
ve,

EXEMPIE.~ L'algebre des formes différentielles différentiables définies sur
une variété V est une algébre différentielle gradude au sens défini plus

haut.,

4 .~ Homomorphismee.

Soient A et B deux groupes différentiels gradués (resp. modules,
resp. algebres). On appelle hcmomorphisme de A dans B un homomorphisme
iy A —3 B des structures de groupes (resp. modules resp. algébres) de

A et de B , compatibles avec les graduations et les opérateurs de cobords :

o

fP) ¢ 8P

fod = gof (@ désigne a la fois 1'opérateur
de cobord de A et de B ).

PROPOSITION 4-1.~ f induit un homomorphisme f£* ; H(A) —» H(B) .

Soit a un cocycle de 4 df{a) =f{da) = O donc fa est un cocycle
de B .Deplus, si a’'=a +dx , fa’) =f(a) + fdx = £(a) + df
done f(a') -~ f(a)g aB .

L‘applicatlon a _»f(a) passe donc au quotlent et définit 1*homomor-
phisme cherché f* s H(L) __H(B) .

5.= Ia suite exacte de cohomologie.

(rappelons qu'ure suite de modules et d'homomorphismes

£ f £5 £

; 0 1 :
AO -——-;Al —3 n0s Ai——-——-—»fxi_'_l _—
est dite eracte i, quel que soit i , image de f; = noyau de f, 1)

Soit A un sous-groupe différentiel gradué de B , c'est-d~dire un
© groupe différentiel gradué tel que liinjection i : A .y B soit un homamor-
phisme au sens de T-4 , et C = B/A .
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On a donc la suite exacte

0 s 4 _*T.B_d.c_—_so0

IEMVE 5-1,- C est un groupe différentiel gradué, et j un homomorphisme de

groupe différentiel gradué ;

En effet posons CP = j(B°) done ©C = ng‘g cP
Si be B, posons d(jb) = j(@b) . Ceci définit un opérateur d sur C
en effet j &étant sur , tout élément de C peut s’éerire jb , et si
jb=3b? b-ble i(h) et d(jb - jb*) = d(j(b ~ b)) = jalb ~ bT)ejdik) =
= ji(dh) = 0 car joi = 0.

P =0 car d5(b) = ja°(b) = 3(0) = 0

Enfin j est un homomorphisme de groupe‘différentiel gradué par défi-

nition méme de la structure de C .
Terminons ces généralités par 1'important théoréme suivant :

THEOREME 5-1,- Si la suite de groupes différentiels gradués

i

0 > [ > B J 50 >0
est exacte, la suite
a& L 3 0 Sx— 1 i*
0 1) L H0B) _3_,10() JH(4) y con
* g -
L) §____ Iip(ﬁ)_____.,:.Hp(B) Hp(C) m~->Hp+1(A)_—_——> ®C e

est aussi exacte.

i et j{e sont définis par la proposition 4-1, Définissons 8%,
Soit ¢ un cocycle de CF . j étant sur, il existe be BY tel que jb =
mais djb = jdb=de = 0 donc db e i(&P*!), mais i étant injectif, il
existe un seul a tel que db = ia . a est un cocycle de Ap+1 en effet

ida = dia = d2b =0

par définition, é *T=3a (12 barre représente la classe de cohomologie de
1*é1ément éerit ausdeSScts).Poﬁr justifier cette définition, il faut montrer
que a ne dépend que d¢ ¢ , et nonde ¢ et b, Orsi jb=jb'=c ,
b' - be 1(AP)  ab' - db e di(aP) = 1(d4P) et a' - a € AP , en dAdsignant
par a' 1'élément de P te1 que ia! = db? ,

De mémg, 81 c*=c+d 7% (7 e Gp'l) et jb' =ct
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it =D =d 7y =i p (s eB”)  dame
b'-b-dp e i(P) clest-i-dire db' - db & i(aaP)

ou a' = a e d(!‘ap) .
S * est bien wn homomorphisme () — Hp+1(A)
La vérification du fait que la suite est exacte, n'offre aucune difficulté.
REMARQUE.,~ Si d abaisse le degré de 1 (P Ap_l) la suite exacte du

théoréme stéerit :

x i¥ a* §* p-1 i

S* wPw) ., wPm) S _wP@E) 2 BT = ...
* * . *

0 | 0 0

o LW 2L 8%m) Lune) — o

II.- HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE

6.- Dans ce paragraphe , ki désignera un groupe différentiel gradué par des
AP s l'opérateur différentiel abaissant le degré de 1 ; cet opérateur sera dé-

signé par O . On a donc O ¢ Ap — i aAO = 0 . Les groupes

4 p-1
(6'1 (0) n .»"ap)/dﬁ.np_‘_1 = Hp(A) sont les groupes d'homologie de 4 .

(quand d abaisse le degré de 1 on parle d'homologie au lieu de cohamolo=-

gie et on met les indices au bas des lettres au lieu de les mettre en haut).

Soit G un groupe additif, et AP = Hom(Ap , G) , ou Hom(Ap , G) repré-
sente le groupe additif de tous les homamorphismes de Ap dans le groupe ad-
ditif G . (S1 G et A sont des K-modules, Hom(Ap , G) désignera le
K-module des K-homomorphismes de Ap dans G ).

Un élément f AP est donc une fonction lindaire sur Ap 4 valeur dans
G dont la valeur pour ac Ap sera notée <a , £> . On mumnit

w .
* ,
A" = ISZ.—:’D AP gwn operateur d tel que < da s £> = <a, daf >
fe AP , e Ap+1 d est donc un homomorphisme Ap-——>Ap+1 tel que
2

d” = 0 puisque ,
Ca,df> = <da,df » = <d% , £ > =0

. R ) p
pour tgut ae Ap+2 et tout f« A% ,
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A* est donc un groupe différentiel gradué. Les groupes de cohomologie
de 4% seront désignés par P (4™) . PR) ou H(a , G) .

PROPOSITION 6m10- Tout élément T = HP(A , G) définit canoniguement un

homomorphisme de Hp(&) dans G .

Soit £ wn cocycle de T ; 8i a€ Ap N 6“1(0) ,<a , £7 est indépen~

dant du choix de f dans f et du choix de a dans a ., En effet

La+dot, £ =<a, >+ dx ,£>=4Lq, >+ {x,af> = La, £)

2 ~

@)

car 4df =

<a,f+dy> =({a, > + La,dy> =La, > +Lda,¥>

car Ja =0,

I

{a, £

On a ainsi un homomorphisme T de Hp(A) dans G tel que
La ,T> = La,f>.

En d'autres termes on a une application, évidemment bilinéaire, de
HP(4) x Hp(A) dans G .

Mais on n'a pas, en général HP(L , @) = Hom(Hp(A) , C) car {a , T
peut étre nul pour tout E'G.Hp(ﬁ) sans goe T soit nul.

La formule ci-dessus est cependant exacte dans les 2 cas suivants :

a) 4 et G sont des K-modules ou K est un corps

.b) A et G sont des Z-modules et H(A) est sans torsion.

Donnons nous 3 groupes différentiels gradués A ; B , C tels que la suite
0 —sh-=3B 4,0 »O soit exacte, et supposons de plus que A soit
facteur direct de B . La suite

0 —s Hom(CP? , G) — Hon(8® , G) — Hom(AP , G) —>0
est alors exacte pour tout p .

Le théoréme 5=-1 s'applique et donne :

THEOREME 6~1.- Dans les conditions ci-dessus on a la suite exacte de cohomologie 3

0 i* 0, i* 0o 3* 1
0—s H(C, G) SH(B, G JHGK,G_ 2 JH({C, G __, «.

S PE, 6) s ...

vee— B, @) —5HP (B, G) — s HP (4 , Q).
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7 .- Homomorphismes.

Soit h wun homomorphisme G —» G' , on en déduit un homomorphisme
noté encore h : Hom(s_ , G) —> Hom(A » G') par <a , bf> =h da, £>
a € Ap f € Hom (np Gg). Notons encore d 1'opérateur différentiel défini
sur 2o Hom(Ap , G') dans (II-6). On a s hd = dh en effet

a, df> = < ,hf> = hda, >

{a, hdf > =h<a, df > h<da, £

le raisonnement fait dans (I-4) s'applique :

h  induit canoniquement un homomorphisme noté h* de HP(4 , G) dens
P, G
Si 4 est librse et si la suite 0= G' -G —@ — 0 ect exacts, la suite
0 — Hom (4P , G') — Hom (AP , G) —> Hom(&P , G")—> O est aussi exacte,
le raisonnement qui nous a servi i démontrer le théoreme 5-I s‘applique sans
changement, et 1l'on a
THEQREME 7-1,- Si la suite 0 —>G' 256G J,G" 50 est exacte, la suite

0 i* o, ¥ 0 6 1
O__.»H(A,G')__..;H(A,G)__'!..%H(A,G")___)H(A,Ga)__.qou

*

oo B (@, ony 6, Hq(A s 62 JHYa, o) L wdw, emy ..,

est aussi exacte.

III.~ IE COMPLEXE SIMPLICIAL

8.= Définitions.

On appelle n-simplexe un ensemble de n+l éléments appelés sommets
(ou O-simplexe) ; une g-face d'un n-simplexe est un sous-ensemble de (q+1)
éléments du n-simplexe, c'est donc aussi un g-simplexe. Un compléxe simplicial

K , est un ensemble de simplexes, qui avec tout simplexe contient 1l'ensemble
de ses faces,

Une g-chaine élémentaire est une suite ordonnde de g+l sommets de K
pris dans un méme simplexe de K , ou si 1'on veut une fonection qui & tout en-
tier i=0, 1, ..., q, fait correspondre un somet a; = K tel que tous
les a; appartiennent & un méme simplexe de K .




8-08

Le groupe des g-chaines est le groupe abélien libre engendré par les

g-chaines élémentaires. I1 sera désigné par Cq(K) « (@ >0); (Cq: 0 si
q < 0).

Soit 2y eee 8y une g-chaine élémentaire, on pose

o i .
a(ao o0 aq) bad l‘% ("1) ao e¢co ai eooe aq

(le signe ™ signifie que 1l'on a supprimé la lettre au dessus de iaquelle- il
a été placd).

les g-chaines élémentaires engendrant Cq(K) , on peut prolonger O par
linéarisation & un homomorphisme noté emcore 0 : C (K) —> C (K) On véri-
fie immédiatement que O3 = O . Le groupe libre (ou Z-module) f C (K)

- est donc un groupe différentiel gradué. On pesut donc définir ses groupes d'ho-

mologie et de cohomologie, que nous noterons Hq(K) , H4x , 6) .

9.~ Le cup=-produit.

Nous supposerons maintenant que G est un anneau. On peut alors définir

sur o Hom(Cq(K) , G) un produit.
En effet, si feC (K, G) geCP&, q), (o8 ¢}k, ) = Hom(Cp(K) , (@)

0. pose pour tout (n+p)-simplexe Ay e Byt
<a0 e e an_'_p,fog) = <ao ec¢a a.n,f> <8. e an+1,g>

la (n+l)=-cocheine f.g ainsi définie est le cup-produit de f et de g .

ona da(f.g) = df.g + (=1)" £.dg en effet :

Cag oo ®rapil 2 a(f.g) vy = (d(a ves an+p+1) , fg > =
=1“:=:O (--1)5L Lageee 8, vie an 241 " Onypat f.g 7 +
+1 .
. :%::; (-1 ¢ B wee By B eee B cee ay nips1 » S8 =
= <(6a0 an)an+1 See el 0 fog> + (1) L ag oo an(aaml cee an+p+1)f.g>
= <(aao ces an)an+1,f> LBp,q v an+p+1’g >+
+ (D Cay e a

r,f> <a(aa+louo

n+p+l ? €2



&-09

I
/\
~~
Q
o
C
2
o

n+l n+l n+p+
+ (_1)1’1 \ao e 0_ o, L7 <a(an cec an+p+1 F g)> =

Vd
< By oee B g af > <a

n

+

n
(-1) <ao Qce a«n $ f> <8.n sco an+p+1 5 dg> -

= <8, ¢ o df.g + (-1)" f.ag >

0 n+p+l ?
dans le calcul précédent on a, pour ~implifier 1l'écriture, "mis en facteur"
D s P I ?

certains é1léments de chaines élémentaires. Par exemple (éao vos an) signi-

a
n+
n 1

. n n . . s
fie %:b (=1) g ese Bg ocom 8 et a O ... an+p+1) signifie
41 -5
g—; (-1) a, 8 g e én+i ces an+p+1 oo )

i=1

La proposition 3-1 permet alors de munir H(K , G) d'une structure mul-
tiplicative compatible avec les graduations. Cette multiplication est le cup-
produit.

E:.Hom(Cq(K) , G) n'est pas anticommutative pour le cup-produit comme on

le remarque sans peine, Cependant on a le théoréme :

THEOREME 9-1.- H(K , G) est une algdbre anticommutative

clest-a-dire que T.g= (-1)"P g.F si Te W'k, 6 , g, 6)
La démonstration se fera en ‘quatre parties.

a) A toute n-chafne élémentaire s = 8y *e-

n(n+1)
r~chafne élémentaire p (8) = (-1) ~ 2 & e 8

a, faisons correspondre la
0 °
p définit par lindarisation un homomorphisme Cn(K) — Qn(K) pour tous les .

degrés n , et par passage aux Hom va homomorphisme noté encore p de Cn(K , G)
dans C"(X , G)

‘On a évidenment O p = p O et par conséquent pd=dp .
b) Soient £ e C (K, G) ot geCP(K, G) ; calculans p(f.g)

< 8q con &

n+p 9 F(feg) > = <P (ao cen an+p) P f.g >' =

(n+p) (n+p+1)

= \- ~/ ese ° =
"(1) < \a_,\+p ao’fg>
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(a+p) (mrp+l)
= (-1) 2 O.n+p see ap ° f > <ap vce ao s g> =

op) (aspe1)  mlarl)  p(pel) | .
=(-1) 2 (—1) 2 ("‘1) 2 ~ P(ap.ooan+p)’f > (("(ao...ap),g > =

- (_1)7P '
= (=1) < 8y eor Bnn s

P> <ag .. 8, ele) > =

D Cag ey, ple) p)D

par conséquent p(f.g) = (-1)"P plg)e p(f)

¢) P induit un isomorphisme de Hn(K) sur Hn(K) et de Hn(K) sur Hn(K).
(K)

Pour le démontrer nous allons construire un opérateur T g Cq(l()_,}Cp+1
tel que

(1) 3T + T od=1 -‘f' (I est l'opérateur identique)

T est appelé un opérateur d’homotopie. On définit T par récurrence sur q .
Sur CO(K) on pose T = O . Supposons connu ‘L sur Ck(K) pour k & g-1,
liidentité (1) étant vérifide, et posons

T (aO cen aq) = ao[ao cee By = p(ao oee aq) - rC(bac) .o aq)]
un calcul facile montre que :
‘ _ - - D ) -
o( T (aog..aq)) = 8y, P (aoo.,aq) ’C(oao...aq)
\ \ 7 '

- ad:a(aol.oaq) o a (') (aoeo.aq} - 5 [ (aaoato_aq)J
(1) ¢étant vérifié pour 1a (g-1) choisie bao aq on a

a ’C (aaoecoaq) + rea(aaoo .'.aq) = aaoeceaq bl Paaooooaq
et comme O0f = PO 3 =0, le crochet est nul, Il reste

@T +T 9) (aoouaq) = I(ao.naq) - P(ao.a.aq)

d'Tn trznspesari(1),et d€eipmant ercore perC 1'opération transposée, on a
Td+dT =I-p .Si f estuncocycle on a done
-dpf+df=-de=d‘tdf+d2*Cf=O:p(f) est donc aussi un cocy-
cle 3 de plus f - pf TAdf +dTFf=aTFf f et f(f) ne different

que dfun cobord et appartiennent par conséquent & la méme classe de cohomolo-

gie.

b montre alors que f.g et (-1)"P g.r appartiennent 3 la méme
classe de cohomologie. C.Q.F.D.



