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VARIETES DIFFERENTIABLES.

(Exposé de M. ZISMAN, le 14.1.1957)

I.- DEFINITION DES VARIETES

Une application d'un voisinage de R" dans un voisinage de R"
| I, [ \ - s ) p
x| = xl(xlog cee xn) yoeee X = xm(xl s wee 5 X} est dite de classe C
(resp. G, resp. analytique réclle) si les fonctions xi s ear xé ont
des dérivées partielles continues jusqu'a l'ordre p (resp. de tout ordre,

resp. sont analytiques réelles).

1.~ DEFINITION.- Une variété différentiable de classe CP (resp. COO, resp.

analytique réelle) est un espace topologique connexe V tel que

a) I1 existe un recouvrement de V par des ouverts Ui tels que chaque Ui
soit homéomorphe & un ouvert d'un espace ecuclidien & n dimension R" ., (n est
le méme pour tous les Ui)' Soit f. : U, .N“;;fi(Ui)gg R cet homéomorphisme.
Si xeU, , fi(x) est un point de R" et a donc 2 coordonndes
Xy 5 Xpp vae X, - Ges n fonctions continues de x s'appelent les coordon-

nées locales de x dans le voisinage U, .

i
b) Soient xe;Ui(\Uj et xi s xé 5 eoe s xé les coordonnées locales de x
dans le voisinage Uj . Alors
-1
fj o fi H (Xl 9 ecee Xn) — (Xi 9 vee X;l)

est une application différentiable de classe CP (resp. c® resp. analytique
réelle) & jacobien # O . o

c) L'ensemble des U, est maximal pour les propriétés a) et b),L'entier n
s'appelle la dimension de V (on derit souvent Vn) . Dans la suite, nous ne nous
< s . o . .
intéresscrons qu'au cas C et nous supprimerons 1'expression "de classe COn

dans les énoncds.

2.~ L'enscrble des fonctions différentiables en un point.

Soit xoéiV et U un voisinage de Xy - Unc fonction f définie sur U s
& valeurs réeclles, est appelée différentiable on Xy si quelque soit x:eUY\Ui
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(quand xeri)
) = £ o 27 O (%), wen s 2, ()

est une fonction différentiable en Xy g vee oy X

L'axiome b) nous rmontre immédiatement que cctte notion est indépendante
du systéme de coordonnées choisies en X, si XoézUi(\Uj , et que si une
fonction est différentiable cn Xy » c¢lle est différentiable dans tout un voi-
sinage de x, (dépendant de la fonection). On écrit f(x1 s e xn) au lieu
de f o f-l(xl s e s xn) . Nous désignerons 1l'cnsemble des fonctions diffé-

rentiables en X, Dpar gg(xo) . Cet cnsemble posséde les propriétés suivantes:

a) Les fonctions xl(x) s nee xn(x) définies dans U, sont différentia-

bles en tout point de Ui

b) Si F est unc fonction différentiable F(u1 ; ene 5 u_) définie dans un

voisinage de P , et si PR fD € 6D(xo) alors F(fl s eee s fp)e Gb(xo).

PROPOSITION 2.1.~ Soient ‘{XI » Xy eee Xn 3 un systéne de coordonnées dans

un voisinage du point x, et f, , ..., £ ¢ ()(x.) . Les conditions néces—
£ 0 1 > nm 0

saires et suffisantes pour que toute fonction de SD(XO) s'exprime comme une

fonction différentiable de fl s eee g fm sont

10) m=n /

ID(f,, voy £)

20) si £, = fi(xl s een xn) ona i #0
\P(xl s eee Xn)

X
p . e s Q
(démonstration immédiate).
Quand los conditions de la pronosition sont vérifiées, le théoréme des fonc-
tions implicites montre que fis eee s fn forment un systéme de coordonnées

Xq dans un certain voisinage ouvert de ce point.

3.- Applications différentiablos.

Soient V et W deux variétés différentiables et f : U_—> W une
application d'un voisinage U de Xq ‘dans W . On dit que f est différen-
tiable en x; si, quel que soit g € Gb(f(xo)) gof e.ﬂb(xo) . Autrement dit,
g} -{xl yoeen oy X g est systéme de coordonnées autour de Xq s et
{yl s eee s yp} - un systéme de coordonndes autour de 'f(xO) la fonction f
peut s'exprimer par vy = fl(x1 s eee xn) JETRIRE A fp(xl s eee xn) ,
les p fonctions - fl 5 see 5
VW et si f ot f£%

phisme. (il faut remarquer que méme dans le cas ot f est un homéomorphisme, f

F)e{ﬁXxO) . 51 f est un homéomorphisme

sont différentiables on dit que f est un isomor-

différentiable n'entrainc pas toujours fnl différentiable).
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I1.- BSP&CEZ TANGENT EN UN POINT D'UNE VARIETE DIFFERENTIABLE

4.~ Vecteur tangent en un point.

On appelle vecteur tangent en xy€V ~— une application X ..OD(XO) —> R

ayant les 2 propriétés suivantes

a) X est lindaire c'est-a-dire X(af + bg) = aX(f) + bX(g) (a , beR)
(f y 8¢ ®(X )) .

b) X est une différentiation : X(fg) = X(£).g(xy) + £xy) X(g) \f,ge(D(x ).

Soient X et X' 2 vecteurs tangents en xy et A, A EeR .,
L'application f —» WX(f) + Nxi@E) (fe @(XO)) est un vecteur tangent ;
1'ensemble des vecteurs tangents cn Xy est donc un espace vectoriel que nous

désignerons par Txg -

Soit {xl 3 sse s Xn% un systéme de coordonndes en Xy Alors

fe @(xo) s'derit f(x1 ) eee xn) . Pour simplifier nous désignerons par

QE ou (_é_g_ la valeur de la dérivée vartielle de f par rapport i la
. ox, x
i i70
i-iéme varisble prisc au point xl(,xo) s e s xn(xo) . On voit immédiatement
' L o
que 1l'application f — s > _— >\i est un vecteur tangent en Xq
i=1 :
(X €R) . *

Noué allons montrer que rec:.proquement Sl X est un vecteur tangent quel-
n
conque et f € @(xo) alors X(f) = > — X(sc
i= 6x.
DEMONSTRATION. - I1 est évident que X(f) =0 si f est une fonction cons-

tante. Soit f ¢ ®(x0) . Dans le voisinage Ui de coordonnées {xl s eee s Xn%

on peut écrire
£ = a, +a(x.-x)+...+a(x —x)+2 (x —x)(x —x)g
1,j=1
0
(aieR, gij§®(xo » Xy =xi(xo))

appliquons X :

X(£) = alX(xl—;cg) . + anX(x -x ) + X( - (x
n 1, 0=

n
=3 x<x>+%_[<x () - x))g; 5 (rg) X xy) + () = ) gy 5 (ep)Xexy) +

~x§)(x3—x)g J)

) (x;(x5) - xg) X(gij) ]

* (Xi(xO) I R
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le crochet est évidemment nul, d'ol le résultat annoncé puisquec a; = 5
Xy
5.~ Posons X, (£) = of i=1,2, ... , n) . Nous obtenons n vectecurs
e

tangents X1 PR Xn pour lesquels Xi(xj) = 8.. . Ces vecteurs sont lindai-

1]
n
rement indépendants car N;¥X; = O entraine (>~ >i Xi) (Xj) = 0 pour
i=1 i=1
tout j c'est-a-dire >ﬁ =0 ., 51 X est un vecteur quelconque de TX nous
avons n , 0
X(f) = Z:; Xi(f) X(Xi) donc
B
X = > X(x.) Xi
i=1

nous avons donc démontré :

PROPOSITION 5.1.- Tx est un espace vectoricl &4 n dimensions.
0

6.~ Application lindairc tangente.

Soiont V et W deux variétés différentiables et ‘b : V—> W une
application différentiable cn xoé;V , X éTkO ct Yo = <@(XO) a toute fonc-

tion g e 6E(yo) faisons correspondrec le nombre récl

Y(g) = x(g o D)

Y est unec application 63(y0) —> R qui est un vecteur de Tyo . L'applica-
tion ixo.___> TJO ainsi définie est évidemment lindaire, on 1'appelle 1'appli-
cation linédaire tangentc induite par @7 , ou différentiellc de @’ . On la note

dq? ou (d ¢>) ou 43x . 81 Q ost une troisidme variétd différentia—
, 0
ble et si Y : ﬂ.__g> Q est différentiable en Yo » On a

WWe ), =@ Dy o (a? ),

7.~ Champ de vecteurs tangents.

Un champ de vecteurs tangents X sur une variété différentiable V est

une application qui fait correspondre 4 tout point x de V un vecteur tan—

gent en ce point & V , XX .

Soit f une fonction différentiable définie dans un voisinage U de V ;
alors Xx(f) est une fonction définie dans U que nous noterons simplement
X(f) . Si cctte fonction est encore différentiable quelle que soit f diffé-

rentiable, nous dirons que le champ X est différentiable.
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Existence de champs différentiables.

Soit U un voisinage de V dans lequel est défini un systéme de coordon-

nées {xl s . xn~} , et f une fonction différentiable sur U , qui s'éerit
_ ¢of
donc f(x1 s eee s xn) . Posons Xi,x(f) = 65;—) . Xi,x cst un vecteur tan-
ix
gent en x ot llapplication x —s X, est un charmp différentiable de vec-

teurs définis sur U . Les n chanps Xy sont linéaircment indépendants
M

¢t tout champ différentiable peut s'éerire

Xo=9 . Taa) X,
izl ’
. o .
ol ai(x) est C dgns U puisque ai(x) = Xx(xi) .
Réciproquement § 7 ai(x) X 4 définit un champ différentiable sur U .
i= ’
4u lieu de X; on éerit parfois — pour rappeler que X, x(i;‘) = Sgg ) .
X ) X. x
i i

Si X et Y sont 2 champs différentiables définis sur une varidté V
l'opération XY - YX est appelée crochet de X et de Y ot se note [X , Y].

PROPOSITION 7.1.- Si X ot Y sont deux champs différentiables de vecteurs
tangents, [X , Y] est un champ différentiable de vecteurs tangents.

n n
En offet si X =3 a.X, T=53 Db X,
1=1 i=1
g b, da.
(X, Y]=)> (g, —4 - b, —J)x,

5571t oo, Ik, I

i i
On vérifie que lc crochet a les propriétés suivantes :
[a1X1+a2X2,Y]=a1[Xl,Y]+a2[X2,Y] (al,a2 R)
[X,XJ-:O [Xa‘sz"[YyX]
(X, [y, z]]+[[Yy,z],x]+[[2,%x],Y] = 0 (identité de Jacobi).

PROPOSITION 7.2.— Soient i) : V _—> W une application différentiable, X
X2 des champs de vecteurs tangents différentiables de U alors

(@) [x,, 5] =(@d)x, , @d)x,].
Soit r, un point quelconque de V et g e §)( @7(XO)) . Posons

et

1

Y L B(x) = (a @x) xi,x (i=1,2).

Alors par définition : (Xi(g o @5))x = (Yi(g))‘@(x) , ¢'est-a-dire
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(Xi(-g °q>))x = (Yi(g) o Qi‘)x , ocxpression qui est valable pour tout point x

d'un voisinage convenable de Xy dans V.
= = b
(5 T (e) gy = Oy (e o e,
et par conséquent

([Yl ’ Yzj(g)) @(x) = ([Xl s XZ](g o @))x c'est-a-dire

[Yl s YZJQ(XO) = (d @)XO [Xl ] XZJXO

III.- FORMES DIFFSRENTIFLLES

8.~ Différentielle d'unc fonction.

Une fonction différentielle f ¢ GD(XO) peut &tre considérée comme une
application différentiable en Xy de V dans la variété R des nombres réels
définie par une seule coordonnde y . L'application lindaire tangente df est

une application linéaire de TXO dans TyO (yO = f(xo)) . Mais T&b est

un espace vectoriel & 1 dimension sur R , engendré par le vecteur YO défini
par Yo(y) = 1 . On peut donc identifier T : & R en identifiant Y, avec
le nombre 1 . df dsviea’ wlors une fonction 1lindaire défipie sur Txo 4 va-
leurs réelles, telle que '

ar(x) = X(£) (X e TXO).

51 f; ot f, sont doux fonctions appartenant & (£Xxo) , nous avons
da( >‘1 £+ f2) (x) = Al‘dfl(x) + >\2df2(X) . L'espace des différentielles df,

pour f ¢ SB(XO) est donc un sous-ospace vectoriel de 1'espace dual de Tx .
0

Mais si {xl g sse s xn§ forment un systéme de coordonnédes cn Xg s les dif-

férentielles dxy 5 e, dxn sont linéairement indépendantes ; par conséquent:

PROPOSITION 8.1.- L'espace des différentielles en un point X de V est

1l'espace dual de T .
%o

9.~ Algébre des formes différentielles extérieoures.

DEFINITION 9.1.- L'algébre extéricure construite sur 1'espace vectoriel des dif-

férentielles en un point X, d'une variété V s'appelle 1'algébre différen-

tielle en Xy a la variété V . Nous la désignerons par Ex .
aes :
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DEFINITION 9.2.- Unc application qui & tout voint x d'un sous-cnsemblo A de

U fait correspondre un élément horogéne de degré p de Ex s'appelle une

forme différentielle extéricurc de degré p , définie sur A . Une forme diffé-

rentiellc de degré 1 s'appclle unc forrme de Pfaff.

Une forme différenticlle de degré C  est une fonction & valeur réelle.
Nous savons donc cc que signifie unc forme différentiable de degré C . Par

analogie, nous allons étendre cette notion & une forme de degré quelconguc.

Soit {xl y eee g X % un systéme de coordonnees dans un voisinage de X5
Si x est un point de ce voisinage, (dxl) Cee (dxn)x forment une base
pour les éléments de degré 1 de Ex Une forme différeantielle © de degré p
définic dans ce voisinage peut donc s'écrire au point x : '

) S
(1) Ox"z—-—uii,..l (x) (dx ) A A(dxi)
172 p 1 x px

la sommation étant dtendue au { g }combinaisons de §il s ves s ip} avec

i, Ceew L1 &n .

P
Par définition, B est différentieble en Xq si les §—gj§ fonctions
u g @ Og)
1 p

Pour justifior cette définition, il faut démontrer que cette notion est

indépendante du systéme dec coordonnées choisies en Xy ¢

Soient le s eee xé % un autre systémec de coordonndes cn x. . Alors

dans un voisinage de Xy nous avons

x, = £, (xi ) eee s xg) yoeee s x = £ (xi 5 eee xé) fl,...,fn<363(xo).

n

Si x est asscz prés de X, » nous avons

n 6fi
(dxi)x:%;.; (‘a‘;’;‘)x (ax!) )

J'x
. 5 6fi
ol (—=) est la valeur de —=  pour x! =x!(x) . i=1,2, ..., n
6x3 % ox! * *
J

‘n of,
1 — 1 . v
puisque X(f (xl s eee s xn))x = §:1 CS;T) X(xj.)x pour tout XeT .
ix

Par conséquent, d'aprés (1)
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D(f.ll s fi2 yoeee s £y )
0. = U, (x) Po(ax! ) A... Alax! )
X S i i J J
1*°"7p Dlxt , x! o, oL, x3 ) 1x P x
1 2 P
la sommation étant cffectude sur tous les systémes
(il 9 eves ip ; jl 9 see 9 jp) telS qlle il.g: ';céip ; j1< ) ‘.jp
— D(fil s eee s fip)
posons ué o x)= ng o (%) : :
1 D seeesd 1 p D(x! , oo, xb)
! P 3 Ip
et nous avons
6= >  u (x) (ax} ) A oo Aldx) )
b's /----- ,] ...J J J
R N lx - 'px
si  uy ; € 63(x0) il en est de mdme de u3 jce qui justifie la
1.‘. p 1.'4 p
définition.

10.- Différentiation extérieure.

Soit (3 une forme différentielle, différentiable cn Xg s de degré p .
Si p=0 & ¢ Mix O) et Qi@\ a déja été defln
Dans le cas général, on définit la différentielle de O donnée par 1'ex-

pression (1) par :

(2) @) =2"(@u; ;) Al ) A... A (ax; )
1 p X 1 x p x

13 encore, il faut montrer que cette définition est indépendante du systéme de
coordonnées choisics. Cependant, la vérification dirccte &tant trop longue,
nous établirons d'abord quelques propriétés formelles de 1l'opérateur d défini

ci-dessus pour un systéme particulier de coordonndes.
(3) (4(a, 6, + ay 2)) = a,(db), + az(d@z)X (a, , ayeR)
(4) 4 est une antidérivation c'est-a-dire

@(® Am), = @B) Am, v (1P O ~ldm)

( 0 » ) différentiables , p = deégré de 6 )
(5) a*B =0 vour toute forme © différentiable.

démonstration de (4) et (5) ( (3) ost immédiat)

i B et n7 sont différentiables en Xy on‘voit‘faciloment que O A

est aussi différentiable en Xy . D'aprés (3) i1 suffit de démontrer. (4) quand



@x = u(x) (dxil)x/\. e A (dxip)x
(Y)X = v(x) (dle)x/\ vee A (dxjr)x

(il<... <ip IS u(x) ,v(x)e@(xo)).
Si les enscmbles iil y eee s ipg ot {jl s wev s 3. ont un élément
en commun, 0 AM=0 d oA M= 10 @/‘Kdﬂ] =0 ot il n'y a rien & démontrer.
Supposons donc ces 2 cnsembles disjoints, et soit S.Lkl s k2 ) eve kp+r§ la
réunion des i ¢t j réordonnés de fagon croissante. Nous avons
(0am) =cul) vix) (dx, ) A ... A (ax, )
”’) X k1 X kp+r X

o E=+1 ou -1 suivant que la pernutation

{o. . . .
11, s 00 9 lp Jlj °oec 5 Jr
k e s 0 k

17’ p+r

est paire ou impaire. Donc

]

(@ (BA N)))XO = 5:((du)XO v(xo) + u(xo)(dv)X ) (dxk ) A .. /\(d.xk )

0 1 X5 p+r XO
= (4 8) /\IY7 +ulxy)(@v) (dx. ) A ..o A(dx, ) A(dx, ) A...~(dx, )
x X 0 X i 1 J J
0 0 0 1 Xy D X, 1 X, 2 X,
= (dB)_ A + (- P B A (am)
%o | ‘N)xo Xq 9 %o
puisque (dv)xo/\ (dxi)xo = - (dxi)x-o/\ (dv)XO
démonstration analogue si p ou r =0 .

En particulier, si (,01 s ees s wr sont des formes dc Pfaff différentia-
bles c¢cn Xy hous avons

- r \
(4") (@(e,ave A cur)xo = 12:1: (-1)* 1 wl)xo/\A‘»' <A (cui_l)xo/\(dooi)xo/\ e

: e A(ey)
Soit maintenant f rc"ﬂ(xo) , £(x) = f(x1 s eee s xn) . “P X0

(af) — dx. )
daf = — .
g G P

puisque —S—i; est C° en Xy > df est différentiable en X, et nous avons

Xy

_ 3%r
(d(df))XO = %—3 (ax.«sx.) (dxi)xo A.(dxj>xo
1,
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2 N
nais o7f = o7 f et dXi/\dX. :—dx.’\dxi done d2f =0 ,
O Oy OxyOx, J J

Si fy, .., £, é@(xo) la formule (4') nous montre que

(5") d(dfl A eee NAEL) = O L

Si maintcnant QX cst donnée par (1) et (d@x) par (2) , (3) ot (5') mon-
trent que d(@a®) =0 . C.Q.F.D.

Montrons maintenant que 1'opération d est définic indépendamment du systéme

de coordonnées choisies.

(x) (4 xi) A e /\(dxi ) dans

Nous avons @ = u,
x Z 11 1x p X

OOOi
p

3 n
autre systéme de coordonnées dans le voisinage do Xy » et d' 1l'opdration

le systéme de coordonnédes ixl s see xnz . Soient ixi s eee 5 X! i un

de différentiation définie dans ce nouvecau systéme ; d' possdde aussi les

propriétés (3) (4) (5) par conséquent
1 — ' —
0 1 P 1 P x,
— ¢

=5 (d uy ...i) Adx, AL /\d.xi) +

1 P X, 1 P X,

+ 5 uy i (XO) (d'(dx:.L A eee A dxg ))
l... p 1 p xo

mais par définition d'f = df pour toute fonction f donc le deuxidme

> s'annule d'aprés (5') , ot d'u, = duy . , On a donc

l..olp 10-ulp

(d'@)XO:Z(dui LA ) =B,

eeld i..ed
1 P 1 P %,

11,- Application induite sur Ex par une application différentiable @: Vs W
0
. . & . . . s
Soient X, eV @(xo) = yoew \fx l'application lindaire tangente
0

1
T o8 & L4 1S ¢
XO__% Tyo R EXO s Eyo le *algebres ex.tern.eure en x, et Yo JPXO
induit une application duale {Px de Ey dans Ex de la maniére suivante:

0 0 0
Soit Be Ey . » de degré p . C'cst par définition une forme p-linéaire
O .

alternée sur Ty . Posons, pour tout systéme de p vecteurs
0

SR SRR ¢ de T

3
2 p Xq

_les ‘h ,.-. ' . )
AN S 8(@}(0 X, e <I>xo x) .
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*
an e est une forme p-lindaire alternéec sur Tx donc un élément de de-
0 0

gré p de E. . 0On vérific irmédiaterient que 1'application
* 0 :

@ : E > est linéaire, ot qu'ellc cst un homomorphisme d'an-
o) o) %o
necaux 3 '
* * *
<1>x (QAN)):@XG/\CP‘C/O‘
0 0 -0

T
On nontrc enfin que d pernute avee CP H

Si § cst une forme différcnticlle différentiable cn Yo 1l'application
X —> ‘:Px 0 définit une forme différenticlle différentiable en X, Qque

’ &* 0 \
nous désignerons par & U et l'on a

adey = $aey.




