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Séminaire P. DUBREIL et C. PISOT
(ALGEBRE et THEORIE DES NOMBRES)
Annde 1956/57

— ==t —

Exposé no 4

TRESSES ALGEBRIQUES : QUELQUES APPLICATIONS

(Exposé de Mme P. LEVY-BRUHL, le 3.12.56)

1.~ Formes canoniques de la tressc d'une courbe algébrique.

lére forme de Mr Chisini.

Par continuité et sans coincidence de points de diramation il est possible

de passer d'unc courve algébrique d'ordrec n A& la courbe d'équation
LP:yn—ny+xn-=O.
Aux n(n-1) =n points de diramation de la fonction y(x) est associé

un systéme L, de lacets du plan TI% donnant naissance & la tresse ; ce

systéme cst celui des segments joignant l'origine 0 de TT# aux sormets du
1

polynome (1 , définis par x = (n - 1)n , dont un sommet le premier est
sur 1'axe réel, A chaque sommet de 11 correspondent dans TTY les (n - 1)

valeurs : yn~1 = 1 et & chacune de celles-ci, les sommets de T

Pour x =0 , il existe n déterminations de y(x) ordonnées & partir
de 1l'axe réel : Y1 =0y, oo ¥, ot formant un polynome P dans TTY de
centre y, . Comme pour x >0 , 1'équation &? = 0 a au plus 2 racines po-
sitives, le parcours du lacet Ll produit sur les n déterminations VA uni-
quement 1'échange (y1 y2) : ainsi lcs chemins déerits dans 77; par
Y3 +++ ¥, ne coupent pas ceux décrits par y, et par Yo Qquand x déerit

Ll .

21717 217
Or la transformation x' = x . enfn~lj y' =y . e laisse
invariantes q7= 0 et Yy mais permute circulairement Yo eov ¥ et

mute L; en L,, Ly «.. ¢ alnsi L, produit 1'échangs (y1 y3) ete.

Ainsi le tableau du groupe de monodromie de y(x) est formé de n 1i-
gnes identiques & :

(12) (13) ... (in) .

D'aprés la configuration initiale dans TTY » chaque couple de fils de

la tresse aura dans chaque sectcur la torsion définie dans les traits anoniques.
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La trcsse cst formée de n groupes tous égaux composés chacun des (n - 1)
traits canoniques notés cn abrégé :

(12)1 (13)3L (1n)l

2éme forme canonique.

Les opérations P et S permettent de passer de la lére forme canonique
3 une autre forme dite 2&me forme constituée par des traits encore tous cano-

niques, comme 1l'a montré Mr Dedo.

Partant de la tresse : (12) (13) ... (1n)(12) ... (1n) ...

ve. (1n)(12) ... (1n) . On applique P de fagon & écrire le transformé du

(n - 1)éme trait (1n) & la seconde place et on itere :
(12)(12)(13)(13)...(1n)0n)(2n)(3n) ...{(n-1)n) ... (2n) ... (n-1)n).

Par P , on transporte 2n & la fin de chacun des (n - 1) groupes et on
itére le procédé sur les tresses de fils 23 ... n ; 3,4 ... n ete.

arrive a la forme T

; on

(12) (12) (13) (13) ... (1n)(n)
(23) (23) ... (2n) @n)

[(n-1)n][n-1, n].

Mr Chisini a obtenu dircctement cette forme en partant de la courbe dégé-

. nin-1 . s
nérée en n droites, ayant —J;———l- points doubles, obtenus par coincidence

de couples de points de diramation qui donnent des échanges consécutifs égaux.

autres formes canoniques.

La tresse roprésentant lc groune de monodromie ce la fonction y(x) , 2
chaque forme de celui-ci est 1iée une forme de la tresse. Mme Marchioma-
Tibiletti a étudié deux cas particuliers de la forme générale de Liiroth :

2r

) 2 2
(12) ! (23) 2 ’

ce. (n -1, n) n-1

n-1 :
avec r.=n+p-1. c'est-a-dire le cas ol
1 :

r.=2(i=1, ... , n-2) r,_;=2p+2

et le cas ob r, = 2i i=1, ... ,n-1).

Les formes de la tresse sont décrites en abrégé par la formulc précédente

N . . r ’ . » . :
o (1, 1+ 1) représente r traits consécutifs portant sur 1'échange
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(1 , 1 + 1), coes traits pouvant &tre canoniques, élémentaires ou élémentaires

généralisés. I1 suffit de fairc les opérations P et S convenablement sur
*

la forme Tn 3 on obtient la forme Trl

*

™ 12 12(F3)

n

23 23(F4) 23 23(F4)

34 34(F5) 34 34(F5) 34 34(F5)

[(h-2)(n - 1)][(-2)(n-1)(F) [(n-2){n-1)][-2)n-1)F)]...
eo. [(n - 2) couples de traits ]

[n-1,n]{n-1,n] ces [ 2(n - 1) traits]
ol Fi représente tous les fils d'indices supéricurs & i ,

Tresse d'une courbe algébrique passant par le point impropre Y dwy .

Si la courbe passc simplement par Y , unc seule détermination, Y1 de-
vient infinie, deux points de diramation simples viennent en I et portent sur
un méme échange (yl y2) ; les fonctions (y2 - yi) ont une variation d'argu-
ment de -27TT .

Ces faits se traduisent sur la tresse Ti par la suppression du ler fil
et des 2 premiers traits ; on obtient une tresse Ti~ de (n-1) fils dont

le ler fil a 1l'ordre 2 .

1

Ou encore, on ajoute & la ligne L' , le lacet entourant le pdle de y(x) ;
cela revient & enlever dans Tz le fil 1 et & ajouter devant la tresse deux
traits dans lesquels le fil 2 fait un tour conplet négatif autour de 1'ensemble

des autres fils, paralléles entre cux : c'est la tresse amplifide.

Si la courbec a en Y un point r-uple, la tressc Tz—r se déduit de TZ
par suppression des r-premiers fils et des r(r +'1) traits correspondants aux

échanges des r-premidres déterminations avec Ypei °

2.- Théoréme d'existence des tresses algébriques. (Chisini)

Les tresses déduites de la forme canonique par les opérations P et S
et par 1'union de traits consécutifs identiques (frait obtenu en enlevant le
diaphragme qui sépare les 2 traits identiques) sont construites a priori ; le
théoréme d'existence de Mr Chisini donne une condition suffisante pour que ces
tresses correspondent & des courbes existantes. Les étapes de la démonstration
sont les suivantes.

r .
1°) La variété lindaire S des courbes [ﬂn algébriques plancs d'ordre

(n+r) , ayant un point r-uple en Y , est de dimension
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n{n + 3)
2

4= + r(n+ 1)

. e’ r -
S contient la sous-variété Vr des courbes Cn de genre

p = (n - l)én i) ot dotées en plus de r{n - 1) points doubles avec n » 3 .

. . . . 1 r .
LEMME 1.— n étant fixé, la série lindaire g, découpée sur Cn par le fais-

ceau de droites de sommet Y est compléte.

LEMME 2.~ Sur toute courbe Ci générique ol r = p + 2 -n , le réseau des

~ droites découpe unc série linéaire compléte.

2
Eher gp+2
Ces deux lermes sc démontrent en utilisant 1'image canonique, d'une courbe

de genre p , qui acquiert p points doubles et les séries découpées par les

hyperplans de faisccaux particulicrs.

LEMME 3.- La variété U des courbes Ci qui définissent des fonctions y(x)
birationnellement identiques (par rapport au groupe de monodromie) est de di-
nension du =r + 3.

Deux tclles courbes Cﬁ se déduiscnt par les homologies dc centre Y et

R . r 2 A 1
il existe oco hir contenant unc mlme g, -

THEOREME 1.- La dimension de la variété V_ est :

by
d, :.Eiﬂ_i_él + 2r o r=p+2-n
2
Tn effet V. est de dimension d, =d - r(n-1) +¢&
soit dr:M+ 2r + & E>0 (1)
2

Si M) >0 oest le nombre de reclations entre les n(n - 1) points de dirama~
. r . rd . . .« F Id I‘ . .
tion dec Cn » ces points définissent unc variété de Cn de dimension

d, = nln - 1)- ma+e+3) Mmx0  (2).

1

En égalant (1) et (2) quand r=p + 2 - n =.E£E§:_él + 3 on trouve
€=H)= 0.
CONSHQU ENCE. —

A ¢ L'imposition d'un point r-uple donné et de r(n - 1) points doubles &
une courbe d'ordre n+r ot r :-ES%;:—él + 3 donne des conditions indé-

pendantes.

BsLes n(n-1)=m points de diramation d'une courbe ' Cz peuvent Ctre

choisis arbitrairement.
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C : EBtant donné les points dc diramation ct le groupe de monodromie transi-
tif associé, C; cst définic ot ‘rréductible.
]

En effet Ci ost déecomposée; si elle 1l'est, en unc courbe C:* d'ordre s,

ayant vn poin® nuitiple dferdre(s = 1) en Y et en t droites du faisceau

de sommet Y tel que r = n(s - 1) + t ; ces courbes forment un systéme de

s(s+x3) s(s-1)
2 2

dimcnsion d = +t <r+3=4d, ¢ donc il existe des

Ci irréductibles.

»
2°) Par variation continue en fonction d'un paramétre réel t , Cn(t) peut

acquérir & points doubles N, ... ¥e et k cuspides K, ... K : soit

Qi cette courbe supposée obtenue pour t= 1.

Dans vr espace S ol m = n(n - 1) , les m abscisscs des points de di-
; r L. . .
ramation d'unc Cn déterminent les coordonndes d'un point qui représentent unec
r
classc de C'r‘1 nodulo U .

i

Les 2 ou 3 points de diramation qui coincident pour former un nocud N ou
un cuspide K sont 1liés par 1 ou 2 relations linéaires ; ces équations détermi-
nent dens S un cspace linéaire L(t) a (m - & - 2k)dir .-icas. Les cour-
bes Qi décbmposées en une courbe Qn et r droites issues de Y ont pour

n(n + 3) 3

images dans Sm unc variété § de dimension (car il

existe oS  homologies centre 2 courbes Qq appartenant & unc méme classe U).

&

Si ok o nln+3) L(t 5 -,
i Se < - 3 , L(t) coupe S

. - Tor o, :
I7 existe ainsi des Cn décomposées en r droites et cn Cn pour t =0,

en Qn pour t = 1 . Ainsi on a le diagramme commutatif :

oy 2@ 5 (o)

£(t) g(t)

< b

\

NSO I

On montre enfin par 1l'absurde que les noeuds ct cuspides de Qn orovien—

R <>

. r ! " . . , »
nent de ceux acquis par Qn et que Qn n'a pas de singularités plus élevé.

THEOREMQ_%.— Par continuité on peut passer d'unc Qi dotée de § noeuds et k
cuspides acquis & une courbe dégénéréc cn Qn et r droites paralléles & Oy,
de fagon que Qn posséde cncorc et sculement § noeuds et k cuspides qui

. . ’ i} N r . . . .
sont limites des éléments analogues de Qn si la condition suffisante

S+ 2k < —‘l(—’léi'-—é) -3  est réalisée.
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CONSEQUENCE. - & une Q; irréductible correspond une Q_ irréductible, qui,

jointe & r droites, a méme groupe de monodromiec que Qn .

39) La tresse de Ci est Ti amplifiéc et se déduit de la tresse d'unc
Ci dégénérée en r droites paralléles & Oy et en une Cn ; il suffit de dé-
doubler les r points d'intersection des r droites avec la méme détermina-
tion y par cxcmple, de Cn 'ct en gardant doubles tous les autres points

d'intersection.

. . r S AT
Sur la tresse Tﬁ , on peut suivre la transformation Cn —_— Qn :
1l'acquisition des noeuds et cuspides se traduit par fusion de traits consécutifs

identiques.

On montre
1) que les points de diramation apparente peuvent &tre considérés comme inexis-

tants pour opérer les fusions sur les n traits de diramation effective.

2) que la transformation qui dans WT% réunit chaque pdle X, au groupe des
(n - 1) points de diramation impropre, conduit & la fusion des n traits cen
un trait unique de fils paraliéles, car lcs torsions sont toutes nulles : ce

trait s'éliminc.
3) que la tresse restante est colle de Qn .

THEOREME. - Etant donné la tressc canonique d'une courbe planc Cn d'ordre n ,
on opére sur clle les opérations P , S et la fusion de traits consécutifs
identiques, en passant & une nouvclle tresse avee & traits représentatifs de
nocuds et k de cuspides ; alors sous la condition

S+ 2k ¢ nln+3)
2

- 3 , 1la tresse obtenue représente une courbe Qn
d'ordre n effcctivenent existante.
CONSEQUENCE.- Lo résultat s'dtend aux singularités plus élevées.

3.~ BExemples de tresses.

La méthode souvent utilisée cst de déduire la tresse de la courbe donnée
de la tresse connue d'une forme limite de la courbe ; elle a pour base le théo-

réme suivant de Chisini :

A) THEOREME.- Si une courbe algébrique ¢, (x, y) = 0 dépendant d'un para-
metre A admet pour A =0 une forme limite réduite en une partie double ©
et une partic simple ¥ qui sont tangentes en un point .0 , la singularite
en 0 de %6 = 6%, q/ étant la linite exactement de 3 cuspides de la

courbe P, variable (c'est-3-dire que 1'abscisse de O est, dans TTx , la
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limite des abscisses de 3 cuspides ot pas d'autres points dc diramation), alors
le trait relatif & ¢, cst la linite de 3 traits consécutifs qui sont los
traits canoniques (12)3 (13)3 (23)3 .

La démonstration de ce théorére cst assez conplexe : partant de la courbe
de diramation L?A d'un plan triple, satisfaisant aux hypothéses du théoréme,
les développenents en séries de Puiseux des coordonnées des 3 cuspides qui con-

courent en O pour A=0 permettent de détermincer la forme de la tresse
T=a (127 a7t (123)2 4 (12)7 471 (123)% (123)7% 4 (127 a7 (123)? .

On montre ensuite que A est 1'identité, en considérant les torsions des
3fils 1, 2, 3. On généralise ensuite aux fonctions analytiques puis & un
plan multiple en utilisant une transformation ponctuelle régulidre analogue &
celle de Jonquiéres du plan projectif complexe qui, pour A suffisamment petit,
réduit la courbe de diramation ‘fx 4 une quartique tricuspidale au voisinage de

0 , ces 2 courbes ayant mémes points de dirarmation et lacets au voisinage de O .

6

B) EXEMPLE DE LA TRESSE DE C~ AYANT 9 CUSPIDES (Mne Marchioma)

1°) Une sextique est la courbe réciproque d'une cubique elliptique ; elle
dégénére donc en 3 droites doubles. La tresse de €~ s'obtient a partir de
celle de la cubique en doublant les fils qui en chacun des 3 points d'intersec-
tion des 3 droites forment 3 couples de torsion 1 et on résout la singularité

en 3 cuspides selon le procédé du théoréme précédent.

2°) A partir de la tresse canonique do C6 y Mne Marchioma obtient la tresse

d'une sextique ayent 9 cuspides par fusion de traits acnséeutifs de méne forme
géométrique ou rendes tols par les opérations P et S . Le thdordne d'existen-
ce de Chisini justifie le résultat ; la tresse est la suivante :
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C) CONSTRUCTION DES TRESSES DES COURBES DE DIRAMATION :

Comme la courbe de diramation ¢ d'un plan multiple général (dont les
points sont essentiels) se déduit par continuité de la courbe 2&? ol

P = Cp# wee + Gy (voir exposé 1), les courbes P et 2d ont méme tresse.

La tresse de CP construite, la tresse de Y s'en déduit en doublant les
fils de fagon que les couples obtenus aient pour torsion 1 . Mme Marchioma
construit algébriquement la tresse de i? , dégéndrée en (Cl+"f+cm~l) a partir de
la 28me forme canonique de la tressc de la courbe (f générique, dens laquelle
on opere la fusion de certains traits : C1 étant associé au fil 1 , 02 aux
fils 2l 22 “ee Gi au fils il oo ii etc. la fusion porte sur des couples
de traits identiques échangeant des fils ir eE js avec i # j . Si Ti est
la 28me forme canonique de la tresse de Ci 5 LP a la forme de tresse suivante,

obtenue & partir de la précédente par les opérations P et S :

2 2 (. 232 2, 242 2 2
) (1, 2))7(1; 2,07 (1,3)%(1; 3,)7(1; 3907 ovn (1 (m-2) )% vov (1 (0-1) )
] 2 V2(n 3 12 2 2
¢ (2, 307(2,3,)%(2, 3% ... (2,(n-1) )% Lol (2 (0-1) )
2 : : S\l
- (m~1 e - - -
((m-2) - Gm-1),) ((m-2) H(w-1) )%
T2 TB LI BN Tm__l
Le passage de la tresse <? a celle de 2E? se fait en doublant chaque
fil iren i i;(i =1, «vayy-m-1 3 =1, ... , 1) de fagon que
(ir jS) donne naissance & l'ensemble des traits.
Cofs 5 VR fat s \R [s 1\ [s1 s13R (s s .
Tirjs = (1, 3507 (1, 37 (1, J»S) G390 G 1)) Gy Y
qui s'éerit & 1'aide des opérations P et S en abrégé :
R N s s 0Nl 41N [ fs siN(s s1y R (s s s .
Ty, = e 1070, 30T 5 G 30)0, 50) = (GG T (1), 5)
ol :

:irjs = (155030 G VB G I3 60 T= (13 4,52 (30 JL 5[, (1) ]

irjs = Kirjs représente 3 cuspides et un point de dira-
mation simple ; 1'ensemble des cuspides formés par tous les couples de fils i

et (1+1) sera Ki,i+l = ;,S Kir(i+l)s

S j=41i+1 , T
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L'cnsemble dos traits N, j = [(ir il")(jS j's):l2 agissant sur dos couplos
r’s
de fils i ot j non consécutifs représcnte 4 nocuds, Nij sera 1l'ensemble
3 - L ~en 5 3 1 . N .
des quaterncs de nocuds formés par tous les fils iebt j : Nij = é - Nirjs .
3

Enfin E 5 représente les quaternes d'échanges formés avec tous les fils i,

ensemblc de diramations simples > .= > s s .
i T i
- T,S rvs
La tressc de 2L? s'éerit

Kip N3 wee My oy

N

Koz Nog vor U5 0y

Km~3,m—2 Nm—B,m—l

Km-2,m—1

—

e -2

EE::2 2:::3 e 2 m-2

[(m-—l)l(m—l)i] [(m—l)l(m—l)i] [(m—l)m_l(m—l)r;l_l:] [(m~1)m__1(xn-l)m_l]Zm_1

ol dans la derniére ligne, il oxiste m traits égaux & chaque traits
[(m - 1)i(m - l)i] . La forme de la tresse met en évidence 3 sortes de groupes

de 4 traits :

K, . , N ., .
ir(1+1)S i, 3 :Z::lrls

Nous noterons, pour simplifier & , b, ¢, d 28 4 fils qui interviennent
dans ces 3 groupes, bien qu'ils soient différents d‘un groupe & 1'autre

1°) N(a,b,c, d):

a \J

b i\
‘ \ i
Fﬁn/irij

s

/\
—/

'

i
~
NS

Ry
N
P

N

AN
g

~

\/;:\ /-

VAN

/ L

[T e]

[
1
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[ !

a —— Wi ix —
SN /1 oot ._L! l |
bPOTTUOR N/
n.“ ;-/'\/ T T NN T '

! // \\ ! l ' E //x>\>\\“gil “3

c :...m./ \\ ._...!._. .-..:..-_ ..: ; [ A /r\_j._.__.*‘b:
d ! 1 i | N 1

) 5 _(a,b,c,d peutprendre & 1'aide des opérations P et S

la forme :
a .- —
N e e
NVZ ’ 7 \/ =

N

IR ISR S

WY

Tresse d'un plan multinle simple.

/N
v \

S—

Q0

Se.chant que'la courbe de diramation (P a alors pour forme limite

-~

(P = Ch + ees + Ch+m—2 , de fagon analogue au cas du plan général, Mme Mar-

chioma donne la forme canonique suivante de la tresse de 2(? :

h-1 [ h-1
(b, 6™ )
Koonetl Moyne2 00 Mo hene2
K

h+m-3 ; h+ m-2
—
: h Z———- h+1 °c L4 h+m-3

m-1

, h+m-1
veo [(n +m—2)h+m__2 (h+m-2) h+m-2] 4L h+m-2

[Ql+m-2)1(h+m-2)i]h+

En effet ce cas est limite du précédent ol la surface F image du plan
multiple d'ordre m+h-1 acquiert un point h-uple ; dans la tresse relative &
la courbe de diramation du plan multiple d'ordre (m+h-1) , il suffit de supprimer
les fils correspondants aux (h-1) premidres courbes C&;; la lére ligne de la
tresse obtenue correspond aux échanges (hi hi) provena;% de la suppression des
fils (h-1)j ct (h—1)5 (3j=1, «ee. y h=1) «
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4.~ spplications des trcsscs algébriques au probléme des plans multiples.

Etant donné la tresse d'unc courbe ¢ de diramation d'un plan multiole géné-
ral ou simple, & chaque détermination yi(x) ost 1idec unc substitution sur 2
déterminations de z(xy) . Lo théorémec de Chisini indique quc les substitutions
(zr zs) liéés aux fils des composantes C1 e Cm_1 sont respectivement
(z1 22) . (zm_l zm) ; 51 A la tresse de 2 égale & celle de ¢ on adjoint
aingi les échanges (zr Zs) , on vérifie que les conditions d'invariance d'Enriques
sont satisfaitecs pour chaque ensemble de traits K , N et EZ:: . On définit ainsi
un plan m-uple de courbe de diramation LP ; ce plan cst unique, s'il est d'or-
dre supéricur & 4 ;la démonstration de cette unicité revient & celle Aec la possi-
bilité d'assigner aux fils de la tressc un ensemble de substitutions (zr ZS) qui
engendre un groupe imprimitif et transitif satisfaisant aux conditions d'invarian-
ce d'Enriques, lesquelles dépendent du groupec G fondamental (ou de Poincaré)
de la courbe ¢ (puisque la surface image ost supposée sans courbe double) : ce
groupe est appelé groupe {7 de monodromic de z (¢y ) . La lecturc de la tresse
permet de le déterminer : lec plan TTy étant paralléle aux plans des diaphragmes,
les points d'intersecction de la tresse avec \\y variable définissent les centres
d'un systéme de lacets joignant ces points au point de 1'infini sur y lacets

qui déterminent les échanges \zr Zg |

En appclant du méme nom le fil et lc lacet associé, on obtient les relations
4 P4 . 0 0 A 0 . i N . Y
génératrices de G , qul doivent Otre satisfaites par " quand on substitue &

chaque lacet générateur la substitution relative sur les branches de z(xy) .

Les conditions 4'Enriques donnent immédiatement les relations génératrices
suivantes :  1°) lc produit des lacets cst 1'identité.
2°) les lacets a et b étant associés & un point de diramation
simple & un noeud ou a un cuspide
a=b , ab=ba , aba = bab.
les échanges sont respectivement égaux, disjoints, cnchainés.
3°) la forme K(a b c d) :
aca = cac
a(c—lbc)a = c_lbc) a(c“1 be)
beb = cbe
abeb a7l = g
Les échanges associds aux laccts sont 1iés par les relations :
(ac)3 =1 (cbca)3 =1 (bc)3 = 1 abeba = 4

a est enchainé avec ¢ et cbe ; ¢ avee b et a , sans égalité possible ;
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les 2 sculs types d'échanges sont donc au nom pres :

a ‘ b \ c l d
2 ||
12 12 13 ‘ 13
ou 12 ‘ 34 ! 13 24
c'est-a-dire aux 2 composantes Ci ot Ci+1 qui donncnt 1'enscmble K(ab c d)
sont 1ids les 2 substitutions 8, = ab S, = cd (abed précédentes) .
4°) la formec N(abe d)
ac = ca
ad = da
bd = db
bec = ¢b

Si a et b appartiennent aux fils i , ¢ et d aux fils j, i et
non consécutifs, les échanges relatifs & a et b agissent sur des détermina-
tions toutes différentes de celles sur lesquelles agissent ¢ et 4 : aux compo-
santes Ci Cj sont 1liées des couples de substitutions Si Sj qui opérent sur
des éléments resnectivement différonts.

5°) la forme S (abec d)

b=c¢c
-1
d=D>b "ab
b=c¢
d=b~lab
les échanges sont 1ifs par b=c j3d=a

les échanges sont égaux tous les 4 ou par couples :

a \ b | c ‘ d

|
12 | 12 | 12 | 12

12 34 34 12

Ces conditions interprétées sur la tresse 2(? conduisent au méme groupe
de monodromic ; c'est—a-dire, a tous les fils d'une composante Ci est 1iée un
~ ’ h - . z .
méme échange 2z, z; ,
la tresse de la courbe LP suffit a représcnter un plan multiple et toute la fa-

dés que l'ordre du plan est supéricur 2 4 . Pour m > 4,

mille des surfaces qui lui sont birationnellement équivalentes.

THﬁORﬁME.~ Etant donné la tresse d' une courbe de diramation Lf satisfaisant
aux conditions du‘théoréme de Chisini, il cxiste un plan multiple et un seul dont

@ est la courbe de diramation, dés que 1'ordre de multiplicité est supérieur a 4.
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(i1 est défini par lc théoréme de Chisini).

Ce théorémc n'ecst plus cxact si 1o plan cest A'ordre inféricur ou égal & 4 ;
un contro-cxemple cst donné par la tresse de la sextique ayant 9 cuspides ; par

lecture sur la tressc les relations génératrices du groupe G sont @
- - -1
(1) aca=-cac ; (2) alc 1bc)a =(c 1bc)a (c"be) 3  (3) beb=cbe

(4) ebeb lat = g 3 (5) cac=aca 3 (6) (aea-l)f(aea—l) = f(aea—l)fE

1 -1

(7) afa=faf ;3 (8 f ¢ bef=a ; (9) cec=oece ;

1-1

c =f

(10) clcac)e = (e7lde)e(e™la0) 5 (11) dod = edo 3 (12) cded”
(13) abedef = 1 .
Lessubstitutions assocides vérifient :
i (ac)3 (bc)3 = (ae)3 = (af)3 = (09)3 = (de)3 =1,

(cbca)3 =1 (faca)3 =1 ;3 (edcc)3 =1 .

dabcba = 1 afebof =1 foedede = 1 abedef = 1 .

(les deur- premiéres lignes traduisent 1'onchainerment des échanges cn 2 groupes).
on en déduit que cettec sextique est de diramation nour

1°) un plan triple :
a=b= (z1 22) c=4d= (z1 23) c=f=(z
2°) 3 plans quadruoles :

a b c d e £

14 14 12 12 13 13
14 23 12 34 13 24
14 23 12 34 24 13

1°) unc sextique ayant 6 cuspides ct 4 nocuds est de diramation pour 1 plan
triple et 1 plan quadruple.

D'autre part Mne Marchioma et Mr Dedo ont rontré de fagon analogue que :

2°) une sextique ayant 6 cusoidcs est de diramation pour 1 plan trinle sculement.

De fagon générale, si LP est de diramation pour un plan triple et si celui-
ci représente une surface dont les scctions var les plans contonant Z  ont le
‘genrc p , L? est A'ordre (2p + 4) ot les échanges 1iés aux lacets dans 1
(et aux fils de la tresse) peuvent &tre %o nnés par la forme de Lurdth Clebsch
(12) (12) (23) ... (23) ; comme sur un méme £il de @ , les dchanges 1iés au

2p+2
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plan triplec et au plan quadruplc sont égaux ou cnchainds, la sculc distribution

pour le plan quadruplc est :
w0 2) . 03) 20 o (B

nombre impair  nombre pair

Le nombre de plans quadruplesayant méme courbe de diramation qu'un olan tri-
ple est 2?P_1 (car il existe au moins un échange (24) pour 1'irréductibilité du

plan multiple).

" 5.- hutres applications.

1°) Recherche des surfaces d'un ordre donné privées de courbe double et

ayant un nombre élevé de points doubles.

Les points doubles isolés d'une surface F! donnent des points doubles ines-
sentiels de la courbe dec diramation L?'et réeiproquement. N'apres les résultats
de Mr B. Seyre, si LP , courbe de diramation 4'un plan m-uple représentatif
d'une surface F° d'ordre n >n , variec dans un systéme continu on gardant les
types et le nombre des singularités essentielles, alors L? reste courbe de dira-
mation d'un plan m-uple rcprésentatif 4'vnc surface dA'ordre n . D'aprés le théo-
réme d'exisience de Chisini, il est possible en opérant sur les narties 2:: i1
T
de la tresse de faire acquérir & q7 de nouveaux points doubles auxquels corres—S
pondent sur la surface F d'ordre n des points doubles isolés. Mme Marchioma
retrouve la surface de Togliatti du 5e ordre'ayant 31 points doubles, & partir de
la tresse de la courbe de diramation d'un plan simvle représentatif de la surface
Fs projetée & partir de son point double Z (les calculs & 1'aide des opérations

P et S sont assez longs).

2°) Cycles indépendants et irrdgularité d'une surface F .

Lefschetz a montré que le double de 1'irrégularité d'une surface est égal au
nombre r e cycies l1indaires indépcndants (indice de connexion lindaire) sur une
ricmannienne. Zariski a démontré que tout cycle lindaire de F est homologue
(mod F)a un cycle d4'une section‘plane générique de F ; il peut exister des cyéles
homologues & zéro sur F correspondant & des cycles &i non homologues & zéro de
la section plane f : ils sont obtenus pour lecs positions du plan d'un faisceau
contenant f qui sont tangentes & F ou passent par des points doubles de F .
Le plan x = 0 représente la direction des sections, un cycle est un produit L
de lacets de WT, ayant pour centre les Aéterminations v (racines de

Q@ , y) =0) , c'est-a-dire les intersections des -fils de la tresse de
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avec TT& et, ayant pvour origine le point & 1'infini sur y" ; les cycles gi
correspondent sur la tresse aux contacts, aux noeuds ct cuspides inessentiels.

51 p est le genre de la section plane f, vy, , un systéme de 2p

, T2
cycles indépendants de £, cst formé de cycles représentés sur

Al

par
¥p = fhfh+1 h=1, ..., 2p ol fh est un lacct relatif a4 la forme de
LurGth Clebsch du groupe de monodromic de f , c'est-a-dire

(2p + 2)lacets £ oeee £y, relatifs a (z1 zz)

2 lacets f2p+3 f2p+4 relatifs a (z2 23)

2 lacets f2p+5 f2p+6 relatifs a (23 24) etc. ..

(on peut toujours par les opérations P ot S se ramener & cotte forme) ; la
maﬁrice “[ Yi 6k:”i formée par les indices de Kronockerﬂa pour carac.éristi-
que 61’: 20 - r . L'irrégularité de¢ F est donc qQ = p “'54 . Par exemple pour
la G~ ayant 9 cuspides et rclative au plan trinle, f est de genre 1 ; ¥q et

‘{2 sont par exemple les lacets cntourant les interscctions des fils 12 et des
fils 246 .

Yy =1y £ Yo =1, 55 g

les cyles 51 correspondent aux contacts :

[}
|

‘o <
N e
|

: -1
= (£ £)8, (£, £)) 7 £,
B -1

£, (f5 f6) f2(f5 f6)

-1
(£3 £9)85 (£52) £g

O~
il

[ Xj_glc ] sont combinaisons des indicos [fr £ ]  on trouve ici une caracté-
ristique nulle donc q =1 .

3°) Problémes connexes.

Mr Marchioma montre, nar la recherche effective du grouoe fondamental G et
a 1l'aide de la tressc de %7 que sur un plan m-uple géndéral et sur la famille de
surfaces Fm birationnellement dquivalentes, il n'est pas possible de trouver une

fonction algdbrique, irrdductible & M >1 valeurs, des points de F ,

u(x y z) privée de courbe Ae dircmation.

En offet lc plan multiple associé w(x y) a mp valeurs et 1'unique solu-
tion définie par les relations génératrices de G n'est pas transitif (cette
inpossibilité résulte du nombre trop élevé de traits du type E ) aussi par

fusion de traits les relations du type a = b se transforment en relations plus
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faibles. Mr Marchioma énonce dos propriétds intéressantes en particulior

THHOREME. -~ T1 oxistc des surfaces F d'ordre m >2 dotdes de & points
doubles avec

5 = m2 - 2m si m pair

(n - 1)2 si m impair

1l

sur lesquelles il cst possible de déterminer une fonction irréductible & 2

valeurs, privée de courbes de diramation.
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