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PLANS IULTIPLES BT TRESSES sIGEBRIQUES.

(Exposé de bme LEVY-BRUHL, le 26.11.56)

Ces exposés ont‘pour but de donner un apercgu des recherches actuelles

de l'école italienne sur le sujet fort ancien des plans multiples.
I. Générulités sur les plans multiples.

Etant donné une surfece algébrique F irréductible et un réseau sur F
de courbes irréductibles |C| privé de points de bases, de genre:T] et de
degré n donné, il existe des expressions liant les caractéres du réseau aux
invariants numériques de la surface. Si 1'on suppose que F est plongée dans
un espace & trois dimensions et que |C| est découpée sur F par la gerbe
de plans de sommet Z , alors la projection de F faite de Z sur un plan
générique constitue un plan multiple n-uple dont les points correspondent aux
groupes de n points de F appartenant e l'involution. I définie par |C; ,

et dont les caractéres sont les suivants :

1) le nombre N =2n + 27T - 2 , nombre d'intersections de C avec la ja-
cobienne Cj est l'ordre de la courbe de diramation D du plan n-uple, ¢our-
be lieu des points du plan qui correspondent aux groupes de I dotés de deux

points unis au moins.
2) P= p(l) + 9T -9, genre de Cj est le genre de D ,
3) & nombre de courbes C d'un faisceau dotées de points doubles,
S =n+4T 4+ 12 P, - p(l) +9, estlaclasse de D,

4) K, nombre de contacts triples de C (points bases d'un faisceau de
C osculatrices est le nombre de cuspides de: C ,

5) i, nombre de courbes C , dotdes d'un cuspide est le nombre d'inflexion
de D .

6) d , nombre de contacts doubles de C (points bases d'un faisceau de
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courbes bitangentes) est le nombre de noeuds de D .

7) e, nombre de C dotees de deux points doubles est le nombre de tan-

gentes doubles de D .,

Le plan nultiple est dit gencral; si le point Z a une position géné-
rique par rapport & la surface F deépourvue de courbe double. Le plan mul-
tiple est dit simple, si Z est un point multiple de la surface F dépour-
vue de courbe double. Si Z est le point a 1'infini de l'axe 0Oz , la cour-
be de diramation s'obtient en annulant le discriminant de la fonction :

D(x , y) = 0, c'est-a-dire le résultant des équations F = O. Fl =0
D = 0 se décompose en deux parties D = D,D 2 , ob Dy = 0 est une courbe

172
critique apparente, projection d'une courbe double de F , et D, = 0 est la

courbe de diramation proprement dite de la fonction implicite z%x , ¥) . Les
formules pluckeriennes indiquées plus haut, =ontrent que la courbe de dirama-
tion d'un plan n-uple, pour n > 2 , ne peut étre donnée arbitrairement :

par exémple, étant donnée la courbe plane f(x , y) = 0, on peut construire
le plan cyelique sz~ = f(x , ¥) dont la courbe de diramation est constituée
par f comptée n-1 fois et la droite de 1'infini comptée 1 ou plusieurs
fois quand l'ordre de f n'est pas multiple de n . Le probléme fondamental
se pose donc de caractériser les courbes planes qui sont de diramation pour
un plan multiple, et pour chacune d'elles de construire effectivement les fonc-
tions z(x , y) correspondantes ; on raméne . - v~ Lime celui analogue
pour les vari¢tés de diramation de fonctions de plusieurs variables. On peut
donner une solution algébrique du topologique.

II. Aspect algebrique : solution de B. SEGRE.

- Bo SEGRE a obtenu les conditions suivantes pour que la courbe plane

f(x, y) = 0 soit de diramstion pour un plan n-uple provenant d'une surface

", n(n—l)2 (n-2)
generale d'ordre n : f doit étre d'ordre n = n(n-1) , avoir 8-: )

points doubles, dont k = n(n -=1)(n - 2) cuspides situés sur une courbe 4'or-
dre (n-1)(n - 2) de fagon & en constituer l'intersection compléte. lLa dé-
monstration est conséquence des théorémes A'HALPHEN et de NOETHER étendue a

la caractérisation des courbes planes, projections de 1'intersection compléte
de deux surfaces, Les résultats se généralisent au ces des plans n-uples
provenant des surfaces d'ordre n + h , dépourvues de courbes doubles, et

doudes d'un point multiple d'ordre h : la courbe f est alors d'ordre
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m=(n+h) nm+h-=-1)=ht+1),

posséde une adjointe la touchant en h(h + 1) points et ayant en ceux-ci
un contact d'ordre 2n -~ 5 ; enfin f posséde (n+ h)(n +h - 1)(® +h =2)
- h(h + 1)(h + 2) cuspides.

III. Aspect topologique. Solution dA'ENRIQUES et CHISINI.

TU#OREME D' INVARIANCE D'ENRIQUES,-Soit f wune courbe plane d'ordre 2m
(si 1'ordre est impair, il faudra adjoindre la droite de 1'infini), et un

faisceau de droites dont le sommet O a une position générique par rapport

4 la courbe (par exemple y = tx ) ; pour une valeur générique de t , on ob=
tient une droite n-uple ayant 2m points de diramation distincts. Dans le plan
T x de la variable complexe x , on considére 2m lacets issus de 0 et
entourant les 2m points de diramation, et 2m substitutions se réduisant

a des échanges 2, zj sur les branches correspondant & ces lacets, telles

que le groupe engendré par celles-ci soit transitif, et que leur produit soit

la substitution unite. (groupe de monodromie).

HURWITZ a détermine le nombre r des courbes C ”‘Cr birationnelle-~

1
went distinctes de genre Tﬁ%; -n + 1 qui sont représentées par la droite

n-uple, y=tx . 5i f est de diramation pour une surface F rationnelle-
‘ment déterminde, il faut que 1l'une de ces courbes, par exemple C1 , Ssection

de F , soit rationnellement déterminéde, et par suite sa riemanienne R & n
feuillets, ne s'échange avec aucune autre, et coincide avec elle-méme pour tout

chemin clos parcouru par t dans le plan T de cette variable complexe,

Si on purt de t = 0 et si 1'on considére un systéme ordonné de lacets
L1 N IQ oo I?m issus de O et entourant les 2m points Ai d'intersec-
tion de y=0 etde f, quand t déerit un chemin clos du plan U C,
varie par continuité ot sa riemanienne peut se construire par feuillets
superposés sur 11 x » puisqu'a la droite multiple y = tx , on peut substituer
sa projection sur l'axe des x , faite du point & 1'infini de Oy. Il en ré-
sulte que si le chemin dans ‘T est tel qu'il ne comprenne aucun point criti-
que t , pour lequel deux points Ai coincident il peut se déformer et se
réduire 4 un cycle nul en ne donnant aucune condition d'invariance pour C1 .
Ainsi les conditions d'invarience de R se réduisent & celles correspondant
aux lacets de T entourant les points critiques t associés aux points de
contact T des tangentes & f issues de O , aux points doubles D., aux

cuspides K de f ,
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ENRIQUES montre que 1l'ordre des lacets étent convenablement choisi, de
fagon que deux lacets relatifs a deux points Ai et Ai+1 qui se confondent,
délimitent une aire ne comprenant aucun autre point Aj ; c'est-a-dire que
ces deux lacets peuvent étre infiniment voisins sans traverser d'autres

lacets (ils sont dits contigus).

1) si Ai et Ai+’ se confondent en un point T , les échanges relatifs

aux deux lacets sont identiques, et reciproguement s'il en est ainsi la Rieman-

nienne e¢st inchangde.

?) si A; et A, . se confondent en un point D, A, et A, coinci-
dent en un point image de deux points distincts de C1 3 les échanges relatifs
aux deux lacets portent sur deux branches différentes, donc sont permutables,

et disjoints en général, et réciproquement,

3) si A; et A, , se confondent en un point K, K est image d'un point

d'inflexion de C1 ; les échanges relatifs aux deux lacets doivent donner une
substitution d'ordre 3 portant sur deux couples de branches ayant une branche

commune, Les dchanges doivent €tre enchainés et réciproquement,

Ces conditions obtenues sont aussi suffisantes:partant de la courbe f£=0,
et de la droite n-uple y = tx , on détermine dans chaque plan du faisceau
y = tx, la courbe C qui projetée du point & 1'infini 2z donne la droite
n-uple. Il existe un nombre fini d'images projectives de C , d'ordre n + h
passant par 7 , multiple d'ordre h , et coupant l'axe 0z en n points
donnés, Ces courbes correspondent & s fonctions diramées zi(x) . Alors

s 0
z(x) = LT- zi(x)i correspond & une courbe représentée sur la riemanienne C

1
et rationnellenent définie, Par variation de t , cette courbe engendre une
surface F , dont la projection est le plan n-uple d’rané par f (on ne peut
avoir en plus de f des droites issues de O , si les points sur 0z sont

tous distincts.

o 5 - P ‘ cas .
EN-aol DU TUCTTEME ,~Pour n » 2 , les conditions d'existence d'un plan n-uple

ayant une courbe de diramation f = O donnée, dotée seulement de noeuds et de
cuspides, s'expriment par les conditions d'invariance dfune riemanienne repré-
sentee sur la droite n-uple y = tx par ropport aux chemins clos que peut
décrire le paramétre t , & pertir de 1l'origine O et entourant les points
correspondants respectivement aux tangentes & f issues de O , aux droites

joignant O aux noeuds et aux cuspides, les échanges sur les déterminations
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de g doivent &tre respectivement identiques, disjoints, enchafnés.

En d'autres termes, a la section de f par x = 0 correspond un nombre
fini de droites n-uples ; s'il arrive quiune de ces droites revienne sur elle-
néme, (c'est-d-dire que se reproduise le systéme des échanges relatif aux
points de diramation), lorsque x varie, alors cette droite multiple décrit
un plan n-uple. Ces conditions d'invariance ne changent pas quand f varie par
continuité.

CORQLLAIRE.~ Etent donné dans un plan un systéme continu de courbes f dotées

de noeuds et de cuspides, si 1'une d'elles est courbe de diramation d'un plan

n-uple, toutes les autres courbes du systeme le sont aussi.

Ceci permet la construction des courbes de diramation & partir de leurs

formes dégéndrées.

H. PROPRIETHS DES COURBES DE DIRAMATION.- 0. CHISINI a montré que la courbe de

diramation f d'un plan wm-uple géndéral s'obtient par variation continue de

la courbe 2f' , ou ' =C, +Cy 4 cuu +C les courbes C, ayant un or-

m-1 "~
dre égal & leur indice, et telles que

1) tout point Q = c, N Cj (] #1 + 1) donne lieu & 4 points doubles
de f .

2) tout point P C;" C;,q donne lieu & trois cuspides et & un point de

contact d'une tangente parallele & Oy de f .
3) trois courbes C n'ont pas de point commun, et n'ont que des singulari-
tés essentielles (si en enlevant & une courbe de diramation un point singulier,

la' courbe obtenue n'est plus de diramation pour un plan multiple de méne type,

le point singulier est dit essentiel).

Condition suffisante.-~ Oy &tant générique, les points d'intersection avec f

forment des couples de points infiniment voisins des intersections de cet axe
avec chaque Ci . La fonction z(y) , & m branches, a pour points de dirama-
tion les valeurs de y assocides aux intersections précédentes de fagon qu'a
un de ces points soit associé le couple de points infiniment voisins de C,
auquel correspond l'échange (i, i+l1) de i=1 & m-1 . En faisant varier

X par continuité, les voints de diramation précédents définissent z(x , y) .
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Condition nécessaire.- Une surface F d'ordre m dont le point & 1'infini

Z de 0z a une position géncérique et dépourvue de courbes doubles donne
lieu & un plan n-uple du type précédent : la propriété est démontrée d'abord
pour la surfuce d'ordre 4

Aoz4 + Alfl(x ;) 23 + A2f2(x , y)z2 + A3f3(x , V) o+ A4f4(x , ¥y) =0

ot la courbe de diramation f o pour €quation le déterminant de Sylvester
associé, égalé & 0 ; pour iy, Ay, A, tendant vers 0, f tend vers une

courbe 2f' ayant les propriétés voulues,

Généralisation.- Si la surface F dépourvue de courbe multiple est d'ordre

m+ h et posséde un point L-uple au point & 1l'infini Z . Le plan m uple
associé est simple et la courbe de diramation f variant dans un systeéme con-

tinu peut degénérer en une courbe Rf' ou f' = C1 + ooeo + Cm—l ; les C

ayant pour ordre h + 1 - 1 , et jouissant des propriétés 1, 2, 3.

C. TRES3ES ALGEBRIVUES DE CHISINI (ou faisceaux caractéristiques.)

Liapplication directe du théorime A'ENRIQUES pour reconnaitre si une cour-
be est de diramation est difficile. C'est pourquoi CHISINI a introduit la
notion de tresse algébrique. Celle-ci construite, il est eisé de reconnaftre
si la courbe est ou non de dirsmation d'un plan multiple et de déterminer ces

plans s'ils existent.

Définition de la tresse algébrique.- Si f(x , y) = 0, est une courbe plane

algeébrique, elle définit y comme fonction de x , et y(x) posséde dans

le plan TN x  des points D1 , D de diramation effective ou apparente. On

x}

considere un systéme de lacets L, , ... , L~ qui issus d'une origine O gé-

7
i

i

nerique entoure les points Di . L' ensemble ordonné de ces lacets constitue
une ligne L' de Tx s close; orientée, que l'on psut supposer parcourue
par un point mobile x qui dépend univoquement d'un paramétre t , et tel
que pour parcourir un lacet, le mobile emploie une unité du temps t . Pour
chaque point x de L', ona n valeurs y 2y, = y; + iy; syt et oy
sont des fonctions réelles de t . Dans S3 rapporté aux trois axes orthogo-
naux t, y' , y" on détermine ainsi n courbes gauches qui s'entrelacent
entre elles pour former la tresse algébrique relative & f . On peut ainsi

al
y

n valeurs de y que 1l'on peut ordomner de 1 & n . Par une transformation

concevoir la tresse de la fagon suivante : & 1l'origine correspond dans
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topologi%%g%ﬂ/y , on peut amener ces points & étre les sommets d'un polygone
régulier orient¢ P , Quand le plan Ty se meut en fonction du temps t ,
par translation-perpendiculaire a lui-méme et dans le scns positif, les n

déterninations y, décrivent des courbes Téelles f. qui ne se rencontrent

pas, mais s'entrelacent selon le groupe de monodromie de f(x , y) = O .
Proprié¢tés .-

1) pour toute valeur entidre de t , c'est-a-dire pour tout passage de x
ar O , le groupe de n oints reprend sur m 1la méme configuration
p 5 grour P I p
(bien que les n points composant le -éme groupe puissent s 'échanger entre

cux) .

2) A chaque lacev Li correspond un trait ou secteur de la tresse limité
par deux diaphragmes worrespondant & deux passages successifs.de x a l'ori-
gine. Cette séparation de la tresse en secteurs la fait diffcrer de celle de
ARTIN,

3) Proprié¢te fondamentale. Si 1l'on fait subir & la position finale du plan
T y une rotation ndgative, les fils f£. peuvent devenir sans se couper les
&) J i p p

arltes latérales d'un prisme régulier.

4) Chaque trait est symétrique par rapport & un plan équidistant des deux

diaphragmes (chaque lacet est parcouru deux fois en sens opposé).

5) Lorsque x parcowrt L' en entier. chague valeur v, se reproduit et
on peut faire cofincider les premiers et derniers diaphragmes. Lo tresse prend
une forme torique. Si 1'on supprime les diaphragmes, la tresse se réduit & un
groupe de n hélices paralléles qui font chacune un tour entier autour de

leur axe commun.

6) la représentation plane s'obtient en plagant les n-1 premiers cétés
du polygone P sur l'axe réel de facon que les points Vg eee Vp appartien-
nent au segment orienté ¥, ¥, - les fils sont appliqués sur un plan, et il
est nécessaire d'indiquer lequel des deux fils passe sur l'autre en tout point
d'intersection apparente. Chaque trait plan est doué d'une symétrie géométrique

déduite de celle du trait spacial.

7) Torsion d'un couple de fils : la torsion d'un couple de fils est égale
au nombre de fois que 1'un quelconque des fils entoure l'autre. Ce nombre

est donné par 1'application du théoréme de 1'indicateur logarithmique de Cauchy
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& la fonction y, - ¥ = ret @ sur we ligne 5 extérieure & L' , ligne
constitude par les lucets qui aboutissent aux péles de la fonction y(x)

(y compris le pble infini), y; et ¥ ¢tant les. determinations cssocices
aux deux fils.

1

( R a -
zroje 4% =-gp Jp 49 =Np-w

@

NO et N indiquent le nombre deszéros et des pdles de la fonction

W=y - yj a4 1'interieur de S . Ce nombre est le nombre de fois que le fil
associé & w entoure la ligne zéro ; puisqu’une transformation continue n'al-
tere pas le nombre des enroulements de deux fils, on peut amener fj sur la

ligne zéro.

Vu la proprieté fondamentale des tresses, chaque couple de fils d'une

tresse a necessairement sur toute la tresse la torsion positive d'un tour.

8) Ordre., L'ordre n, d'un fil est ¢gelé au nombre des pdles de la fonc-
tion y(x) qui appartiennen’ au idme feuillet de la riemannienne obtenu en cou=

o

pant le plan 8 suivant les lacets L ,

Si 1la courbe ne passe pas par le point & 1'infini de Oy , il existe un
seul pble sur chaque lacet (le pdle est infini), donc 1l'ordre des fils est 1 ,at
la somme des ordves des fils est é¢gale & liordre de la courbe. La torsion des

deux fils d'ordre n. et n, est N. - N =~ (n, +n, -1) .,
i 3 0 oo} i j

9) Trait ccnonique. Si le lacet L correspond & 1'échange v yj sans
changement des autres déterminations Yy les fils fk de la tresse sont
les arétes latérales du prisme et n'entourent aucun des fils fi et fj .
Ces deux fils appelés principaux sfenroulent entre eux et donnent les torsions
suivantes, 1'unité d'angle étant le demi tour :

(13)

(ik)-

1+ =

1}

(k)= 0 si k n'appartient pas & 1l'intervalle
i,3 .
Si 1 précéde j dans l'ordre naturel, et si k est compris entre i
et j ,
(1K) = -1, (k) = 1
10) Trait é1lémentaire. et é1lémentaire inverse. Si le lacet L correspond

a 1'echange Vi s yj en changeant aussi avec V5 s yj la détermination Vi »
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le f£il fk fait un tour négatif avec le fil fi ou fj qui le suit dans l'ore
dre cyclique naturel et un tour positif avec llautre.-Ce trait-est appelé élé-
mentaire.

Si le fil fk fait un tour positif avec fi ou fj qui le suit dans

1l'ordre naturel des indices et un tour ncgatif avec liautre fil, le trait

est appele ¢lémentaire inverse.

Ies traits canoniques et élémentaires se présentent en particulier quand

l'origine O est voisine du point de diramation.

Tout fil différent de fi ; fj , fk a méme torsion que dans le trait
canonique (ij) . Si £, est le fil précédant £, , et si le trait est é1ém
mentaire, la torsion (ix) est celle du trait canonique augmentée de 2 , la
torsion (jk) est celle du trait cancnigue diminuée de 2 . Si le fil est éle-

mentaire inverse, on prend la convention de signe différente.

11) Trait quasi é1lémentaire. Dans le trait élémentaire au fil £, est subs-
titué un ensemble H de fils qui sont consccutifs dans 1l'ordre naturel des
indices, paralleles, et tels qu'entre deux de ceux~-ci ne sSoit compris aucun
des fils fi et fj « Ce trait est appeld quasi élémentaire. De plus & H
peut étre substitué un ensemble de fils H, oyant chacun les propriétés de
H .

12) Trait élémentaire genéralisé., Le fil f, entoure de plus l'ensemble

A k
des deux fils fi et fj suivant m tours positifs et négatifs.

13) Traits relatifs aux lacets qui entourent un point remarquable.

a) €1 le lacet L correspond & un point dicbscisse x = a de contact
d'une tangente simple & f parallele & Oy , et s'il conduit & 1'échange
s yj , le couple des fils fi f: e la t?zsion 1, car y; - yj est équi-
valent dans le domaine du point & (x - a)” et son argument varie de TI .

b) Si le lacet L correspond & un point double de F en lequel coin-
cident v et yj , alors le couple des fils fi et fj a la torsion 2 .
En effet vy - yj est équivalent & x - a dans le domaine du point double
d'abscisse x = a , et son argument varie de 2 T ; ce résultat s'obtient
encore comme limite de deux pointé de diramation simples confondus. Le trait
se note (yi yj)2 .

Si le lacet L correspond & un point r-uple, & tangentes toutes
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distinctes et non paralléles & Oy , il existe r fils associés formant

%' r(r = 1) couples ayant chacun la torsion 1 .

¢) Si 12 lacet L correspond & un point de diramation double, c'est-a-
dire & une tangente d'inflexion parallele & Oy , il existe une substitution

cyclique d'ordre 3 , et les trois déterminations correspondent & trois couples

-

2
de fils de torsion T . Si la tangente paralléle Oy & un contact d'ordre
r, il existe r fils de la tresse donnant lieu & des couples de fils de

torsion %-.

d) Si le lacet L entoure un cuspide en lequel coincident trois points
de diramation simples, la torsion des trois couples coincidants de fils est
1 . Donc la torsion du couple de fils correspondant aux deux déterminations

2
vy ¥ qui coincident est 3 : le trait est noté (y; 7. -

D. OPERATIONS SUR IES TRESSES,.- La construction de la tresse d'une courbe donnée

contient plusieurs arbitraires : position de 1l'origine des lacets L dans le

plan T x , configuration de l'ensemble des lacets L , ordre dans Try des

déterminations Yp -

Le changement de 1l'ordre des determinations Yy peut s'obtenir par les
transformations K circulaires définies par DEDO faisant passer du polygone
P au polygone P' de mémes sormets, mais différemment joints dans My
si K opére seulement sur deux déterminations v, et ¥y s K consiste en
un demi-tour positif du segment Y, 9 autour de son m%lieu. K se décompo-
se ainsi en opérations ¢lémentaires K' +telles que K' = K et telles que
K' opérant, sur l'échange‘ ¥, » ¥, dans les plans 17’& se réalisent en
échangeant sur chaque diaphragme les points v et NEY de fagon que, se
déplagant sous les fils intermédiaires, 1l'un pivote d'un demi tour autour de
l'autre : K opérant sur les fils £, et fj transforme le trait canonique
ik en treit ik(j).

La variation de configuration de l'ensemble des lacets L peut s'obte-
nir par des échanges successifs entre lacets consécutifs, &changes qui sont
de deux natures désignés par DEDO sous le nom d'opérations P et S : étant
donnés un couple de lacets 4 , B (clest-d-dire deux traits consecutifs de
la tresse), P laisse fixe le premier lacet A et fait passer le deuxieme
de la gauche & la droite de celui-ci, S5 laisse fixe le second et fait

passer le nremier de la droite a la gauche de celui-ci,
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Comme la *orsion totale d'un couple de fils d'une tresse est égale & un
tour, et si 1'on suppose moyennant un changement de.numérotation sur les la-
cets que A et B sont les deux derniers, la torsion de tout couple de
fils sur l'ensemble 4B reste inchangée si on effectue une opération P ou S

sur H.B .

Pour obtenir le transformé par S , on calcule la torsion U sur l'en-
semble des traite aB , c’est-a-dire qu'on ajoute & la torsion dans 4 , la
torsion du couple transformé dans B par 1l'échange defini par A . les
torstons dans [ . nouveau trait s'obtiennent en retranchant de ce total les
torsions associées dans B, et ces torsions sont celles des couples trans—

2

formées par la substitution liée & B .

Pour faire opérer P, on retranche & la torsion de l'ensemble U la
torsion des transformés de couples de i par la substitution liée au trans-

formé de A . Ceci conduit & 1'interprétation algébrique suivante.

Interprétation algébrique des tresses.

Nous appellerons secteur une expression de la forme
My P p
L 2 n
T = S S, 8 8 s, )

ou s et les s; sont des permutations des entiers 1, 2 , N .

Le mondme écrit a gauche de la virgule ne doit pas s'entendre au point.
de vue du produit des permutations, mais les s, doivent étre considérées
corme des variables indépendantes, le produit des Sy étant associatif. au

contraire les s , s' , s" se coaposeront comme des permutations.

Nous allons définir pour les secteurs une structure de groupe en défi-
nissant le produit de deux secteurs, un secteur inverse d'un secteur donné

et un secteur neutre.

a) Produit de deux secteurs.

(o4
B

Py
5 ) i de 1

‘Soient T=(s; Ts

[l
=]

B} !
et T'= (s's Ti sipl) i de 1
on pose . .
' — |.TT iﬁ -1 J
T (s's ; {,n 8y £,n" (s s&s) )
s!

ob st 35 s est la transformée de par S .

1
J
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On vérifie immediatement qu'un tel produit est associatif
(TT:)TH - T(T’T")

On trouve en effet pour les deux~no?bres '
TT'T" = (s"s's ;'ffsipi TT(s_lsis)pi’TTks—l g1 s! s! s)pfL
b) Inverse d'un secteur.
L'inverse du secteur T est défini par
! - (s"1 , TT (s S5 s"l)‘pi)
et 1'¢1lément neutre E = (e eO)

Représentation d'un secteur corme produit de secteurs fondamentaux.

Soit une psrautation quelconque des membres (1 , 2 , ... , n) : soit P' .,
Nous dirons que nous effectuons sur P' 1'operation Ti quand nous échan-
geons les eléments ozcupant la idme et la i+l éme place, Nous affecterons T,
d'un exposant égal & + ou -~ 1 , suivant que cet échange d'éléments consé-
cutifs s'est effectué avec une torsion positive ou une torsion négative.
e

Ti avec e = £ 1 sera dit secteur fondamen-al.

La succession des T: est éviderment associative, et comme 1'inverse
e oo s ~C . .
de Ti est evidemment Ti ; 11 est clair que les Ti forment un groupe, le
~produit TiTj étant défini par la succession des opérations T, et Tj .
Dans ce groupe, il n'y o pas conmutativité en générel, mais on a les
_ groupe, yap g ’

relations suivantes, conformes & celles de Mr ARTIN :

1) T1.270 .

i i i
m — Y . / o .
) liTj = TjTi si j # i+1 etde 1-1
a. -a, -8, a.
i1 71 i 1 i 4+
30Ty Ty Ty = T T T 8y ==1

Ces trois formules sont évidentes si on écrit les suites successives
de permutations avec les torsions correspondantes, ou si 1l'on considére les

fils d'une tresse sur lesquels on effectue les opérations indiquées.

Un secteur quelconque pouvant &tre engendré par des échanges successifs
de fils consécutifs peut &tre représenté par un produit de secteurs fondamen—
taux, étant entendu que deux secteurs sont équivalents si on peut passer de

1'un & 1l'autre par une des opérations (1 , 2 , 3) . Pour obtenir le trait
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sous la forme definitive, avec les noms des fils initiaux, il suffira d'ap-

pliquer les régles du peragraphe priécédent.

D'aprés ce qul précdde tout secteur peut s'éerire comme produit de mo-
ndmnes Ti tels que dans chacun de ces mondmes les indices soient consécutifs.
Cela revient une fois les produits effectués & avoir une suite d'échanges
portant sur un néme fil 1 : soient Sy ; ses 5 5y O les échanges portent

sur le fil i et sur les h - 1 consdcutifs. Nous designerons le mondme
a m
Spees8)
voisin du f£il j - Un secteur T peut alors se representer sous la forme

par la notation Sij , si le fil i se trouve, aprés h échanges,

T= (s ;Tfsij)

On appelle £il canonique wrns le secteur tout f£il dont 1l'indice ne figu~
re pas dans la suite des indices (i1 , j) . On peut considérer que ces fils
ne se déplacent pas dans les échanges successifs, mais que ce sont les autres

qui tournent autour diesux,

Dans ce qui suit, nous supposerons que les s figurant dans les traits

sont des echanges portant sur deux fils.

L'operation P effectuée sur les deux traits T , T' revient & chercher

le troit tel que TT' = XT ., ou X = TTIT™
. o ~ ~pl -p;
L (t;'rrsil’ﬁ(slsi’s) Taets v) 2

i
en posant U = s~lsts » et a condition de prendre les s, de 71 dans

l'ordre inverse de celui de T .

L'opération S faite sur deux secteurs revient & chercher X , tel
qus TT' = T'%¥ ou X = T'lTTY

3

- - R _1.Ps - -1.D;
prolppr o giggrmt s st s 1) 1 M(sts, st 1) I (s's Lyrgst 1) +
i j i

Trait canonique : le trait canonique (ij) est le trait

a o+l
R S..
513 (1) 51
ol tous les exposents du premier S_.lj sont - 1 ; tous ceux de Sj'i
sont +1 . ’

Trait ¢lémentaire : il o les trois formes fondamentales suivantes. On le

note par ij(k) .
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s s a1 R =1 aylq 1 g ay=Ra -1
a) 1< 3j<k S (k3) Sji (13) Sjk (ki) Ski

. . -1 =R =1 ,.vla =1 ;. \Ra -1
b) k <i <] Ski (ki) Sij (i3) Sjk (jk) Ski

. SR RS R LR P BTN
e) i<k <j ik (ik) Sij (13) S5k (3k) b;{

Les exposants indiqués sur chaque S indiquent 1l'exposant commun de

chaque facteur de S__ .
uv

Exemple 1.- Le trait canonique 1 , 4 peut s'éerire comme produit de sec-
-1, -1, -1

-1
teurs fondamentaux sous la forme T, 'T, T3 LT = ’I‘3 I, T1 T, T3 ’

comme le montre les suites de permutations

1234 1234
2134 1243
2314 ou 1423
2341 4123
2431 4213
4231 4231
qu'on peut aussi reprisenter avec les S ou 1l'on considere les noms des
fils par
@t antentea’ = 6ot et ent e w)
o =1 1 1 -1
ou S14 (14) 341 = 841 (14) 814

Pour obtenir le secteur 14(2) , il faudrait par exemple faire précéder
le prenier schéma de deux échanges (12)+1 et le faire suivre de deux échan-
ges  (42)7%,

Remarquons que le produit de deux échaonges (ij) et (hk) laissent tou-
jours inchangé les fils eutres que i, j, h, k . Donc dans le produit

de deux secteurs un fil canonique reste canonique. Il suffit donc de s'occu-

per des parties autres que les Sij et de rétablir dans le resultat final

les S nécessaires pour décrire le secteur,

Etude des opérations P et S dans differents cas.

I.- Les traits T et T' portent sur des échanges distincts s = (ij)
s! = hk
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icyij , h<k

Y - 0. -e! . . 5! . . - . "f' 1 . f' . f
T= ()W) @) Gn)° = @)™ m TGt (k)
oh ¢,e',f,f' somtegruxd 1 ou O si T et T' sont canoniques.

et = (1)~ @0~ G R° G an) T @t wof (o (n)®
(13) @n)® " (1)
et T hor = (1) (0 o 0 @0 fC @n) ™ @i (gt
(207 () (i) (3)°
Si les traits sont canoniques
I.-8i (ij) et (k) ne s'enchevétrent pas, il existe 3 cas (extérieurs
1'wn & l'autre e = e'=’'=£"'= 0 ; interieurs e =e' , £ = f' un des couples

étant nuls, l'autre égal a 1), les formules donnent :

Lo ey il

TT'T™ T =T .
apres réduction s'il y a lieu suivant les régles 1, 2, 3) .
IT.- 8i (ij) et (hk) s'enchevétrent :

a) 1i<h<j<k: e=1 e =0 f=0 f'=1.

- NS N SRS IO B
et = ()Tt ) ot o an ™ !
aprés reduction

HRVEC R IR D Y-
= (ih)™"(jh) " (kh) " (jk)~ (ik)

ot Tlrm = ()7 (n) 7t @ (an)t (aK)?

b) h<i<k<j: e=0 e'=1 f=1 £'=0.

I RS ISR IS DS | G NS DS I |
T = (107 ) R0 G) T e G ) ) T ()
2 ey =1 RS I
(%)% (1) ™ @) (40) (5)
SO S DRI ITROSS RN IR I DU |
(ih) 2(hk) (ik) (1h% (13) (3h) " (3k)™ (hk) "~ (jh)
=2 oDy v =2,
= (a0) ™ (1) (13)'(5) % (3m)
THEORBME,.- Si les échanges (1j) et (hk) portant sur 2 traits canoniques

T et T' forment deux couples non enchevétrés, le transformé de T (ou T')

1

et T'TT!

i

par S (ou P) est T' (ou T ) . Si les couples s'enchevétrent, le trans-
formé d¢ T par S est (ij) (h, k) et celui de T' par P est (hk) (i, )

- Si les traits T et T' ne sont plus canoniques meis élémentaires :

T = G4)% @) (n) "% ()™ @)1 GR)® (1) @) £
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Si m<i«< j<1f£ si n est un fil élémentaire i< n < j il faudra inter-
caler (in)-1 et (jn)’*'1 par rapport & h , k dans la suite. T' a une
forme analogue.

~1

Tn derivant TT'T 1

et T' "TT!' sur ces nouvelles formes on arrive

aux résultats :
Si les traits T=1j() et T' = (uk)( £') sont tels que (ij4)
et (hk 5') ne s'enchevétrent pas, les opérations P et S les transfor-

ment 1'un dans l'autre.

Cas particuliers.- Si T a pour fil élémentaire h ou k ov T', i ouj,

les formes du trait canonique suffisent mais les exposants e e' f f!
sont différents.

t T=1ij(h) et T'=hk(i) ot i<h<k<j.
alors e = -1 et=1 £f=2 f'=0

on trowe ¢ T = (10) ™ (107 (1) (0 ()72 ) (307 (m) 7 53) T (am) ey

1'échange est (hk) i est ¢lémentaire inverse, j aussi mais avec enroule-

mnent.

II.- les traits T et T' portent sur des ¢changes enchainés s = ij
st = ik .

1) si i<j ¢ T
et 1<k T!
-1

(ik) ™ (13) (3x)*°

(137 () () *E |

= (@)™ (1 R @) Gt o e @) @g)®
rrlrre (51)7F (1070 )T (070 0g) P 1)® e E () o)

Si i<jJ<k et T et T' canoniques s e=0 f=1,

TT'T

7t = (k) = Tl
Si i<k<j et T et T' canoniques :+ e=1 £ =0
1 TR N L , -
= (@)™ 3) (%) @O = (@) A Gr) (1) = i

) si 1>3 et i>k (T= (k)"°(i) (jk)°

TT'T

= (31) L i) (51)F

3) si j<i<k: T = (ij) T = (ik)
ou k <icj
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CONCLUSION,- Si T et T' cononiques, portent sur les cchanges (ij)
et (ik) , si 1'ordre i j k est 1'ordre naturel, T et T' ont méme trans—
formé : le trait cenonique (jk) ; si l'ordre i j k présente une inversion
le transforme unique est (jk) (i) , ¢léuentaire 1 . De fagon analogue :
si T porte sur 1l'échange (ij) et a un fil élémentaire 4 , si ik et
L j ne s'enchevétrent pas le fil est élémenteire, sinon il est ¢lémentaire
inverse dans le transformé précedent, mais le fil £ tourne autour des fils
(i) qui s'échangent.
Exemple :+ 1< j < fex: 1= ():ﬁ;‘]')z(ij)(ffi)-2
m= (1) (ED™ o (bt}
| IRV Vov=R s av=1 =1 001, F 1,..41 AFR e y=1, f =R
et = (L2 (En2an ™ aH g o ot (LR a0 (fx)
-1 S ) O T T R I I I S R SRS IO St |
A TR (A R Z Rt CIN R CAN ST G DALIY 4D () (L™ w3 €y)
sl fanliain=1
CEPRITZINES

Cas particuliers.- T = (ij) (k) T' = (ik)(j)

Si par exemple i <j<k: T= (jk)g(ij)1(11{)-.2

T= (1) 0t )™
T = (002 (33) )™ @) k) ()™ (1)2 ) ()
s @) o™ )™ e ) @0 g0 g ! o

Les transformés ont des formes plus compliquées que les traits canoni-

™

ques ou élémentaires,

IIl.- Ies 2 traits T et T' portent sur le méme échange s = s' = ij

S5'ils sont tous deux canoniques, il y & identité. Si 1'un est élémentaire

{' » 11 y a enroulement supplémentaire du fil K .
Exemple : si i< 4 <j T= (if)_l(ij)(j f,) T' = (iﬁ)q"l(ij)(j»g)-l

1= 1O an G ORanta HRan g dH?
CONSEQUENCES .- L'opération P et S peut &tre itérée sur une suite de secteurs

ou sur des secteurs ol l'exposant de 1l'échange est 1 + X 3 en particulier si

i j k est 1l'ordre naturel
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(3%) (13)?
(1) 5%]()
GR)TLikIG) F.

o (i) , (jk) , (ik) representent 3 traits canoniques et (ik)'2 , par

Py (1k)?(3k)
(5% (1)
(k)% (jk)°

1

-exemple, un-trait canonique ol les fils i ot k ont-une- torsion d*un
tour.



