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Séminaire P. DUBREIL et C. PI SOT

(ALGÈBRE et THÉORIE MS NOMBRES)
Année 1956/57

La représentation d’un groupe G en tant que groupe quotient F/N du

groupe libre F de rang m, n’est évidemment pas unique. Nous montrons dans

ce qui suit que, G étant lui-même un groupe libre, on peut construire tous
les sous-groupes normaux N satisfaisant à

S’il s’agit en particulier de représenter G ~ y libre? avec une seule rela

tion fondamentale, on peut donner la forme générale de toutes ces relations.

Le fait que N ne caractérise pas le groupe G, conduit à la recherche

d’autres sous-groupes de F pouvant être rattachés univoquement à G . e

B.H. Neumann [2] considère par exemple le groupe V (G) des relations identi-

ques (fonctions de m variables prenant la valeur 15 f pour toute suite de m

éléments de G ) . Ce grouoe est, 3 dans F 9 l’intersection de tous les sous-

groupes normaux S tels que F/S soit isomorphe à un sous-groune de G .

V(G) est un sous-groupe complètement invariant et on montre également qu’il
est, pour chaque représentation (a) , le sous-groupe maximum de cette espèce
à être contenu par N . ..

Plus récemment, B.H. Neumann et Hanna Neumann Î_ ~ ~ considèrent le groupe
U (G) , intersection de tous les N satisfaisant à (a). o Il correspond dans G

à ce qu’on pourrait appeler l’ensemble des relations identiques entre généra-
teurs (fonctions de m variables prenant la valeur 1, pour toute suite de m

générateurs de G ). Il semble qu’un certain parallélisme puisse être établi
, 

avec le groupe Um(G) est un sous-groupe super-caractéristique (nous
exposons les quelques propriétés se rattachant à cette notion) et on peut rai-
sonablement conjecturer que U (G) est maximum de cette espèce à être contenu
par N . o

Le fait de connaître les sous-groupes 1’~ p dans le cas de G libre,
laisse espérer un calcul simple de U (G) ; il en est ainsi pour G cyclique



infini, U m (G) se réduisant au sous-groupe commutateur de F . e Dans le cas de

G libre de rang n  m 9 on peut ramener le calcul à l ’intersection des 

gats commutateurs d’indice m - n (voir [4] ) relatif s à chaque décomposition
en produit libre de groupes cycliques infinis de F. .

l,~ Représentation des groupes libres.

également définir ce groupe avec une m-suite = a ~ ... ~ 

n ~ m , do générateurs et la m-n-suite de relations fondamentales :

D’après la proposition 8.5 de L5J .

(A). Si X et Y sont deux m-suites de générateurs de G ~ il existe une
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transformation U~ du groupe de Nielsen telle que

D’autre part, d’après la proposition 2.2 de [6] , on a pour tout groupe G :

(B). Si X est une m-suite de générateurs de G ~ 9 si

est une sui te rle rel.ations fondamentales entre les éléments ,de X et si Y =

m ~ m

= , où lll e )l§~ ( G) ,- 

1 m - rt:.c!1n’ ,

constitue un système de relations fondamentales entre les éléments de Y ,

On peut montrer facilement à l’aide de ces deux pronositions que :

1.1.- Toute m-suite ~m~ de générateurs du groupe libre G de rang n

admet un système de relations fondamentales de la forme

constitue une base libre de G .

Soit en effet un groupe û = ~ ~ ~ défini par les relations ( 1 ) . o D’après
les propriétés du groupe de Nielsen [5], si Y m = on a G = et

d’après (B) appliquée à (~)



constitue un système do relations fondamentales pour Y , donc

Réciproquement y soit G un groupe libre de rang n 9 défini avec la suite

A et les relations (0) . a Une n-suite de générateurs de G est, d’après (A) ,
et du fait que m(G) est un groupa, de la forme Xm = 03C8-1Am , donc, d’après
(B) appliquée à (0)

constitue un système de relations fondamentales pour ~m .
Si l’on tient compta du théorème de Magnus [1] : . si G = [Xm] est défini

_ m

par une seule relation R(x.) = 1 , toute relation fondamentale entre les élé--
1

ments est de la forme v(x, ) .R(x. ) 5v (x. ) ~ l ; v(x, ) étant des
r~ ~. 1 z 

’ 

1

mots quelconques formés avec les éléments de X 
m 

9 on dédui t en particulier
de 1.1 ; .

COROLLAIRE.- Pour qu’une relation entre m variables X définisse un groupe
.~.~_ _.~. m

libre, il faut et il suffit. qu’elle soit de la forme

et il s’agit alors du groupe libre de rang m - 1 . o

D’autre part, on peut, en faisant intervenir le théorème de Dyck, exprimer
1.1 comme suit : .

F = [[Xm ]] est le groupe libre de rang m et N un sous-

groupe normal de F 9 la condition nécessaire et suffisante nour que F/N soit

le groupe libre de n  m est ue N soit engendré en tant que sous-groupe
normal, par ID - n éléments de la forme

OÙ lll é Î~(F) , autrement di t par m- n éléments d’ une base libre de F .
- T . -

1 .2.- Si X est un système minimal de générateurs d ’un groupe quelconque
G, on a



Considérons le groupe libre F [[~X j1 et le soas-groune normal N tel

que et soit x.) le sous-groupe nornal engendre par 03C8xi
dans F ~ d’acres 1.1~ ~ F/N( est un groupe libre de rang n- 1 . Si

maintenant 03C8xi ~N , donc N(03C8xi) ~ N,

ce qui montre l’ existence d’un système de m --1 générateurs pour G ,

1.3.- Tout sous-groupe nornal N du groupe libre tel que

F/N soit groupe libre est isomorphe au groupe libre de rang infini.

D’après I. ~’ ~ , N est engendré par n-n éléments d’une base libre de F

et par conséquent isonorphe au sous-groupe normal N(xm+1, ... , xn) engendré
par xn+1 , ... , xm dans F . Celui-ci est évidemment engendré par les con-

jugués des éléments x±1j, i = n + 1 ... , qui peuvent se mettre sous la
forme

constitue un système de générateurs de N(xn+1 , ... , xm) .
Soit maintenant R = ... r. = 1 une relation irréductible avec h ~3

entre les éléments de (2) . Notons rj 
= vjx±1i v-1j ; le remplacement dans R ,

conduit à une identité R* = 1 entre les éléments de X LJ X-1m ; soit 0 la
mm F

segmentation concordante et unitaire qu’admet dans ce cas R* . Puisque
{ x±11, ... , x±1n } ~ { x±1n+1, ... , x±1m} = 0 , on a nécessairement

Sp (x±1i) = x±1i) et on peut supposer j ~ 1 , h ainsi que j  k . On
J J k

a dans ces conditions



ce qui est contradictoire.

On déduit que (2) est do plus un système libre.

2.- Sous-groupes supor-caractéristiqueso o

. Le sous-groupe normal N du groupe G est dit supor-caractéristique si

pour tout sous-groupe nornal K de G ..

N est dit ultra-caractéristique si, plus strictenent,

Appelons d’autre part, d’après R. Baer, Q-groupe, un groupe dont les grou-

pes quotients propres ne lui sont jamais isomorphes ; tel est le cas par exemple

des groupes libres de rang fini.

~ 01. -- Pour que le sons-groupe super-caractéristique N soit ultra-carac-

téristiqueJ 9 il faut et il suffit que G/N soit un Q-groupe.

Si n’est pas Q-groape il existe K 3 N j 9 normal, et tel que

2.2.- Un sous-groupe N super-caractéristique est caractéristique.

Si y est un automorphisme de G 9 on déduit de 03C6 G = G

2.3.- L’ intersection d’ un ensemble de sous-groupes super-caractéristiques
ou ultra-caractéristiques est un sous-groupe de même nature,

Soit ) un ensemble d’indices. o Si les sous-groupes 



super-caractéristiques, diaprés 2.2 ,

est un sous-groupe normal. Considérons K tel que

à chaque N03C3/N correspond dans cet isomorphisme un tel que

et part ce môme isomorphisme entraîne

Le cas des sous-groupes ultra-caractéristiques est analogue (on remplace

2.4- Soit { N03C3} l’ensemble des sous-groupes normaux de G dont
" ~ ~ "’"

les groupes quotients sont isonorphes à an certain groupe G0 :

Considérons comme dans la démonstration de 203 les K /K correspondant biuni-

voquement aux 9 on a 

d’où, d’après l’hypothèse, K03C3 = H03C4 pour un certain ~ 03A3 et par consé-

quent

On voit de plus que : t si  est fini N est ultra-caractéristique a



Considérons maintenant F o ~ C ~ ~ ~ , un groupe libre G de rang n m

et l’intersection U (G) des sous-groupes normaux N de F satisfaisant à

Si R est un produit d’éléments de X notons x. )~ n ~’ 1 lk
le produit obtenu de R en supprimant les éléments qui sont de la forme
x±1i1 , ... , x±1ik

Considérons d’autre part l’ensemblo ) des décompositions

de F en produits libres de groupes cycliques infinis et soit 0~ l’agrégat
commutateur d’indice 03BD relatif à ( ry ) , c’est-à-dire la réunion de toutes
les formes commutatrices ou figurent au moins ~~- 1 groupes 1 ] .

D’après 1. I’ , tout sous-groupe normal N (yi1 , e o . , ) satisfait à

(a) j d’autre part ses éléments sont les produits R avec R(yi , ... , yi )=
. 

1 lm_n
= 1 . L’ intersection de ces sous-groupes normaux est l’ensemble des R avec

R(yi1 , ... , yim-n ) = 1 pour tout ensemble { y i1 , ... , yim-n } de m-n

éléments de Ym, ce q ui dans le cas des groupes libres entraîne Ia même pro-
prié té pour tout ensemble de nlus de m-n éléments o On conclut, d’après la
proposition 5 .1 de [4] que

et si l’on fait intervenir 1.1’ , on obtient 2.5. o

On voit facilement que l’ensemble dos ’ R avec

R(y1 , ..., yi-1 , yi+1 ... , ym) = 1 pour tout y est le sous-groupe
commutateur C de F , c’est-à-dire que Oz = C et par conséquent

0103C3 = C , d’où :

Si G est cyclique infini, Um (G) = C .
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