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RELATIONS FONDAMENTALES DEFINISSANT LES GROUPES LIBRES.

(Exposé par Julien PETRESCO, le 19.11,1956)

La représentation d'un groupe G en tant que groupe quotient F/N du
groupe libre F de rang m , n'est évidemment vas unique. Nous montrons dans
ce qui suit que, G étant lui-méme un groupe libre, on peut construire tous

les sous-groupes normaux N satisfaisant &
(a) G ~F/N .

8'i1 s'agit en particulier de représenter G , libre, avec une seule rela-

tion fondamentale, on peut donner la forme générale de toutes ces relations.

Le fait que N ne caractérise pas le groupe G , conduit & la recherche
d'autres sous-groupes de F pouvant &tre rattachés univoquement & G .

B.H. Neumann [ 2 ] considére par exemple le groune Vm(G) des relations identi-

ques (fonctions de m variables prenant la valeur 1, pour toute suite de m
éléments de G ) . Ce grouoe est, dans F , 1'intersection de tous les sous—
groupes normaux S tels que F/S soit isomorphe & un sous-grouve de G .

Vm(G) est un sous-groupe comnlétement invariant et on montre également qu'il
est, pour chague représentation (a) , le sous-groupe maximum de cette espece

& étre contenu par N .

Plus récemment, B.H. Neumann et Hanna Neumann [ 3] considdrent le groupe -
Um(G) ; intersection de *tous les N satisfaisant & (a). Il correspond dans G

& ce qu'on pourrait appeler 1'ensemble des relations identiques entre généra-

teurs (fonctions de m variables prenant la valeur 1, pour toute suite de m
générateurs de G ). Il semble qu'un certain parallélisme puisse &tre &tabli
avec le groupe Vm(G) ; Um(G) est un sous-grouve super-caractéristique (nous
exposons les quelques propriétés se rattachant a cette notion) et on peut rai-
sonablement conjecturer que Um(G) est maximum de cette espéce a &tre contenu
par N .

Le fait de connaitre les sous-groupes N , dans le cas de G libre,

laisse espérer un calcul si.aple de Um(G) 5 11 en est ainsi pour G cyclique
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infini, Um(G) se réduisant au sous-groupe commutateur de F . Dans le cas de
G 1libre de rang n < m , on peut ramener le calcul & 1l'intersection des agré-
gats commutateurs d'indice m-n (voir [4]) relatifs i chaque décomposition

en produit libre de groupes cycliques infinis de F .

1.- Représentation des groupes libres.

40

-

Soit G=1[[all,a= {a1 s eee s anﬁ le grouve libre de rang n . On peut

également définir ce groupe avec une m-suite Am-: {al »oeee 3 By wee am%

ngm , de générateurs et la m-n-suite de relations fondamentales :

(0) a =1, ... ,a_ =1

n+1
D'aprés la proposition 8.5 de [5] .

(a). s&i Xm et Ym sont deux m-suites de générateurs de G , il existe une

transformation qJ du groupc de Niclsen Ezﬂ(G) telle que

Y = VX
n .
D'autre part, d'apres la proposition 2.2 de [6], on a pour tout groupe G :

(B). si X est une m-suite de générateurs de G , si

Rt(xi):l, t=1,2, (..

est une suite de relations fondamentales cntrec les éléments de Xm et si Yﬁ-

= \*’Xm )_92 ki/r’:?’“fm(G) ’

constitue un systéme de relations fondamentales entre les éléments de Ym .

On peut montrer facilement a l'aide de ces deux pronositions que :

1.1.,- Toute m-suite Xm de générateurs du groupe libre G de rang n

admet un systéme de relations fondamentales de la forme

(1) ’\{Jxm_l: 1, oo k!{xm: 1 E
o W é,EZE(G) , et dans ce cas
(1) %/Xl s eee s Q/xn

constitue une base libre de G .

Soit en effet un groupe G = [Xm] défini par les relations (1). D'aprés
les propriétés du groupe de Nielsen [ 5], si Y o= Q/Xm ,ona G= [Ym] et

d'aprés (B) appliquée a (1)
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ou encore
=1, «o. ,ymzl
constituc un systéme de relations fondamentales vour Y , donc
G=[ly;» .or 5 50

Réciproquement, soit G un groupec libre de rang n , défini avec la suite
A et les relations (0) . Une m-suite de générateurs de G est, d'aprés (4) ,
et du fait que )Tﬁ(G) est un groupc, de la forme X :‘+71Am , donc, d'aprés
(B) appliquée a (0)

%ﬁxn+l =1y vee %/xm =1

constitue un systéme de relations fondamentales pour Xm .

Si 1'on tient compte du théoréme de Magnus [1]: si G = [Xm] est défini

par une seule relation R(xi) = 1 , toute relation fondamentale entre les é1é-

v a -1 — 2
ments de X ost de la forme v(xi).R(xi),v (xi) =1, V(Xi) gtant des

nots quelconques formés avec les éléments de Xm ;, on déduit en particulier
de 1.1

COROLLAIRE.- Pour qu'une relation entre m variables X, définisse un groupe
libre, il faut et il suffit qu'elle soit de la forme

. -1 _
V(Xi)° ky X v (xi) =1

et il s'agit alors du groupe libre de rang m - 1 .

D'autre part, on peut, en faisant intervenir le théoréme de Dyck, exprimer

1.1 comme suit :

1.1'.- 81 F= [[Xm]] est le groupe libre de rang m ct N un sous-

groupe normal de F , la condition nécessaire et suffisante vour que F/N soit

le groupe libre de rang n <m est que N soit engendré en tant que sous-groupe

normal, par m-n éléments dec la forme

Lyxn+1 s eee 5 WX

' t m
olt QJ é.}(q(F) » autrement dit par m-n éléments d'une base libre de F .

1.2.- 8 X estun systéme minimal de générateurs 4'un groupe quelconque

G, ona

q/xi £ 1
pour tout %/ eEﬁ%(G) .
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Coneidérons le groupe libre F [[Xm]] et le sous-grouve normal N tel
que F/N G ot soit N(¢ Xi) le sous-groupc normal cngendré par Yx.
dans F ; d'aorés 1.1' , F/N( %’Xi) cst un groupe libre de rang nm-1 . Si
maintenant Wx, €N, done N ( k{/xi) cN ,

G v F/N ~F/N (L\/xi)ﬁ\l/m (q,-xi)

ce qui montre 1l'cxistence 4'un systérme de m-1 générateurs pour G .

1.3.- Tout sous-groupe normal N du groupe libre F = [[Xm]] tel que

F/N soit groupe libre est isormorphe au grouoe libre de rang infini.

D'apres 1.1' , N est engendré par n-n éléments d'une base libre de F
ré
et par conséquent isomorphe au sous-groune normal N(Xm+1 s eee xn) engendreé

par X .4 s eee s X dans F . Celui-ci est éviderment engendré par les con-

+

jugués des éléments x{l, i=n+1, ..., mqui peuvent se mettre sous la
forme
| * -1 -1 -1 -1
VT Vol oee T) (VyeX; (vlr1 cen rk—lvk) = (vlrlv1 )(vlvzrzv2 vy ) el

-1 -1 o -1 -1 _-1 -1
..,(vl cee Vi Ty qVyq e V) )(vl R ] )(vl'°’vk—1rk—lvk—1°“'vl

-1 -1
“'(Vlrl vy )
'l *1
. i c
ou v, c [[xl s eee s xn]] et T € (X 2 oo 0 Xy } .
On conclut que 1l'cnsemble des éléments de la forre
-1 .
(2) VX, v 3 i=n+1l, ..., mn ; ve [[xl s eee s xn]]

constitue un systéne de génératcurs de N(xn+l y eee s xm) .

Soit maintenant R = LT, eee Ty = 1 une relation irrédductible avec h >3

£ -
entre les éléments de (2) . Notons rj = vjxgl le ; le remplacement dans R,

conduit & une identité R” =1 ontrc los élérents do XU x;ll ; soit P la

. Sy . * .
segmentation concordante et unitaire qu'admet dans ce cas R . Puisque

! ) f 1020 o . . &
19 eee s X nel 0 ccr o X § = s on a nécessairemen

+ t] +1
Sf)(xil) = S(x.1 x.l) et on peut supposer j # 1, h ainsi que j <k . On

i. "1
J J 7k
a dans ces conditions
= _ =T NS N | -1
S(rjrk) = v, S(xij xik) vy TV € [[xl s een s xn]]

et puisque [[xl s eee s xn]] N N(x cee 3 x) =1

n+l ’? m ?



S(rjrk) =1
ce qui est contradictecirc.
On déduit que (2) est dc plus un systéme libre.

2.- Sous-groupes supcr-caractéristiques.

Le sous-groupc normal N du groupe G est dit super-caractéristique si

pour tout sous-groupe norrnal K de G
(3) G/K ¥G/N —= K 2N

N est dit ultra-caractéristique si, plus strictement,

(3") G/K ~G/N ==> K=N

Appelons d'autre part, d'aprés R. Baer, Q-groupe, un grouve dont les grou-
pes quotients nropres ne lui sont jamais isormorphes ; tel est le cas par excnple

des groupes libres de rang fini.

2.1.- Pour que le sous-groupe super-caractéristique N soit ultra-carac-
téristique, il faut et il suffit que G/N soit un Q-groupe.

Si G/N n'est pas Q-groune il existe K DN , normal, et tel que
G/N ’,\{G/N/ K/N = G6/K
et réciproquenent, s'il cxiste K o>N avec G/N ~G/K ,

G/N f_\zG/N/ K/N

2.2.- Un sous-groupe N super-caractéristique est caractéristique.

Si gF est un automorphisrme de G , on déduit de LP G=G

G/\{» N YG/UN n G/N

donc d'aprés (3)

%PN 2N
et de fagon analogue
¢ 2w
ou encore en appliquant<{
N2 qDN .

2.3.- L'interscction d'un ensemble de sous-grouves super-caractéristiques

ou ultra-caractéristiques est un sous-groupe de méme nature.

Soit E un ensemble d'indices. Si les sous-groupes N , e sont



2-06

super-caractéristiques, d'aprés 2.2 ,

N = (\ Nq_

.‘/._—
L

[0

o

est un sous-groupc normal. Considérons K tel que
G/K v G/N
A chaque NO,/N correspond dans cct isomorphisme un Qy/K tel que

/K v G/K / K /K 6/ / N_/N 0G/Np
donc d'aprés (3) o
Ko 20
et A'autre part cc mdme isororphisrme cntraine
K= (/\\ K
— T
oel_

de sorte que
KON,

Le cas des sous-groupes ultra-caractéristiques est analogue (on remplace

par =)

10

2.4.- Soit S N _ | 1'ensemble des sous-groupes normaux de G dont
Solt Sl g
el

les groupes quotients sont isomorphes a un certain grouve GO :

G/N,. G

N = ("\ Ny- est un sous-groupc super-caractéristique.

€y

Soit en effet K tol que

G/K >~G/N .

Considérons corme dans la démonstration de 2.3 les Ko./K correspondant biuni-

voquenent aux N./N ; on a
k= () 1

o
0“62::

O/Ky & O/Hy Gy

et
o

d'ou, d'aprés 1'hypotheése, Ky-= Hy pour un certain 7 ¢ > et par consé-
quent
K2oN .

On voit de plus que : si > est fini N est ultra-caractéristique.
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Considérons maintenant F « [[Xp]] , un groupe libre G de rang n «n

et 1'intersection Um(G) des sous-groupes normaux N de F satisfaisant 3

(a)  G=F/N
Si R est un produit d'éléments de X ox? , notons R(x. , ..., x. )
non 1 i
le produit obtenu de R c¢n supprimant les éléments qui sont de la forme
1 *1
xn , * e 0o ’ XI .
1 Tk

Considérons d'autre part 1'ensemble Z des décompositions
(o) =y d = lyyd * oo x [y ]

de F en produits libres de groupes cycliques infinis et soit O;l 1l'agrégat
commutateur d'indice ¥ relatif & (& ) , c'est-a-dire la réunion de toutes

les formes commutatrices ou figurent au moins <+ 1 groupes [yi] .

2.5.- 81 G est libre de rang n , on a Um(G) = (i)_ Q?—
' o2
D'aprés 1.1' , tout sous-grouoec normal N &i s e s ¥y ) satisfait &
, 1 n-n
(a) ; d'autre part ses éléments sont les produits R avec R(yi s e s ¥y )=
m-n
= 1 . L'intersection de ces sous-groupes normaux est 1'ensemble des R avec

R(yi TR ) = 1 pour tout ensemble %‘yi s e s V3 % de m-n
1 n-h 1 m-n
éléments de Ym > ¢¢ qui dans le cas des groupes libres entraine la méme pro-

priété pour tout ensemble de olus de m-n &léments. On conclut, d'aprés la
proposition 5.1 de [4] que
Ony, 5, .. , y. )=o0"
1 *m-n <

et si 1'on fait intervenir 1.1' , on obtient 2.5.

On voit faeilement que 1'cnscmble des’ R avec
R(y1 yoene s Ty g0 Ty eer s ym) =1 gour tout y, est le sous-groupe
commutateur C de F , c'est-a-dire que O¢g = C et par conséquent
m Oé.:C , d'ol
cey

Si G est cycligque infini , Um(G) =C.
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