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Facultd des Sciences de Paris
TimimEe Fxposé n°® 23
Séminaire P. DUBREIL et C. PISOT

(ALGEBRE et THEORIE DES NOMBRES)
Annde 1956/57
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CLASSES DE CHERN

(Exposé de M. ZISMAN, le 27.5.1957)

1.~ Espaces fibrés universels et espaces classifiants.

Dang tout cet exposd, les fibrés envisagés sont associds a des éléments de
Hl(B R Gc) , les éléments de Hl(B s Gd) ou Hl(B » G,) étant considérés
comme appartenant & Hl(B , GC) (Exposé 17).
DEFINITION.- On dit qu'un espace fibré p: E __5 B , principal de groupe
structural G compact, E compact connexe est universel pour G et pour n si

Hi(E ,2) =0 pour O0<is<n .B estalors appelé classifiant pour G et

pour n .

On notera dans la suite un tel espace E(G , n) 5 B(G , n) ou simplement
B, — By -

Cette terminologie est justifiée par les 2 propositions suivantes :

PROPOSITION 1.1.- Soent p: E, — > B, et p': B, __ By 2 espaces

fibrés universels pour G et pour n alors Hl(BG , Z) Q:Hl(Bé , 2) pour ign .

PROPOSITION 1.2.- Soient ©: E — 3 B un espace fibré principal de groupe G ,

et p : EG —_ BG un espace fibré universel pour G et pour n . Il existe

alors un homomorphisme (indégendant de 1'espace universel choisi) :

oftHl(BG,Z)__.>Hl(B,Z) pour i <n .

La démonstration de ces deux propriétés est basée sur le théoreme suivant

PROPOSITION 1.3.- (Victoris-Begle) Soit p : E __5 B, un espace fibré, E

connexe localement compact, & fibre F compacte connexe. Si H(F , Z) =0 pour
0<i<n , p* : H

0<i «n.

®,2) s H'(E , 2) est un isomorphisme sur pour
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DEMONSTRATION de 1.1 et 1.2 :

On considére le diagramme suivant

£ ExE'i;,,E'
o G

ol ,'

¢ «— B — Bg

f et f' sont les projections (e , e') —_ye , (e,e') —5 e (eek

e'c Eé) toutes les fleéches sont des fibrations ; f et f' ont &té définies dans
1'exposé 17 , paragraphe 3.4.(b) (en faisant opérer G & gauche sur E('} par
g.e' = e’g—l geG e'&B') ; P est l'applicationqui & (e , e') € B, x B
fait correspondre sa classe d'équivalence dans EG X Eé par la relation

(e , e')v(eg, e'g) , et définit E, x Ey  comme espacce fibré principal sur

E E! de groupe G . Enfin le diagramme est commutatif comme on le voit sans

G G G
peine.

D'aprés la proposition 1.3 * et '™  sont des isomorphismes pour
0 £1 gn donc
()L Hi(Bé , 3) —> Hi(BG , Z)
est un isomorphisme pour i £n .

Pour démontrer 1.2 on considére de méme le diagramme

E {._g.m E. x E __i__; E
G G
(1) bl l N
B, «£— E, cE —> B
£* ‘est un isomorphisme sur pour 0 <i gn et 1'on pose & = (i‘."e)‘1 g .

C'est un homomorphisme H* (BG , Z) — H (B, Z) définit pour O < i £h .
On montre sans peine, que cet homomorphisme est 1ndependant de 1'espace fibré

universel choisi, et que c'est aussi un homomorphisme pour les structures d' algeébre

de H(BG » 2) et H(B, Z) définies par le cup-produit pour les degrés < n .
L'image de o ost appelde 1'algdbre caractéristique, o 1 'homomorphisme ca-

ractéristique de la fibration E 5B .

PROPOSITION 1.4.- Soient p: BE—> B et p' : E' 5 B' 2 espaces
fibrés principaux de groupe G , h un homomorphisme de E dans E! s O} et

* . s s . . .
o~ les homomorphismes caractéristiques de ces fibrations. Alors
. * %

o =h e .
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En effet, & 1'aide de h , on établit un homomorphisme évident du diagramme (1)
dans le diagramme correspondant pour E' . En n'écrivant que les deux lignes in-

férieures de ces diagrammes, on obtient un nouveau diagramme commutatif :

é EG XGE -f....}B _
B, < o _ L &
) F E f B!

& ¢ e T

d'ol _ _
0"* = (E*)—‘l o«é*z (E*)-—lo h* o’ér*: h*o (fl*)"l o él*‘ - h* o G_!* .

2.- La cohomologie des grassmannicnnes S%(q , N3 C) = U(g + ¥)/U(q) x u(W) .

On démontre que 1'espace fibré principal de groupe U(g)
U(q + N)/U(N) — U(q + N)/U(q) x U(N) est universel pour U(q) pour la di-
mension 2N . Soient s vee sy q variables indépendantes, ol 1'on consi-
dére que y; ale degré 2i . On démontre alors que H( g(q , N;C), 2)~
Zgyl s +es 5 ¥.) pour les dimensions < & 2N , c'est-a-dire que
B ( g?(q , N3 C), Z) est isomorphe au groupe additif des polynomes sur 2

homogénes de degré i en les variables Tio vee s ¥, pour i< 2N , et‘que

q
la multiplication de deux é1éments dont la somme des degrés est inférieure & 2N

s'obtient en multipliant les 2 polynomes qui les représentent.

Si P: E . B est un espace fibré principal de groupe U(q) , et si la
dimension de B est finie (Cf. exposé 14 paragraphe 5) , on considdre une
grassmannienne g(q , N3 C) avec N assez grand et g*(yl) s eee o—*(yq)

s . . . *
sont des générateurs de 1'algébre caractéristique de 1l'espace fibré ; 5 re-

résentant 1'homomorphisme caractéristique défini au paragraphe 1.
p p p grap

Les classes de Chern d'un U(q)-fibré de base B sont un systéme particulier de

générateurs de 1'algébre caractéristique du fibré. Pour les définir, il suffit
donc de définir des générateurs particuliers de H( g?(q , N3 C), Z) et ensuite
de les transformer par o . On peut aussi les définir de fagon axiomatique
gréce a un procédé dG a F. Hirzebruch. C'est ce dernier mode d'exposition qui sera
suivi iei.

3.~ L'espace projectif complexe.

Soit Pn(C) 1'espace projectif complexe & n dimensions, de coordonndes
homogénes Zg s s s By s C'est une variété analytique complexe, & 2n dimen-
sions réelles. Son algdbre de cohomologie est engendrée par 1 générateur de degré
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deux : H(Pn(C) , Z) a7 yl,/ yl l ol ¥4 est de degré 2 . On va exhiber un
générateur particulier, noté gnc:H2(Pn(C) , Z2). Soit Pn—l(c) la sous-variété
de Pn(C) obtenue en faisant zy =0 . Pn(C) et Pn_l(C) sont orientables
(Cf. exposé 21 paragraphe 2). On démontre que si V, est une variété orientable
a4 n dimensions réelles,

HH(Vn , VN T

Comme il n'y a pas de n+l-chaines, tous les n cycles sont donc multiples de
1'un d'entre eux, noté [Vq] , ainsi que sa classe d'homologic, ou bien de son
opposé - [Vn] . "Orienter" Vh , c'est choisir 1'un de ces 2 cycles comme base
de l'homologie c¢n dimension n . Si W C.Vn est une variété orientable, l'orien-

tation de V induit une orientation de W .

Soit alors [P 1\C)_'I le (2n-2)-cycle, bare de 1'homologie de Pn_l(C)
muni de 1' rlentatlon induite par celle de Pn( ).

§i i: P _ 1(c) ___>.pn(c) est 1'injection canonique de Pn_l(c) dans
Pn(C) , i [P l(C)] est une (2n - 2)-classe d'homologie de Pn(C) . g, est
alors 1'e1ement do H (P (CY , 2) tel que pour toute (2n - 2)-classe de cohomo-

logie Yy on ait

< [p (C) Yo g, >= <1, [Pn—lj ; ¥ > (Cf. exposé €)

n

g, est parfaitement déterminé, et c'est un générateur de H(Pn(C) yZ) .

L'application i : Pn—1(C) N Pn(C) enduit d'autre part

i 50, 2) —s K (), 2)

On montre alors que

= gn—l

Remarquons enfin que P (€) = Uln + 1)/U(n) x U(1) . Pn(C) est donc un espace
classifiant pour U(1) et pour la dimension 2n . L'espace fibré universel

U(n + 1)/U(n) —> U(n + 1)/U(n) x U(1) ou plus précisément sa classe dans

Hl( 9(1 , nj C), U(l)c) sera noté ™M, + Si U, désigne 1'ouvert de P _(C)
défini par z; £#0 , un cocyele de ’?n est donné par 54 = 2y /z dans ?
Ui 0 Uj (en fait gij définit un C*-fibré. On obtient ’7n on redulsant le
groupe structural de C¢* a Uu(1) ) .

.. R . . . %
s i induit une appllcatlog i” : H ( é; (1, n; 0, u(1) )-—-——>
H(g(l,n-l;o),u(l)c) ot ”}n‘ .

n_
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4.- Les axiomes.
X désigne un espace topologique de dimension finie.

Axiome I.- Pour tout U(q)-fibré de base X , soit t et tout entier 1i>0 |,
il existe une classe de Chern Ci( ) e HZL(X, zy co( T)=1.

On pose c( &) = MZ;, ci( %) (iT n'y a qu'un nombre fini de terme # O
sous le Z car X ecst de dimension finie). c¢( £ ) cst la classe de Chern totale.

Axiome II.- Soit £ ¢ X ——— Y une application continue. f dinduit deux appii—-

cations f*: HI(Y, U(a),) — H (X, U(a),)
*

£ H(Y , Z) — H(X, Z2) .
soit 5§ e H(Y, U(),) alors
£ (e £)) = (£ (%)) .
Axiome III.- Si El y ees s Eq sont des U(1)-fibrés sur X ,
(e @ )=el(D) el
(® est la somme de Whitney des fibrés ; dans le membre de droite la multiplica-

tion a lieu dans 1'algébre H(X , Z)).

Axiome IV.- c(/!)n) =1-g oh M et g ont été défini au paragraphe
3 . L'axiome IV est compatible avec 1'axiome II car ¢ y :ﬁ)n_l et
i*gn =g - I1 rcste 4 démontrer 1l'existence et l'unicité des classes de Chern.

5.- Unicité.

a) Soit F ¢ Hl(X R U(l)c) 3 reprenons le diagramme (1)

By et EyxE £,

U

Bg & By xB —

~oe—

ol EG —_ BCr est le fibré 'f)n » avee n >dim X , et E __5 X un espace
fibré principal de groupe U(1) associd a % . Les fleches verticales définis-
sent des espaces fibrés principaux de groupe U{1l) , les fl3ches horizontales,
des homomorphismes d'espaces fibrés principaux. On a done

FOE) = 2(n))
soit, d'aprés 1l'axiome IT : = c( £) = g%c( " n) =g (1- gq) en utilisant

. * . . p .
l'axiome IV. f° est un isomorvhisme pour tous les degrés car n >dim X , et par
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conséquent c( $) = (fa'e)"1 & (1 - gn) = 5 (1 - gn) . L'unicité cst donc prou-
vée pour les U(1)-fibrés.

b) % désigne maintenent un U(q)~fibré sur X . Soit E un espace fibré princi-
pel associé & ¥ , de fibre U(g) , et T= ™ 1 tore maximal de U(g) formé
par les matrices diagonales. Apnliquons la provosition 5.2 de 1'cxposé 17 ¢ on a

un diagramme commutatif
E —> BT

e, ¥ P
X
lc fibré E/T 5 X est associé & T et l'on a
~
P* 'g - h* g

v
ot £ est la classe du fibré E 5 B/T do fibre T , ot n* 1'apolication

Hl(E/T , T s Hl(E/T , U(aq)) induite par 1l'injection T ¢ Ul(g) . Le groupe
structural de P* §  peut donc &tre réduit & T , ce qui entraine 1'existence de
q fibrés diagonaux §1 , 32 s aee s gq de base E/T ot l'ona

P*( t) = -gl D ... 0 'Sq d'aprés la proposition 3.2 de 1'exposé 21. L'uni-
cité a dédja été démontré pour les U(1)-fibrés : on peut méme écrire
e gi) =1+ Y, d'aprés (a) , ou Xi QHZ(E/T , 2) .

Les axiomes II et III montrent alors que

(2) Fol®) =o(p ) = T ey -
3=

Or, d'aprés un théoréme de A. Borel ¥+ H(X)Z) —» H(E/T, Z) estun

i

isomorphisme dans ; c( &) est donc unique. On a démontré de plus que ci( T)=0

pour i >q .
6.- Existence.
a) E est un U(1)-fibré.

On définit c( §) par la formule
(%)= o (1 -¢g)

n
oh 1'on a pris n >dim X . c( &) ost indépendant de n puisque i*gn =g

c “)n = ﬂ)n_l , vérifiec les axiomes I et IV par définition, et 1l'axiome II

n-1

d'apres la proposition 1.4.

b) Eest un U(q)-fibré. q > 1. c( F) scra défini par la formule (2). Plus.

» s Id * N 1] . . I d .
précisément P ci( €)= c; ob oy estla i-idme fonction symétrique
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d1lémentaire des ¥y (on reprend les notations de 5 (b) ). P dtant biunivo-

que, ci( ¥ ) scra bien déterminé. Enoore faut-il, pour que cette définition ait
. N N *

un sens que o 4 appartiennc a l'image de §° . C'est ce que nous allons démon-

trer a présecnt.

Soit N le normalisateur de T dans U(q) . N/T= P ostun groupe fini,

le groupe de Weyl de U(q) . 43 est isomorphe au groupe des permutations de q

objects. Les éléments de é peuvent 8tre considérés comme des automorphismes de
T:si e P ot

g i\

/i, i ?ol,l

[ o o)

t = . un élément de T , o (t) =| .
iy \ 19,
e 4 q
. o
ol {011 9 vee 3 thg est une permutation de %1 o eeo s q} .

(I) peut 3tre considéré d'autre part comme un groupe d'homéomorphismes de E/T
qui conserve les fibres U(q)/T = F(q) de la fibration P: BT __y X ., En
effet, si V est une carte admissible de cette fibration, E/T est homéomorphe

N

au-dessus de V & V x F(q) . 8i o e & , on définit alors
(v, gT)=(v,gal) = (v, gla)

ou v €V, gT est une classe & gauche de V(q) modulo T, st a e N un &1é-

~ ’ . . N )
ment de la classe o ., o est un homéomorphisme de B/T sur lui-méme que laisse
bien invariant les fibres.

X induit donc un isomorphisme H(E/T , Z) & H(®/T , Z) qui induit 1'iden-
tité sur  P* H(X , 2) , et P devient un groupe d'isomorphismes de H(E/T , Z)
laissant fixe les éléments de )D* H(X, Z) . Or d'aprés un thdoréme de A. Borel,
p* H(X , Z) est exactement 1'ensemble dos &léments invarients par @ .11
nous reste donc & démontrer que oy est invariant par d} pour &tre assuré
que oy € P* H(X , 2)

Tout élément o & 51? étant un automorphisme de T (défini par
t oy alta t eT a e~ ) induit une application
o, Hl(E/T , Tc) S Hl(E‘/T , TC) (Cf. exposé 17 paragraphc 1.3) . Comme
n'opére sur Tv gqu'en changeant 1l'ordrc des termes, o 7 ¥  a méme fibrés dia-
gonaux que & , & 1'ordrc prée et ‘

nY _ g T
<" T = vlsm@sq .
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N/

D'autre part 1'application o : B/T ___y B/T définie ci-dessus induit une

application a* . Hl(E/T , TC) —_ HI(E/T , Tc) . On montre alors (en uti-
lisant les cocycles qui définissent :é ) que un% = &% % , Done oF
permute les fibrés diagonaux de \é , et, (d'aprés 6 (a)) comme 1'axiome II est
vérifié pour les U(1)-fibrés, 1'application H(E/T , 2) a4 H(E/T , Z) induite
par & permute les Xi , ot laisse donc invariantesles fonctions symétriques

élémentaires des ¥y C.Q.F.D.
La vérification des axiomes I , II , IV st immédiate.

Vérification de 1l'axiomne III :

Supposons que S = gi @ ... & t:.c'l s gi e Hl(X , U(l)c) 1'espace
fibré P : E/T —» X admet donc unc section continue s : X —y E/T
(Cf. exposé 21 paragraphe 3.2 et 3.3) ot & §i = t:,; ol -gi désigne en-

core le i-iéme fibré diagonal de h* T . Donc

q q
o(§)=8" P B) =TT (%) = TT o(S])

i=1 i=1 -

car Ps = identitd.

7.~ Nous adopterons la convention suivante : étant donné un polynome

n \ * Vd . -
1 + al X + ee. + &y X ou les ay sont des éléments commutatifs on écrira
n . 5 n
formellement 2 a; X = H (1 + 01]. x) , considérant ainsi les a; comme
i=0 j=1 ¢

les fonctions symétriques élémentaires des <><J. . Ceci étant on a le thdoréme

suivant :

i ,
THROREME 7.1.- Soient § un U(q)-fibré ot §' un U(q')-fibré sur le méme
espace X . On écrit formellement

q . n
Zci(g)X1=T‘r (1+x,x)
i=0 j=1 J
9’ Co n ,
ot > ci(é)xlz T (1+8kx) . Alors :
i:o k:l ——n
l q ( * i q 1 by . — i
1 %ci £ x :E (1 - ¥y x) clest-d-dire ¢, (5) = (-1)7 ¢,(¥)

q+q! . q '
2. z%'ci( @ §')x =TT (1 + X} x)%T'(l + Sk x) c'est-a-dire
i= j=1 : k=1
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s . i . .
ER c;(3@%) x = 7;’[;(1 STREINC)

e —t— i i v . . .
4. 3 Ci(g(p))x = (TT(1+(\Oil+...+Xip) x) Leijc iy sa
La démonstration du théoréme est précédée de 3 lermes :

LEMME 7.1.- Supposons que & (resp. § ) soit un GL(q , C)-fibré (resp.

GL(q' , C) ) sur X admettant §1 s wee s 5, pour fibrés diagonavx

-t

l L
(resn. S0 e s Eq' ) . Alors

B3
g a pour fibrés diagonaux 9{ y oo 3 gq

t
S@ g a pour fibrés diagonaux Sl 5 sea 3 gq ’ gl s eee s Eq'
€@ E' a pour fibrés diagonaux les qq' fibrés §i ® EZ].
E\P/ 5 pour fibrés diegonaux les %i ®...®%,  avec 1¢1,<ven <ip5q .

: . . ey . 1 o)
Démonstration immddiate sur les définitions. £

LEMME 7.2.~ Soient % , &', §" , ... unc suite finie do U(q) (resp. u(q"),
u(g") ...) fibrés sur X . Il existe alors un espacc topologique Y et une appli-

cation c{): Y X tels que

a) $* . q*(x, 2) __, H' (Y, %) soit injectif
b) 9 E) , ¢( ') otc.. sont des sommes de Whitney de fibres
diagonaux. :

En effet dans le cas d'un seul fibré, nous avons vu au paragraphe 5 que
ps E/Tq'____.-, X avait les deux propridétés ddsirées. P*( T') est un fibré
sur E/T et on peut lui appliquer la méme méthode @ on définit un espace E!
et une application P E‘/Tq' o g, P'* est injectif, et
9'* o P*( E') se décompose en sommc de i‘ibrés diagonaux. €' o E'/Tq'____)X
a donc les deux propriétés pour F et g' . Ainsi, au bout d"u‘n nombre fini

d'opérations, on obtient le résultat désiré.

LEMME 7.3.- Soient %, et S, dos U(1)-fibrés sur X alors
cl( 5 ® 52) = cf ‘%1) + cf '§2) (en particulier comme § & ¥ ost le fibré
trivial si ¥ est un U(1)-fibréd, et comme la classe de Chern d'un fibré tri-
vial est nulle (on le voit par un calcul direct de - gn) on a

c( &) =-c( £*) .) La démonstration sera donnéc dans un prochain exposé.
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Démonstration du théoreme 7.1.

Le théoréme est vrai si & ot §' sont des sommes de Whitney de U(1)-
fibrés d'aprés les lemmes 7.1 , 7.2 et 1l'axiome III donc toujours vrai d'apres le

. lemme- 7.2 et . 1l'axiome II.
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