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CLASSES DE CHERN

M. ZISMAN,(Exposé de 11. ZISMAN, le 2’~.5.195%

Faculté des Sciences de Paris
...,...o.. Expose n° 23

Séminaire P. DUBREIL et C. PI SOT 
’ 

.

(ALGÈBRE et THÉORIE DES NOMBRES)
Anné e 1956/57

1.- Espaces fibres universels et espaces classifiants.

Dans tout cet exposée les fibres envisagés sont associes à des éléments de

G ) , les éléments de G-) ou étant considérés

comme appartenant à H (B ~ G ) (Exposé 17).

DEFINIIION. - On dit qu’un espace fibre p : E __~ B , principal de groupe

structural G compact, E compact connexe est universel pour G et pour n si

Z) =0 pour 0 i~n . B est alors appelé classifiant pour G et
pour n .

On notera dans la suite un tel espace E(G , n) 20142014~. B(G , n) ou simplement

EG 20142014~B~ .
Cette terminologie est justifiée par les 2 propositions suivantes :

PROPOSITION 1.1.- Soient p s EG j~b P~ ~ espaces

fibres universels pour G et pour n alors Z) pour 

PROPOSITION 1.2.- Soient o: E un espace fibre principal de groupe G ,
et p : un espace fibre universel pour G et pour n. Il existe

alors un homomorphisme (indépendant de 1~espace universel choisi) s

La démonstration de ces deux propriétés est basée sur le théorème suivant :

PROPOSITION 1.3.- (Victoris-Begle) Soit p : E __~ B , un espace fibré, E
connexe localement compact, à fibre F compacte connexe. Si Z) = 0 pour

0  i ~ n ~p : __~ est un isomorphisme sur pour 
-

0 ~ i ~ n .
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DEMONSTRATION de 1.1 et 1.2 :

On considère le diagramme suivant : >

f et f’ sont les projections (e ~ e") ~~~e ~ (e , e") 2014~ e’ 

e’eE’) toutes les flèches sont des fibrations ; f et f’ ont été définies dans

1 ’exposé 17 , paragraphe 3.4.(b) (en faisant opérer G à gauche sur E’ par

g.e’ gcG e’eE’); p est l’application qui à (e ~ el) ~ EG x E’.
fait correspondre sa classe d’équivalence dans EG par la relation

(e , (eg , e ’g) , et définit EG x E~ comme espace fibre principal sur

E~ x E’ de groupe G . o Enfin le diagramme est commutatif comme on le voit sans

peine.

D’après la proposition 1.3 f* et f sont des isomorphismes pour
0 donc 

’ 
’

est un isomorphisme pour i  n .

Pour démontrer 1.2 on considère de même le diagramme

f~ est un isomorphisme sur pour 0 ~ i ~ n et l’on pose o"~ = (f~)" g~ .
C’est un homomorphisme Z) 20142014~ Z) définit pour 0 . i ~n .
On montre sans peine, que cet homomorphisme est indépendant de l’espace fibre
universel choisie et que c’est aussi un homomorphisme pour les structures d’algèbre
de H(BG’ Z) et H(B , Z) définies par le cup-produit pour les degrés £ n .
L’image de cr est appelée l’algèbre caractéristique, ~r~ 1’homomorphisme ca-
ractéristique de la fibration E ~ B .

PROPOSITION 1.4.- Soient p : E B et p’ : 2 espaces

fibres principaux de groupe G , h un homomorphisme de E dans ~ et

o- ~ les homomorphismes caractéristiques de ces fibrations. ’ Alors 
20142014

’ 

cr == h o cr’ .



En effet, à l ’aide de h y on établit un homomorphisme évident du diagramme (1)
dans le diagramme correspondant pour E’ . e En n’écrivant que les deux lignes in-

férieures de ces diagrammes, on obtient un nouveau diagramme commutatif : 1

2,.- Lacohomologie des grassmannionnes y N; C)~ U(q + N)/U(q) x U(N) .

On démontre que l’espace fibre principal de groupe U(q)
U(q + N)/U(N) ~ U(q + x U(N) est universel pour U(q) pour la di-

mension 2N . Soient y1 , ... , yq q variables indépendantes, où l’on consi-
dère que i a le degré 2i. On démontre alors que H(  (q , N ; C) , z) 

Z(y1 , ... , y) pour les dimensions ~ à 2N , c’est-à-dire que

H ( ~ (q , N ; C) ~ Z) est isomorphe au groupe additif des polynômes sur Z

homogènes de degré i en les variables y. ~ ... , y pour i $ 2N , et que
la multiplication de deux éléments dont la somme des degrés est inférieure à 2N
s’obtient en multipliant les 2 polynômes qui les représentent. 0

Si 03C1 : E ~ B est un espace fibre principal de groupe U(q) , et si la
dimension de B est finie (Cf. exposé 14 paragraphe 5) , on considère une

sont des générateurs de l’algèbre caractéristique de l’espace fibré ; 03C3* re-

présentant l’homomorphisme caractéristique défini au paragraphe 1.

Les classes de Chern d’un U(q)-fibre de base B sont un système particulier de
générateurs de l’algèbre caractéristique du fibre. Pour les définir, il suffit

donc de définir des générateurs particuliers de (q , N ; C) , Z) et ensuite

de les transformer par ~ . On peut aussi les définir de façon axiomatique
grâce à un procédé du à F. Hirzebruch. C’est ce dernier mode d’exposition qui sera
suivi ici.

3.- L’espace projectif complexe.

Soit l’espace projectif complexe à n dimensions, de coordonnées

homogènes ... ~ C’est une variété analytique complexe, à 2n dimen-
sions réelles. Son algèbre de cohomologie est engendrée par 1 générateur de degré



deux : H(P (C) , Z(y~/(y~~) où y~ est de degré 2 . o On va exhiber un

générateur particulier, noté g~~H~(P~(C) , Z). Soit P~_~C) la sous-variété

de P (C) obtenue en faisant ~ = 0 . ° P~(C) et P~(C) sont orientables

(Cf. exposé 21 paragraphe 2). On démontre que S3 Vn est une variété orientable

à n dimensions réelles;

Comme il n’y a pas de n+1-chainos, tous les n cycles sont donc multiples de

l’un d’entre ’ eux, note [V ] , ainsi que sa classe d’homologi.e, . ou bien de son

oppose - [V ] . "Orienter" V , c ’est choisir l’un de ces 2 cycles comme base

de l’homologie en dimension n . Si M ~ Vn est une variété orientable, l’orien-

tation de V induit une orientation de M . .

Soit alors [Pn-1(C)] le (2n-2)-cycle, base de l’homologie de 

muni de l’orientation induite par celle de 

Si i : P (c) ~ Pn(C) est l’injection canonique de Pn-1(C) dans

P (C) , (C)] est une (2n - 2)-classe d’homologie de P~(C) . g~ est

alors l’élément, de (C) , Z) tel que pour toute (2n - 2)-classe de cohomo-

logie 03B3 on ait

 [P~C) , Y. g~ > = ~ i~ > Y > exposé P)

g 
n 

est parfaitement déterminé, et c ’ est un générateur de Z ) .

L’application i ’ ~ Pn(C) enduit d’autre part

Remarquons enfin que P (C) = U(n + 1)l U(n) x U(1) . P (C) est donc un espace
n n

classifiant pour et pour la dimension ?ra o L’espace fibré universel

U(n + ~ )%U (n) ..-....~. U(n + x ou plus précisément sa classe dans
w (~ , . n ~ C) 9 U(~) ) ~ sera noté , Si U. désigne l’ouvert de P ri (C)

défini 0 , un cocycle de 
n 

est donné par gij --- z ./z . dans

U. J (en fait 
gij définit un C*-fibré. On obtient 

n 
on réduisant le

groupe structural de C a. U ( 1 ) ) ~ .



4.- Les axiomes.

X désigne un espace topologique de dimension 
finie.

Axiome I,- Pour tout U(q)-fibre de base et tout entier i->0 ,

il existe une classe de Chern ~) ~lT(X,Z) , c~( ~ )= 1 .

On pose c( 03BE ) = 03A3 ci( 03BE ) (iÏ n’y a qu’un nombre fini de terme ~ 0

sous le 03A3 car X est de dimension finie), c( 03BE ) est la classe de Chern totale.

Axiome II.- Soit f : X 2014~ Y une application continue, f induit deux appli-

cations f* : U(q)~) 20142014~ 

f~ : H(Y , Z) 20142014~H(X , Z) .

( © est la somme de Whitney des fibrés ; dans le membre de droite la multiplica-

tion c~ lieu dans 1 ’ al gèbre H(X, Z ) ) .

Axiome IV. - c(lly ) - 1 - g oü et g ont été défini au paragraphe
~° n ~ n n n 

3 o L’axiome III est compatible avec l’axiome II Car 

1*g = gn-1 . Il reste à démontrer l’existence et l ’ unicité d.es classes de Chern.

5. - Unicité.

a) Soit t E tJ(1) ) j reprenons le diagramme (1)
c

où EG -_~B~ est le fibre ~ , , avec n > dim 11 , et E 20142014~ X un espace

fibre principal de groupe U(l) associé à ~ . Les flèches verticales définis-

sent des espaces fibres principaux de groupe U(l) , les flèches horizontales,

des homomorphismes d’espaces fibres principaux. On a donc

soit, d’après l’axiome II > f* c( 03BE ) = ,/Yi 
., n ) = [* . (1 - g ) n en utilisant.

l’axiome IVO 0 f* est un isomorphisme pour tous les degrés car n >dim’ X , et par



conséquent c( 03BE ) = (f*)-1 ?* fl - e ) - rr*(l -S ) . L’unicité est donc prou-

vée pour les U(l)-fibres. o

b) ~ désigne maintenant un U(q)-fibré sur X . o Soit E un espace-fibre princi-

pal associé à 03BE , de fibre U(q) , et T = Tq le tore maximal de U(q) formé

par les matrices diagonales. Appliquons la proposition 5.2 
de l’exposé 17 : on a

un diagramme commutatif

où i est la classe du fibre E de fibre T , et h* l’application

T) __ U(q)) induite par l’injection T c.U(q) . Le groupe

structural de P* ~ peut donc être réduit à T , ce qui entraîne l’existence de

q fibres diagonaux ~, ... , ~q de base E/T et l’on a

p*( ~ ) = ~ Ï) ... @ ~ d’après la proposition 3.2 de l’exposé 21. L’ uni-

cité a déjà été démontré pour les on peut même écrire

c( Si) = 1 + Y. d’après (a) , où ~ ~H~(E/T , Z) .
Les axiomes II et III montrent alors que

Or, d’après un théorème de A. Borel ~ ? t H(X)Z) 20142014~ H(E/T , Z) est un

isomorphisme dans ; c( ~ ) est donc anique. On a démontre de plus que ~)=0

pour i > q .

où l ’on a pris n %~ c ( ’~ ~ est indépendant de n puisque i~g 
n 
= g n--1

n 
= vérifie l es axiomes I et IV par définition, et l’axiome II

d’après la proposition 1.40 o 
’

b) 03BE est un ° q > 1. c ( 03BE ) sera défini par la formule (2). Plus

précisément 03C1*ci( 03BE ) = i où i est la fonction symétrique . 
.



é1émentairedes 03B3i (on reprend les notations de 5 (b) ). p* étant biunivo-

que, sera bien détermine. Encore faut-il, cour que cette définition ait

un sens que 03C3i appartienne à l’image de 03C1* . C’est ce que nous allons démon-

trer à présent.

Soit N le normalisateur de T dans U(q) . N/T = 03A6 est un groupe fini,

le groupe de Weyl de U(q) . 03A6 est isomorphe au groupe des permutations de q

abjects, Les éléments peuvent être considères comme des automorphismes do

03A6 peut 3tre considère d’autre part comme un groupe d’homéomorphismes de E/T

qui conserve les fibres U(q)/T = F(q) de la fibration 03C1: E/T ~ X . En

effet, si V est une carte admissible de cette fibration, est homéomorphe

au-de s sus do V à V x F(q) . Si on définit alors

où v 9 gT est une classe à gauche de V(q) modulo T , et a ~. ~~ un élé-

ment de la classe est un homéomorphisme de E/T sur lui-même que laisse

bien invariant les fibres.

~ induit donc un isomorphisme qui induit l’iden-

tité sur p* Z) , et 03A6 devient un groupe d’isomorphismes de Z)

laissant fixe les éléments de ~~ H(X , Z) . Or d’après un théorème de A. Borel,

Z) est exactement l’ensemble des éléments invariants par P . Il
nous reste donc à démontrer que est invariant pour être assuré

que ~ 6 p~ H(X, 2) . ~

Tout élément étant un automorphisme de T (défini par

t ~ a~~’ t a induit une application

03B1# : H1(E/T , Tc) ~ H1(E/T , Tc) (Cf. exposé 17 paragraphe 1.3) . Comme ()(

n’opère sur T qu’en changeant l’ordre des a même fibres dia-

gonaux que 03BE , à l’ordre près et .



I)’autre part â ô E/T ~.___~. E/T définie ci-dessus induit une

application ~T’ ~ ~-r-~-.~, T ~ . on montre alors (en uti-

lisant les cocycles qui définissent ~ ) quo ~t ~ _ ~ ~ ~S , Donc *
v

permute les fibrés diagonaux de 03BE , et J (d’après 6 (a)) comme II est

vérifié pour les l’application Z ) ~ H(E/T , G ) induite

par d permute et laisse donc invariantes les fonctions symé.triques
élémentaires des ‘~‘ 1 . 0 C. Q. F. D.

La vérification des axiomes T , II , IV est immédiate.

Vérification de l’axiome III :

Supposons ~’ ~ 1 e o o C ~ ’ ~ 1 , ~-~ U ( 1 ) c ) i ’ e SPaC e
fibré ~ E!T ....~. X admet donc une section continue ...~.. E/T
(Cf. exposé 21 paragraphe 3.2 et 3.3) et s* 03BEi =03BEi 

t 

où 03BEi désigne en-
core le i-ième fibré diagonal de h* 03BE . Donc

car ~s = identité.

7.- Nous adopterons la convention suivante i étant donné un polynôme
où les a. sont des éléments commutatifs on écrira

n . n

formellement $§ a. x~ ==TT (1 +~. x) ~ considérant ainsi les a. comme
i=0 

~ 
j = 1 ~ ~

les fonctions symétriques élémentaires des ~.. o Ceci étant on a le théorème
suivant i

THEOREME 7.1.- So i ent % un U(q)-fibre et ~ j~ U(q’ )-fibré sur le même
espace X . u On écrit formellement



La démonstration du théorème est précédée de 3 Ionise s : t

LEMME 7.1.- Supposons que 03BE(resp. 03BE’) soit un GL(q , C)-fibré (resp..

GL(q’ , C) ) sur X admettant 03BE1 , ... , 03BEq pour fibres diagonaux

~~ , ... , ~, ) . ° ~-lors 
’~

. 7- ~ 9 a pour fibres diagonaux ? 5~ , * ... ? ? S * ~ ~

~’ a pour fibres diagonaux 5~ ? ... ? ~q ? ~~ ) ’" ~ 

03BE ~ 03BE’ a pour fibres diagonaux les qq’ fibres O i 1 $ i1  ...  q ,03BE(p) a pour fibrés diagonaux les 03BEi1 ~ ... ~ 03BEip avec 1 ~ i1  ...  ip  q .
Démonstration immédiate sur les définitions. 

LEMME 7.2.- Soient s , 03BE’ , 03BE" .... o une suite finie de U(q) (resp. U(q’),

U(q") ...) fibres sur X . Il existe alors un espace topologique Y et une appli-

cation (p : Y _~ X tels que 
’

diagonaux.

En effet dans le cas d’un seul fibré, nous avons vu au paragraphe 5 que

p : E/T~- , X avait les doux propriétés désirées, a p ( ~’ ) est un fibre

sur E/T et on peut lui appliquer la mené méthode ° on définit un espace E’

et une application ;~’ E’ /Tq 
t 

._.....~,. ~ p’ * est injectif, 9 et 
,

p’* o 03C1*( 03BE ’) se décompose en somme de fibres diagonaux. 03C1’ o 03C1 : ~ X
a donc les deux propriétés pour ~ et ~’ . Ainsi, au bout d’un nombre fini

d’opérations, on obtient le résultat désiré. o

LEMME 7.3.- Soient des U ( 1 ) -fibr é ; sur X alors

c 1 ( 1 ~ ~ ) - ~ c ( 1 ~ + c ( ~’? ) (en particulier comme ~ @ ’~~ est le fibre

trivial si ~ est un U(l)-fibré, 9 et comme la classe de Chcrn d’un fibre tri-

vial est nulle (on le voit par un calcul direct de 03C3* gn) on a

c( 03BE ) = - c( 03BE* ) . ) La démonstration sera donnée dans un prochain exposé.



Démonstration du théorème 7.1. o

Le théorème est vrai si § et 03BE’ sont des sommes de Whitnoy de U(l)-
fibres d’après les lemmes 7.1 , 7.3 et l’axiome III donc- toujours vraJ d’après le
lemme-. ’~ ..~ et l’ I I a
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