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Faculté des Sciences de Paris .
—g =g Exposé n° 21

Sémigaire P, DUBRFIL et C. PISOT
(ALGEBRE ot THEORIE DES NOMBRES)
Annde 1956/57

e e The

RSPACES FIBRES A FIBRE VEGTORIELLE

(Exposé de M. ZISMAN, le 13.5.1957)

1.- DEFINITIONS.

Les notations sont celles de 1'exposé précédent. En particulier nous ecrirons
' \ 1,
H'(X , 6) aulieude H'(X, ), resr. H'(X, G,) , resp. H'(X, G)
quand les résultats sont valables dans les trois cas X é&tant alors un espace
topologique quelconquec resp. une varidté différentiable €™ , resp. une variété

analytique complexe.

Le groupe de Lie complexe GL(n , C) des matrices (n x n) & coefficients
dans C et inversibles, opére sur 1'espace vectoriel ot effectivement et de
maniére holomorphe. Si [ = Hl(X » GL(n , C)) il oxiste donc un espace Fibré
W associé & § de fibre c? de groupc structurel GL(n , C) . Les fibres de
W sont alors des espaces vectoriecls isomorphes A ¢® . On dira que W est un

espace fibré & fibre vectorielle associd & T . On construit alors facilement un

espace fibré principal assccié & § , soit E: 81 x ¢X 1a fibre E, de E
au-dessus de x est l'ensemble de tous les isomorphismes de ™ sur 1l'espace
vectoriel W .(fibre‘de‘ W au-dessus de x). On Aéfinit do mdme des ospaces fi—
brés & fibre vectoriclle associds a T e Hl(X , GL(n , R)) de fibre R®. ILa
construction de 1'espace fibré principal associé & W est aussi la méme que dans

le cas comnlexe.

l1.1.- Scient A et B des espaces vectoriels finis sur un corns K . On sait

définir les espaces vectoriels suivants :

A®B A (somme directe)

A® B {produit tensoriel)

Hom (& , B) (ensemble des K -homomorphismes de A  dans B)
A" = Hom (4, X)

4\P (espace.vectoriel des p-vecteurs)

Soient maintenant W et W' doux espaces fibrés 3 fibre vectorielle de

1
fibre C" et P s de méme base X ;- wx s Wé désigneront les fibres de W et

<
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W' au-dessus du point x .

On peut alors 4éfinir de menieére naturelle les esnaccs fibrés suivants :

Wea ' (somme de Whitney)
WsuW! (produit tensoricl)
Hom (W , W')

w* (espacc fibré dual)

N(p) (espace fibrd des p-vecteurs)

les fibres de ces espaces au-dessus de x sont alors respectivement :

o W ' ' * (p)
wx & Wx s WX 3] Wx s Hom(wX ; WX) , Wx , WX .

Si au—dessus de U <X , W (resp. W') oest isomorphe & U x c?
t ]
resp. (Ux C") W®W' est isomorphe 3 U x (C® ® €™ ) , les propositions
étant analogues dans les autres cas.

De maniére précise, soit U = ﬁUiE‘ un recouvrement de X , socient glJ et
< 4

8{; les U-cocycles définissant W et W' . Le cocycle associéd & W@ W' est :

1]

S

g5 0
€ GL(h + n' , C) pour x €U, ONU, .
0 g!.(x) + J
1iJ
Le cocycle associd & W W' est :

5 er!? X '
gij(x) ® blJ(x) € GL{nn', C) pour x G,Uih Uj

( ® représente le produit de Kronecker).

Le cocycle associé & W cst
* .
13 .(x) eGL(n ) C)

(g;]. (x)  est la transposée de la metrice inverse de g ; (x) ) .
. _

Le cocycle associé 2 W(p’ ost :

e () e o (2), ¢)

ol (p)(x) est la matrice obtenue de la maniére suivante :
soit (ei) s, i=1,2, ... , n une base de C% , et
(eil/\ /\eip) 11, <. <ij$n  unc base de 1'espace

vectoriel des n-vecteurs de .4 ﬁoute matrice g € GL{n , C) on associe la ,

matrice g(p) telle que g(p)(oi A e Al ) = g(éi YA el A g(ei ) . Si
1 p 1 : P
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1'on change la base (ei) g(p) est transformée par un automorphisme intéricur
de GL ((g) , C) . La classe de cohomologic de gég)(x) est donc définie sans
ambiguité.

On voit sans neine que les cocycles ci-dessus restent dans la mlne classe de
cohomologie quand gij ou gij gsont remplacés par des cocycles cohomologues.
Le procddé ci-dessus définit donc la somme de Whitney, le produit tensoriel, ete..
non seulement pour les fibrds & fibre vectorielle W et W' , mais encore pour
les classes d'équivalences de fibrds & groupe structural GL(n , C) . finsi par
oxemple si ¢ H(X, GL(n, C)) et %'e H'(X,GL@',C), T® E
est un élément de Hl(X , GL{nn', C)) ectec... :

PROPOSITION 1.2.- Soient W , W' , W' des espaces fibrés a fibre vectorielle

de base X . On a :

WoW') @W" s W W @W") WalW' =~ W' e&W
WeW)eW" ax W W W) WRW' =~ W' oW
(w @wc) QW' =~ (w @W") ® (wu ®W")

WaoW)* ~ wau* W) = weou™

(w(p))* ~ (w*)(p)
(w*)(n) e ~ y*{p) (si W a pour fibre C9)
Hom W , W') =~ W eW'.

la démonstration est immédiate : il suffit de vérifier qu'on a des isomorphismes
pour les fibres au-dessus de chaque point x , et la prepriété découle alors des
isomorphismes canoniques bien connus en algébre linéaire.

REMARQUE.~ Tout ce qui précéde est encore valable pour les espaces fibréds 4 fi-

bre vectorieclle rdelle.

2.- Espacc fibré des vecteurs tangents aux points d'une variété différentiable.

s . . . eé . .
2.1.— Soit Vn une variété différentiable C de dimension n , et U; un ou-
vert de Vn oli sont définies des fonctions coordonnées Xy s eee s X oo Si Uj

est un autre ouvert de Vn , avant des coordonnées Ty 9 oo s Ty s le détermi-

D(Yl 3 seo .Yn)
nant est non nul dans Uilﬁ U. .
D(xi s eee xn) J

Ox
La matrice g..(x) de coefficients 2 (o sy B=1, einy n) est donc
un élément de ij(Ui Uj , (GL(n , R))d ) .



21-04

On voit sans peine que g, est un cocycle qui définit donc un élément R8
de 1'ensemble de cohomologie Hl(Vn , (GL(n , R))d)’ Prenons comme recouvrement
U= {Uig de Vn le recouvrement "maximal" intervenant dans la définition de
v (Cf. exposé 7, paragraphe 1). Le {ibré Rif associé a RB défini par ce
recouvrement, de fibre R® et de groupe structural GL(n , R) est anvelé le fi-
bré des vecteurs tangents & la variété Vh . Tout point de la fibre_ Rﬁgx en
X € V s'identifie canoniquement & un vecteur tangent en x & V ; une section
de q; au-dessus d'un ouvert U s'identifie & un champ de vecteurs tangents
a Vn. aux points de U . RT = ng* est 1'espace fibré des différentielles (ou

covecteurs) de Y ,(T*)(P) 1'espace fibré des p-formes différentielles.

Comme toute matrice réelle & déterminant non nul peut &tre considérée comme
une matrice & coefficients complexes (ot & déterminant # O) » on a une application
canonique GL(n , R) —= GL(n , C) . (x) e6L(n , R) pour x e Uy N U,

dtant considéré comme &1ément de GL(n , C) définit alors un espace flbre

%

J

c de fibre C" , de groupe structural GL(n , C) appelé le complexifié de qu'

R

2.2.~ Soit maintenant Vn une variété analytique complexe de dimension n . On

définit comme précédemment un cocycle & 5 € P(Ui n U , (GL(n , C)) D g (x)
02

étant la matrice de coefficients

- (d,8=1, ... 5 n) %zd% (resp.

i /3} étant un systeme de coordonnées dans U (resp. U ) . Ce cocycle définit

un élément © G»Ii( ,(GL(n , C)Zx) . Le flbre associé a @ défini par un
recouvrement maximal, de fibre C" et groupe structural GL(n , C) sera désigné
par G . Soit 35' le fibré associé au cocycle g (x) (matrice complexe conju-
guée de g (x) ) 3 solent enfin T et T 1les flbres duaux de G et T .
Remarquons que qg et T ne sont pas des. fibrés analytiques complexes. Vn peut
étre considéré comme une variété différentiable rdelle de dimension 2n ; Gl(n,C)
se plonge naturellement dans GL(2n , R) .

O peut alors &tre considéré comme un &lément de Hl(Vn ,(GL(2n , R))d) au-

=l

guel on peut attacher les fibrés R?Q , 3330 cte..,
On a alors des isomorphismes canoniques
(1) By o~ Te G
(2) L o~ 1 T
(3) (R‘E’C)*u)% > r(p) g 3la) (5~ représente une somme

pra=r de Whitney).
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T(p) est 1'espace fibré analytique complexe des "p formes différentielles

holomorphes". Une forme de T(p) @)T(Q) sera dite de type (p , q) ; dans un
voisinage de coordonnées Zyos eer 5 By s olle est somme 4'expressions de la
forme a(zl 9 eee Zn ’ Zl 9 veos 3 Zn) dzd A e AdZQKAdZ/?’ A cee /'\d.Z/3

grace & 1'identification (3). ! P 4

La vérification des propriétés (1) , (2) et (3) est immédiate : il suffit
encore une fois de regarder ce qui se passe dans chaque fibre,
2.3.- Vn étant comme préecédemment une variété analytique complexe de dimension
complexe n , ﬁQT est associéd A& R@ ol Re est 1'image de D par 1l'appli-
cation Hl(Vn » (GL(n , C))d) —_ Hl(\fn s (GL(2n , R))d) 3 en d'autre terme,

on peut restreindre le groupe structural GL(2n , R) de RQ? a GL(n, ).

Inversement soit V2n une variété différentiable % de dimension réelle
2n , Ri; 1l'espace fibré des vecteurs tangents 2 V2n s et supposons que 1'on
puisse restreindre le groupe structural 3 GL(n , C) . On dira qu'une telle va-

riété est munie d'une structure presque complexe.

Une varidté V2n presque complexe est toujours orientable dans le sens sui-
vant ‘Vn est dite orientable si on peut restreindre le groupe structural de éf?
& GL¥(n, R) , le groupe des matrices inversibles (n, n) adéterminant > 0.
Comme V2 est presque complexe, on peut choisir le cocycle g; (x) définissant

?; de maniére & ce qu'il prenne Ses valeurs dans l'image de GL(n , C) par
1 application GL(n , C) — 5 GL(2n , R) . Mais 1'image de A + iB € GL(n , C)

(A ot B réellos) ost (} °) ot cette matrice € GL'(2n, R) .

3.~ Fibrés induits, Fibrés quotients, Fibrds diagonaux.

GL(r , g9~ r 3 C) désigne le sous-groupe de GL(q , C) des matrices de la
b= (O AE) o A' € GL(r , C) A"eOL(q-r , C) et B une matrice

rectangulaire & r lignes et q - r colonnes. On définit de mdme GL(r ,q-r 3 R).

forme

[S(q » 0} désigne le sous-groupe de GL(q , C) des matrices triangulaires
dont tous les coefficients sont nuls au-dessous de la diagonale pr1n01pale. On
a D, 0) NU(q) = ™ = tore maximal de U(q) .
3.1.- Soit A €GL(r , q-7; C) 4 — 5 (& g,,)
h: G(r,q-r;0C) —— 5 CG(r, C) xG(g-r, C) dont le noyau est formé des
matrices de la forme

est un homomorphisme

G -

(pour simplifier 1'dcriture nous dirons qu'un é1ément de HI(X » G) estun G-
fibré).
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L'homomorphisme h associe & tout GL(r , q-r ; C) - fibré T deux fibrés
T oet T ol F estun GL(r , C) - fibréd et E" un GL(q -r , O)-

fibré. §' est le fibré induit, &" le fibré quotient de ¥ .

Par abus de langage on dira que le GL(g , C) - fibré T a T' et X"
pour fibré induit et fibré quotient s'il existe un GL(r , g - r ; C) - fibré
dont 1'image par GL(r , g -r ; C) ——> CGL(g , C) est & etquia T§' et

" pour fibré induit et fibré quotient. Soit ¥ un GL(g , C) -fibré différen-

tiable (ou continu) :

PROPOSITION 3.1.- Si € a T et E" pour fibré induit et fibré quotient
£= %o E

En effet GL(r , C) x GL(q—r , C). et GL(r , g-r ; C) ont tous deux comme
groupe compact meximal U(r) x Ulq - r) donc (théoréme 5.5 , exposé 17 )
B, (GL(r, ©) x Ghla~r, 0),) & K (X, (G{r, a-r; 0),) ; on peut
done prendre pour définir € un cocycle prenant ses valeurs dans le groupe
GL(r , C) x GL(g@ -r , C) , c'est-i&-dire de la forme

/gij 0
gij - \O n

e} ;
comme ici hgij = gij la proposition s'en déduit par définition méme de &' ,

E" et de la somme de Jhitnoy. '
3.2.~- Soit 4 € D(g, C) . L'application qui fait correspondre &4 A le k-idme
élément de la diagonale principale de A est un homomorphisme kPk :

A(a , ©) ¥
des complexes C . L'application LPk fait correspondre & tout - N(q , C)-

>0 ou ¥ = GL(1,'C) ecst le groupe multiplicatif du corps.

Al

fibrd S un C*-fibré (Pk v 3y e Eq sont appelés les fibrés diago-
naux de S . ’ .
Par abus de langage, on dira que le GL(q , C)-fibré ¥ a -gl s eee s “§q
pour fibrés diagonaux s'il existe un {(g , C) fibré dont 1'image par
A@, C) —_ 3 GL(g , C) est © etquia El y er s 5y pour £ibrés dia-
gonaux. ’

Soit & un GL(q , C) fibré différentiable (ou continu).

PROPOSITION 3.2.- 81 § 2 & , ..., ’éq pour fibrés diagonaux,

g - El@...@iq
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En effet C* x ... x C* ot (g, C) ont tous deux corme groupe compact ma-
q fois ‘

ximel le tore T% . Done (théordme 5.5 , oxposé 17 )
HHE, (CF x e x 0D ) A BN, (D e, 0))y) .

On peut donc prendre pour définir T un cocycle prenant ses valeurs dans le

* * N -
groupe C x ... x C c'est-a-dire de la forme

8y = e /
0 gq

ij
. s k . . . C o aas A
comme ici \Pk gij = gij , la proposition est démontrée par définition mime

de Ek et de la somme de Whitnoy.

REMARQUE 1.- Les propositions 3.1 et 3.2 sont en général fausses dans le cas ana-

lytique complexe.

REMARQUE 2.- Le paragraphe 3.1 ¢t la proposition 3.1 sont valables sans change-

ment dans le cas réel A condition de remplacer partout C par R .

3.3.- Appliquons maintenant le théoréme 5.2 de 1'exposé précédent pour savoir
quand un GL(q , C)- fibréd & (continu, Jdifférentiable analytique complexe) est
1'image d'un GL(r , g -r' 3 C)- fibrd ou d'un O(g , C)- fibrd.

Soit W un espace fibré & fibre vectoricl associé i 3; (fibre Cq) et E
l'espace fibré principal des isomorfhismes de ¢! dans wx . Soit (= = |
= B/GL(r , g - 3 C) la fibre

GL(g , O)/GL(r , @ -7 ; 0) 2 U(@)/U(r) x U(r - q) = Qc,a-r;0):
lrl”

]Wy est homéomorphe &
c'est une grassmannienne. Les trois fibrés W , E , sont tous associds 3

% . Supposons que ‘f]w ait une section s (continﬁe, différentiable ou
analytique complexe). Pour tout x ¢X , s(x) & [rjtdx . Or g?(r ,q~1 3 C)
- peut &tre identifié & 1l'espace des r-plans de ¢d .4 tout x ; la section @
fait donc correspondre un sous-espace w& de wx a r-dimensions. L'ensemble
des W) est un fibré ¥y 5 posons Wl = WX/W§ , et soit W" 1le fibré réunion
de € & GL(r,q-r;C), & admet donc un fibré induit %' ot un fibré
quotient &" . W' est associé & E' , W' & E" . De méme soit

W=E A, C) defibre CL(g, 0)/ A, ¢) = ul(g)/t? ; un point de

cette variété peut s'identifier & une suite d'espacesvectoricls emboitds
Iy €Ly € v €Ly = ¢t avec aim L,=7 , Ly=0. ’
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Supposons que DNy ait une section s(x) (continue, différentiable ou

analytique complexe) : s(x) est une suite LO,x Ll,x C vee C:Lq,x =W, .
L'ensemble dcs L gst un fibrd sur X de fibre CF , soit W( ) -
TyX r
Soit 4. le fibré, de fibre C° ocnsemble des Lr+1,x/Lr,x . D'aprés le
théoréme 5.2 , on peut restreindre le groupe structural de T a AN, ©) , T
admet donc das fibrés diagonaux 'gl s ey ‘§q et Ar est associé 3 'Er .

3.4.- Dans le cas réel on peut toujours appliquer la proposition 3.1. On peut donc

résumer 1'étude précédente dans la proposition suivante

PROPOSITION 3.4.- Soit § un GL(q , R)-fibré (continue ou différentiable) sur X ,

W un espace fibré & fibre B! associé a €t , E 1l'espace fibré principal asso-

cié des isomorphismes de R dans W, . L'espace fibré TJy = E/GL(r , q— ; R)
a pour fibre au-dessus de x 1la variédté de Grassmann des r-plans non orientés

de WX . Si rjb& a une section s(x) , c'est-3-dire si W a un champ continu
(resp. différentiable) de r-plans, 1l'ensemble des s{x) ecst un espace fibré W'
sur X de fibre R° ; 1'ensemble des WX/S(X) est un fibré W" de fibre RIT ,
W' est associé A un GL(r , R)- fibré §' , W" est associé & un

GL(q ~r , R)~fibrd " et S= &' @ $" , w=ud'@uW",

Dans cette proposition on peut remplacer partout non orienté par orienté i
I

condition de remplacer GL(g , RB) par GL'(q , R) etc... é{(r ,q-1r;3;R)

O+

par § (r, q-r;R)= 80(q)/s0(r) x 80(q - r) .




