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ANNEAUX HENSÉLIENS

J.-P. LAFON,(Exposé de LAFON, le 29.4.1957)

Faculté des Sciences de Paris
-:-:-.:- Exposé n° 19

Séminaire P DUBREIL et C. PI SOT

(ALGÈBRE et THÉORIE DES NOMBRES)
Année 1956/57

-:-:-:-

Cet exposé a pour but de donner quelques résultats; d’ailleurs les plus élé-

mentaires, obtenus par Nagata dans deux articles parus au Nagoya mathematical

Journal sur les anneaux henséliens.

Les anneaux henséliens ont été introduits par G. Azumaya comme des anneaux

locaux (non nécessairement noethériens) satisfaisant au lemme de He.nsel, et Azumaya
en donne une caractérisation générale ( ) .

Nagata, en vue d’application à des théorèmes d’irréductibilité et de normali-

té analytique, s’est surtout intéressé aux anneaux henséliens intègres et inté-

gralement clos. La partie centrale de ses articles concerne la théorie de l’hen-

sélisation i il existe en quelque sorte, à un isomorphisme près, un plus petit
anneau hensélien dominant l’annneau de départ et cet anneau, appelé hensélisation
de l’anneau de départ, possède un.grand nombre de propriétés très intéressantes.

Nous nous bornerons ici à donner des caractérisations d’anneaux henséliens

intègres et intégralement clos ; les démonstrations ne différeront de celles de
Nagata que par la forme et surtout par une concision moins grande, certains points,
probablement non évidents, n’étant pas ou peu explicités dans le mémoire original.

A.- ANNEAUX HENSÉLIENS

Dans tout cet exposé, nous entendrons par anneau un anneau commutatif à élé-

ment unité différent de zéro.

DÉFINITION.- soit A . un anneau et soit p un idéal premier de A . Nous désigne-
rons par A’ l’anneau quotient A/p . Si g(x) est un polynôme à coefficients

( ) La condition nécessaire et suffisante pour que 1 ’ anneau local A soit hensé-
lien est que pour toute extension entière finie B de °A e pour tout idéal i
ée B ’, tout idempotent de B ï puisse être relevé en un idempotent de B ,
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dans A~ sera le polynôme à coefficients dans A 
t déduit de g(x) par

réduction .module p de ses coefficients. ..

Un polynôme unitaire f(x) à coefficients dans A sera dit satisfaire au
lemme de Hensel localement en p si la propriété suivante est réalisée ? >
tou ’:.e décomposition f’(x) = g’(x) h’(x) de f’(x) en deux polynomes (unitaires)
à coefficients dans A’ ~ et h~(x) ~ sans racine commune~ peut être

"relevée"en une décomposition f(x) = g(x)h(x) ou g(x) et h(x) sont des re-

présentants unitaires de et dans Afx].. :,

Cette définition appelle quoique~ remarques : >

Si p n’est pas maximale le fait que g’(x) et h~(x) n’aient pas de ra-

cine commune (dans une clôture algébrique du corps des quotients de n’impli-
que pas que g’(x) et h f (x) soient étrangers ; par exemple~ x et x+a ’ où a’

est non inversible de A’ sont sans racine commune et ne sont pas étrangers. 0

Si A est intègre, il est inutile de dire représentants unitaires o

A sera dit localement hensélien ~n p si tout polynôme unitaire à coeffi-

cionts dans A satisfait au lemme de Hensol localement en p .

En fait, le cas le plus important est le cas où A est un anneau local,
c r est-à-dire n’ayant qu’un seul idéal maximal (sans la condition d’être noethérien
ou de vérifier le théorème dintersection de Krull) et où p est l’idéal maximal
de A. Nous dirons dans ce cas hensélien au lieu de localement hensélien en p.
Par exemple~ un anneau local, avec condition de complet est hensélien et
cette propriété est fondamentale pour les théorèmes de structure de Cohen.

~’" Structure des anneaux henséliens. .

A désignera un anneau local d’idéal maximal p : toutes les démonstrations

qui suivent sont diaillours valables pour tout anneau A et pour tout idéal ma-
ximal p de A . 11

PROPOSITION.- Pour que A soit hensélien, il faut et il suffit que tout polynôme
unitaire irréductible ( ) ~coefficients dans A satisfasse au lomme de Hensel

(localement en p).

( ) "irréductible~ signifiant que f(x) n’est divisible par aucun polynôme
unitaire à coefficients dans A . Cette remarque est évidemment inutile si A
est intègre.



La condition est évidemment nécessa,ire.

Elle es.t suffisante: i s>oit en effet 1’(x) polynome unitaire à coefficients

dans À ; peut être décomposé en u,n produit de polynomes unitaires irréducti-

bles: f(Y) - (f1(x))d1 ... (fn(x))dn sans unicité en général. Dire que les

£. (ii) satisfont au lemme dé Hensel, c’est dire que les f! (x) sont irréducti-

i 

i

bles ou sont puissances d 1 un polynome unitaire 
et irréductible de à"[x l i les

fl (x) sont donc en quelque sorte les facteurs irréductibles 
de f’ (x) , Il est

i

alors immédiat, que toute décomposition de £’ (x) en polynomes unitaires étrangers

peut être relevée au moyen des fi (x) ,

Nous supposerons donc £(x) irréductible dans À[x ] . Examinons successi-

vement les deux possibilités pour f " (x) .

1°) f’ (X) est irréductible :

Considérons /£ [x] / ( 1 (;) ) = à [1* ] : c’ ’ est une extension entière de À et

c’est un A-module libre de base 1 , a , ., , . , 
Montrons que 11[a ] est la-

Cal et que pA [ a ] cst scn idéal maximal: il suffi.t évidemment de montrer que:

m é = p .

C’est évident puisque tout élément de ùé[a ] s’exprime d ’une manière et d une

seule comme combinaison linéaire à coefficients dans 
A àe i , a , .. , , an-1.

Ài a ] /pll [a ] = À ’ [ à ’ ] Oll à ’ classe de a satisfait à f ’ (X ) = 0 ; do nc

à la 1/p à la 1 est un corps et il s ’ ensuit que pA[a] est maximal. Comme, d’autre

part, tout idéal maximal de A[a] co nti ent p.E [a ] , ji [a ] e st local.

2° ) f ’ (X ) = ( g ’ (x ) ) ~ où g ’ (x ) est irréducti~bl e dans fi- ’ [ x ] ~

M°ntr°nS que lÀ.[a j est encore local. Si q est un idéal maximal de à[a] ,

A[a 1/q = «/p [a ’ 1 ] Où a ’ e st la cl as s e de a modula q j en eff et q a à = p.a’ ,

satisfaisant à f’ (X) * ° > satisfait à g" (Xl = 0 . Si g(X) est un représentant

unitaire de g’ (") , q Contient g(a.> et par suite (p , ga» Àjaj = r .

Montrons que r est maximal: d’abord, r m fi- = p ; en effet

= f(Xl + P(") OÙ P(x> est un polynome à coefficients dans p ; il

s’ensuit que appartient à pÀja j et par suite que est

contenu dans . pA[a] ; Si Un él ément de v ~A n’appartient pas à j? , g(a)e-1
aurait tous ses coefficients dans p ; donc g(x)e-1 aurait tous ses coefficients

dans p et impossible. à [a ] /r = ] où a ’ satisfait donc à

g ’ (x) = 0 1 do nc , L. la i / r e st un corps et r e st maximal.



Si donc f (x ) irréductible satisfait an lemme de Hensel, A[x]/(f(x)) est

un anneau local. Soit b une racine quelconque do f(x) ~ A[b] est isomorphe à

A[x]/I si 1 est l’idéal des polynômes à coefficients dans A admettant a

pour racine ; or est isomorphe à et par suite, si
f(x) satisfait au lemme de Hensel, toute extension entière de A obtenue par
adjonction d’une racine de f (x ) e st un anneau, local. (3)

Nous nous bornerons maintenant au cas d’un anneau, 

Si A est un tel soit une extension entière monogène intègres
soit f(x) le polynôme unitaire de plus petit degré parmi les polynômes unitaires

à coefficients dans A admettant a pour racine ~ il irréductible.

THÉORÈME.- Une condition nécessaire pour que 1’anneau local intègre iL soit hen-

sélien est que toute extension monogène entière intègre soit loca.le. ,

Nagata a montre en se servant de sa théorie de l’hensélisation que cette con-

dition est aussi suffisante ( ) . Remarquons .n ’ est sans doute pas vrai en

général que, si f ( x ) e s.t unitaire irréductible dans A[xJ où A est un anneau,

l’ idéal f(x)AJ’x] soit premier et par suite 1 extension entière mo no gène
A[xli/(f(x)) n’est pas nécessairement intègre; C’est toutefois le cas si A est

intégralement clos intégralement fermé dans son corps des quotients).
Démontrons donc : 

THÉORÈME.- Si A est un anneau intègre et intégralement clos et si f(x) est un

polynôme unitaire à coefficients dans A et irréductible dp.ns 1 ~ idéal

f(x)A[x] est premier. 
~’

Soit k le corps des quotients de A . Montrons que 

=: f(x)k[x]nA[x] : i un élément de f(x)k[x] peut s’écrire f(x).g(x)/c où

g(x) est à coefficients dans A et où c appartient à appartient à
le coefficient du terme de plus haut degré de g(x)/c appartient à A et

par suite~ le coefficient du terme de plus haut deg.ré de g(x) est divisible par
b . Si g.(x) est obtenu à partir de g(x) par suppression du terme de plus haut

degré~ doit appartenir à A[x] ~ ..~

La condition nécessaire et suffisante pour que soit premier est

(3) La réciproque est d’ailleurs exacte comme le montrera la suite de l’exposé.
( ) Une démonstration directe ne parait pas immédiate. 

’



que f(x)k[x] soit premier dans k~Z ~ ; donc que f(x) soit irréductible dans

k[x] : il suffit évidemment de montrer premier dans A[x] impli-

que premier dans ût c’est évident. 

11 étant intégralement clos, f(x) irréductible dans implique f(x)

irréductible dans k[xj car une décomposition f(x) = g(x) h (x) dans k[x]

donne pour coefficients g(x) h.(x) des fonct~ions symétriques de racines

de f(x) dan s une fermeture algébrique de x~ , donc des entiers sur donc

des éléments de ~’..

COROLLAIRE 1.- Tout polynôme unitaire à. coefficients dans un anneau intégralement

clos A est décomposable de manière unique en un produit de polynômes unitaires

irréductibles de 

Si A ost intégralement clos et si f(x) est un polynôme unitaire à coef-

ficients dans li irréductible /(f (x) ) -- est donc une extension in-

tègre. Soit Lune fermeture algébrique du corps des quotients de et soit

b une racine quolconq ue do f (x) dans L ~ Les anneaux et sont

A-isomorphes comme les corps k(a) et sont k-isomorphes, d ’où :

COROLLAIRE 2.- Si b est une racine quelconque du polynôme dans un sur-

corps de k , le A-module A[b] est un libre do base 1, h , ... , 

si n est le degré de f(x) . 
’

Ce corollaire va nous permettre de montrer de manière simple dans le cas

d’un anneau local intègre et intégralement clos que la condition nécessaire énon-

cée précédemment pour que A soit hensélien est aussi suffisante.

Supposons en effet que A ne soit pas hensélien ; il existe donc un pol4Yno-.

me f(x) unitaire et irréductible de tel que fi (x) =

= ... (f’n(x))dn soit une décomposition de f’(x) en facteurs irré-

ductibles avec n au moins égal à 2 . Montrons que dans ces conditions A[a]
.où a est une racine de f(x) intègre) n’ost pas local.

Soit q un idéal maximal de ~q - ~‘~’ ~ a’ ~ où a’ , classe de

a module q satisfait à f’(x) = 0 ; donc puisque l~’~a’ ~ est intègre à

f’ 1 (x) - 0 pour un ’ i compris entre 1 et n ; si f. (x) est un représentant de

f ! (x) dans ~i~x ~ 9 q contient donc pi = (p , f . (a) ) l~~a ~ . 1 Montrons que les
p ! .sont "sur" p: ceci résulte comme dans 2° 3 du fait que A[a] est un A-

module libre de base 1, a , ... , an-1 ; il existe en effet g. (a) dont les



coefficients quand on l’exprime au moyen de cette base ne sont pas tous dans p

et tel que g. (a)p! soit contenu dans ... Par suite, A’(a’)
où a’ r satisfait à 0 , donc p’ est Reste à montrer que les

pi sont distincts : i or, .f. (x)A[x] + f . + y si i et j sont

distincts et ceci implique pi + = p’ " et sont donc distincts

puisqu’ils sont propres.

THÉORÈME FONDAMENTAL.- La condition nécessaire et suf fisante pour que l’ anneau ho-
cal A intègre e t intégralement clos soit hensélien est que toute extension en-

tière mono gène intègre de A soit locale.

, 
Remarquons qu’il est possible dans l’énoncé de ce théorème de remplacer

"toute extension entière monogène intègre" par toute extension entière intègre. Il
suffit, en effet, de montrer que si toute extension entière monogène intègre est
locale il en est de même de toute extension entière intègre : n soit B une telle

extension et supposons que ’ B ait deux idéaux maximaux distincts r et s ;

prenons a appartenant à r et n’appartenant’ pas à s et considérons 

les idéaux et sont maximaux, le premier contient a , le se-

cond no le contient pas :. ils sont donc distincts. 0

2.- Structure de s anneaux intégralement clos localement honsélicns un idéal premier.

L’introduction de ces anneaux nous sera utile pour la théorie de l’henséli-
sation d’un anneau local.

Nous allons ramener 1.’ étude de ces anneaux à 1’.étude d’ anneaux henséliens par
le procédé classique de passago à l’anneau des quotients.

PROPOSITION.- Soit A un anneau intègre et intégralement clos et soit p un

idéal premier de A . Si A es t hensélien, A est localement hensélien en p.

Soit, en effet, f(x) un polynôme unitaire à coefficients dans et sup-

posons que f’(x) = g’(x) h’(x) où g’(x) et h’(x) sont des polynômes unitai-
res à coefficients dans 1i’ et sans racine commune. Le corps des quotients de A’

est isomorphe au corps des restes 
° 

de A ; donc, la décomposition peut
être relevée en une décomposition dans Ap [x]:f(x) = g(x) h (x) ; les coefficients

de g(x) et h(x) sont entiers sur ~. , donc, appartiennent à ~~ et le relève-
ment se fait donc nécessairement dans ~~~x~ .



PROPOSITION.- Si toute extension entière intègre de A est locale, toute ex-

tension entière intègre de li n’a qu’un seul idéal premier "sur" p ~ et réci-

proquement.

Soit B une extension entière intègre de A ; nous pouvons la supposer in-
tégralement close ; si L est le corps des quotients de B , désignons par A

la fermeture intégrale de A dans L et par 3 le complémentaire de p dans

, . r. 

/B ’ ,.. ~

A ; il est évident que B =-: A~ ; ; si A n’a seul idéal premier p sur 
,

p , pq est l’unique idéal maximal de B . ( )

En utilisant les deux propositions, nous voyons que, si toute extension en-

tière intègre de A n’a qu’un seul idéal premier sur p ~ est hensélien en

vertu du théorème fondamentale et que, par suite, A est localement hensélien en

p . 
.

Il est d’autre part , facile de montrer quo, si A (non nécessairement.inté-

gralement clos)est localement hensélion en p ~ toute extension entière intègre
de A n’a qu’un seul idéal premier sur p . Soit, en effet, B une telle exten-

sion et supposons qu’il existe dans B doux idéaux premiers distincts q et r

sur p. Soit a appartenant à q et n’appartenant pas à r ; soit

f(x) = x~ + + ... + a le polynôme irréductible à coefficients dans A

dont a est racine : a = - a(a "+...+ appartient à q , donc à p.

Tous les coefficients de f(x) ne peuvent être dans p car, sinon, a serait

dans pB ~ donc dans r et il en serait de même de a. Supposons que

... , soient dans p et que a ne soit pas dans p ; f’(x) = 

où x et g’(x) n’ont pas de racine commune puisque g’(0) = a* . Ceci implique
que A n’est pas localement hensélien en p. ( )
THÉORÈME.- La condition nécessaire et suffisante pour que l’anneau A intègre
et intégralement clos soit localement hensélien en l’idéal premier p est que

toute extension entière intègre n’ait qu’un seul idéal premier sur p.

Comme dans le cas local, il est clair que les extensions entières monogènes
intègres suffisent pour cette caractérisation. 

"

(") Il est facile de montrer que les idéaux premiers sur p dans entier
sur A , correspondent biunivoquement aux idéaux maximaux de A [aj .

( ) Dans le cas d’un anneau intégralement clos, il est possible de raffiner cette
démonstration} et Nagata énonce le théorème suivant :
Un anneau A intégralement clos est localement hensélien en son idéal premier p
si et seulement si tout polynôme unitaire f(x) = x + + ... + a tel que

appartienne à A-p p (i = 2 , ... ~ n) a un facteur linéaire

x+a avec a = a1 modulo p . 



B.- HENSÉLISATION

Si A est un anneau intègre et intégralement clos et si p est un idéal

premier de A ~ nous nous proposons d’étudier la famille (H) des sur-anneaux B

de A intègres et intégralement clos 3 localement henséliens en un idéal premier
q sur p ~ et, de façon plus précise de montrer l’existence d’un plus petit élé-

ment de (H) ~ à un isomorphisme près sur A .

Plus généralement, soit A un anneau intègre et soit la famille des

sur-anneaux de A intègres et localement henséliens en un idéal premier q sur

l’idéal premier p de A :

THEOREME.- Si B appartient à (H.) y il on est de même de la fermeture intégrale
séparable B de A dans B ..

Posons q s = et montrons que B s est localement hensélien en q . s
Soit, en effet, f(x) un polynôme unitaire irréductible de Bs[x] et supposons

que, dans [x] ~ f’(x) = g’(x)h’(x) où g’(x) et h’(x) sont sans racine

commune. B étant localement hensélien en q et B/q étant un sur-anneau de

= dans où les deux polynômes g(x). et h(x)
ont pour images, dans g’(x) et h’(x) et sont donc sans racine commune.

Les coefficients de g(x) et h(x) sont évidemment entiers sur Bs ; montrons

qu’ils sont réparables sur le corps des quotients k de B : il suffit, en
s s

effet, de décomposer f(x) dans une fermeture algébrique du corps des quotients
k de B ; si f(x) est séparable, la propriété est immédiate ; sinon, il suffit

de raisonner sur les facteurs de g(x) , ils sont de la forme :
e e . e

x" - a" et les coefficients, à savoir 1 et a" sont séparables ; il s’ensuit

que les coefficients dans un produit de facteurs de ce type sont aussi sépara-
bles. Les coefficients de g(x) et h(x) sont donc entiers séparables sur Bs ,
donc entiers séparables sur donc appartiennent à B s y ceci est impossible
en vertu de l’irréductibilité de f(x) dans B [x] . Donc, B est localement

hensélien en q
s

REMARQUE : a fortiori, la fermeture intégrale B. de A dans B appartient à

(H~) .
Revenons maintenant à un anneau A intégralement clos et à la famille (H)

et démontrons que, dans ce cas, B est intégralement clos, donc, appartient à
(H) . Désignons, en effet, par k , K , les corps des quotients respectifs



de B , B et soit a appartenant à k et entier sur B : il est entier

sur A et, d’autre part, appartenant à ks est séparable sur k, donc, entier

séparable sur A; mais, il appartient à K et est entier sur B, donc appartient

à B , ce qui prouve qu’il est dans B~ .
~

Ceci nous permet, dans la recherche d’un plus petit élément dans (H), de

considérer la sous-famille des éléments de (H) entiers sur l~ . Nous désignerons

par L une fermeture algébrique du corps dos quotients de l~ et nous n’envisa-

gerons, dans ce qui suit, que la sous-famille (S) dcs éléments de (H) conte-

nus dans la fermeture intégrale sépa.rable ~ s de A dans L . . Soit gs un idéal

premier de L s sur p.

Nous admettrons sans démonstration le lemme suivant ( ) :
LEMME.- Soit À intègre et intégralement clos et soit K’ une extension algé-.

brique normale d.u corps des quotients de A . Soit 1 la fermcture intégrale do
il dans K’ . Si p~ et p2 sont deux idéaux premiers de 1~ ‘ tels que =

= A , p~ et p~ sont conjugués sur le corps des quotients de l~ .

Remarquons si A’ est la fermeture intégrale de A dans une extension

algébrique K’ du corps des quotients K de x~’ est intégralement clos et

admet K’ pour corps des quotients et que, réciproquement, toute extension entiè-
re intégralement close ~l’ do A est.la fermeture intégrale de l~ dans son corps

des quotients.

Soit donc A intègre et intégralement de corps des quotients K ~ et

soit A’ une extension entière intégralement close de A dont le corps des quo-

tients K’ soit normal sur K. Tout automorphisme de A’ sur li. peut être pro-

longé en un élément du groupa de Galois de K’ sur K et, réciproquement, la
restriction à A’ d’un élément de ce groupe de Galois est un automorphisme de A’

sur ~i ,

Supposons que K’ soit une extension galoisienne (normale et séparable) de
K , de groupe de Galois G . 0 Si p’ est un idéal premier de ~’ , 10 sous-groupe
H des éléments de G laissant p’ globalement invariant s’appelle le groupe de

décomposition de p’ par rapport à Si G est muni de sa topologie usuelle (8) ,

par exemple, 9 séminaire CARTAN-CHEVALLEY, 8, 9 1955/56, exposé 1 .

(8) BOURBAKI. Algèbre, Chapitre V, appendice II.



H est un sous-groupe fermé de G : en effet, ~i s de G applique p’ sur

distinct de p’ , prenons a dans p’ n’appartenant pas à p’ et soit K"

la sous-extension normale do K’ t engendrée par a sur K ~ si A" est la fer-

meture intégrale de A dans = est distinct de A"np’ . .
Il s’ensuit que s n’appartient pas au sous-groupe des éléments de G laissant

invariant ; ce groupe est un voisinage ferme de H ; donc s n’appartient
pas à la fermeture de H et H est ferme. 1)

~ ~
Soit alors K le sous corps de K’ invariant par H et soit A la ferme-

ture intégrale de A dans K ? ; A est l’ensemble des éléments de A’ invariants

par H et H est le groupe de Galois sur K ; A s’appelle l’anneau de décompo-
sition de p’ par rapport à A .

Pour qu’une extension entière intégralement close et plongée dans L s soit

localement hensélienne en q’ sur p, il faut et il suffit qu’il n’y ait dans

L~ qu.’ un seul idéal premier q~ sur q car, il n’y a, dans une extension en-

tière intègre de nécessairement purement séparable, qu’un seul idéal premier
sur il faut, donc, et il suffit que le groupe de Galois de L 

s 
sur A’

(c’est-à-dire du corps des quotients Ls sur le corps des quotients de A’)
soit un sous-groupe du groupe de décomposition H de q par rapport à A ; o il

faut donc et il suffit que A’ soit un sur-anneau de l’anneau de décomposition
A de q par rapport à A .

THÉORÈME.- A un A-isomorphisme près, tout élément de (H) contient l’anneau Â ,
appelé l’honsélisation locale de A on p.

Si  = qs~Â , l’anneau local Â s/appelle l’hensélisation de A en p

Il est clair que, si est un anneau local intègre et intégralement clos
d’idéal maximal p’ , hensélien, tel que A’ contienne A , A = p , alors
A’ copient à un A-isomorphisme près, l’hensélisa.tion de 1: en p *

Nagata montre est possible de supposer simplement A’ local intègre. 0
Nous n’aborderons pas ce problème. Il serait, sans doute, intéressant de définir
directement l’hensélisation d’un anneau local intègre et non intégralement clos et
de montrer, qu’en fait, dans le cas intégralement clos, cette hensélisation est
intégralement close.
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