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cr Exposé n® 17
Séminaire P. DUBREIL et C. PISOI
(ALGEBRE et THEORIE DES NOMBRES)

) e =S -

ESPACES FIBRES

(Mxposé de M. ZISMAN, le 1.4.1957)

Variétés analytiques complexes.

. ps ., . . ®
La définition de ces varidtés est analogue & celle des varidtés G (Cf.
exposé 7) . V est une variété analytique complexe (ou de classe C% ) si c'est

un espace topologique séparé possédant un recouvrement ouvert U = § U, % par

~

des ouverts Uy, homomorphes a des boules ouvertes de ¢" . On définit ainsi dans

chaque Uy des foyctions coordonnées zi (i=1,2, ... , n) . Dans Uu N Uﬂ

i . . A .
les coordonnées zy sont astreintes & &tre des fonctions holomorphes des coor-

2 J
données z)(3

maximal pour toutes ces propriétés. On étend alors sans difficulté la plupart des

, & jacobien non nul. On suppose enfin que le recouvrement U est

définitions de 1l'exposé 7 : anneau des fonctions holomorphes en un point, appli-

cation holomorphe d'une variété C*° dans une autre.

Remarquons qu'une variété anelytique complexe Vn, posséde une structure
induite de variété analytique réelle de dimension 2n : Uy est homéomorphe 3
une poule ouverte de R2n ; dans U, zi = xi + VF:I y; , et les 2n coordonndes
5; xi font de Vn une variété analytique réelle. Quand on parlera de 1l'espace
tangent en un point de Vn , ou des formes différentielles de Vn , i1 s'agira
toujours de 1'espace tangent et des formes différentielles définis par la struc—

ture réelle induite par la structure analytique complexe.

1.- Les ensembles H (X, G)) , H'(X , 6) » B (X, Gy) .

1.1.- Soit G un groupe, X un espace topologique, et U un ouvert de X .
L'espace des applications de U dans G, soit ( (U, G) est muni d'une struc-

ture de groupe. Dans la suite, nous distinguerons 3 sous-groupes intéressants de
M, ac) .

a) X est un espace topologique, et G un groupe topologique. | (U 5 Gc) est
le groupe des applications continues de U dans G .
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b) X est une variété différentiablec C° et G un groupe de Lie. ['(U , Gd)

. . 1ot . oo}
est le groupe des applications differentiables € de U dans G .

¢) X est une variété analyticue compnlexe et G un groupe de Lie complexe.
"(U, 6,) estle groupc des applications holomorphes de U dans G .
I1 est entendu gque dans toute la suite, lorsqu'on parle de Gc (resp. Gq ,
- . . 2 .o . €]
resp. Gg,) . X est un copace topologique (resp. variété différentiable C
resp. analytique complexe). On a évidemment (quand lcs trois groupes sont définis)

7 (e

C@, 6, c M, a)cl(,c).

Dans toute le suite de cot exposéd, les résultats et définitions seront va-
lables dans les trois cas. Pour simplifier 1'écriture nous écrirons done toujours

G au licu de G, (resp. Gy » Tesp. G, ).

Si VCU on a un homomorphisme
P(U 9 G) —— P(V ) G)

défini par la restriction & V des fonctions définies sur U .
On posera ' (U, G) =1 (el. neutre de G) si U=0.

1.2.- Définition de H (U , G).

Soit U= {'U4§ un recouvrement de X par des ouverts, et I(U) 1'ensem-
ble des indices intervenant dans le recouvrement. Un U-cocyele est une fonction f

by

qui, & 2 éléments ordonnés de I(U), fait correspondre un &lément fij

N telle
fij € r,(Ui Uj , G ) telle que

» i, 3, keI(u)

fij (x). fjk(x) = f.lk(x) si x€l, N Uj N o,

(la multiplication a lisu dans G ) .

On en déduit f.. = él. unité de V’(Ui , G)

.. fT.l
1] Jji

Deux cocycles f et f' wsont dits équivalents s'il existe, pour tout
i €I{(U) un &1lément g, € P(Ui , G) tel que

-1
! — 3
fij(x) = g (x) fij(x) gj(x) dans Uiiq Uj .

L'ensemble des classes d'équivalences cst ddsigné par Hl(U , G) (confert G

est un groupe abélien discret noté additivement, on prend pour (ﬁ(Ui , G) le
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groupe des applications constante de U dans G . Alors fij ast un 2 cocycle
de Gech du nerf Xy ot gt (v, @) 001n01de avec le groupe ainsi désigné précé-

demment) .

Si U<V , ona une application

ror HYU, 0) —y H'(T, 0

définie a 1'aide d'une projection p : I(V) 5 I(U) , mais indépendente de la

projection choisie (Cf. cxposé 11 , paragraphc 7) : on pose

(pf)r = £ os dans YV NV, pour tout U-cocycle f .
s 5 M+ -

I1 est alors immédiat que 1l'application ainsi définic passe su quotient par la
relation d'équivalence, et que 1'application rg 2insi obtenue est indépendante
de la projection choisie. La limite inductive du systéme des {H (v, @, rg i

est désignée par Hlky , G) .

Si U est un recouvrement quelconque, fij = unité de P(U flUJ , G)

est un cocycle particulier. Sa classe s'appelle la classe unité de H (Y , G) .

REMARQUE.- Par limite inductive, on entend la notion suivante : deux d&léments
. l ] l XX a s 2 + 1

Yy €5°(U0, G) ¥'e B (V, G) définissent le méme ¢lément de H (X , G)
si et seulement si il existe un recouvrement W , U<W , V<W tel que

o, v .,
Ty Y = Ty X .
1.3.- Les inclusions (quand elles existent) ['(U, G )c (U, Gy) c™u, G, )
induisent les applications

l(U

Hl(u, 6 ) < H ¢,) < (U, ¢)

Si h: G' —> G est un homomorphisme (resp. continu, resp. différentiable,
resp. holomorphe), on a des applications

*

p*: BHY(X, ') —s H(X, ©)

Si G'=G et si h(a) est 1'automorphisme intéricur h(a).g = 2t ga
h* (a) est bijectif.

l1.4.~ REMARQUE, Si G est commutatif, H'(X , G) est alors un groupe commuta-
tif. On pcut alors définir des groupes HY(X , G) suivant un procddé qui géné-
ralise la construction des groupes de Cech. Ceci sera fait dans un exposé ulté-

rieur.
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2.~ DEFINITIONS.
2.1.- On dit quc G opérc effectivement sur F (& gauche) si

a) (G "opdre") on a une epplication G x F __y F (ccntinue, resp. diffé-

rentiable, resp. holomorphec) notée (g , £) ——s g.f telle que

gl(g2 f) = g8, f , ef =1 (g1 ; 8, G, e=unité de G)

b) (G "effectif")
g.f=f pour tout fe€F ==g=c¢

en d'autres termes, G c¢st isomorphe & un groupe 4'homéomorphismes de F .

2.2.- Egpaces fibrés.

3 o w 3 L3
Un espace tepologique E (resp. varidté C, resp. variété analytique
complexe) est appelé espace fibré dec hase B (espace topologique, resn. variété
(D . ’ 'Y . 3 :
C™ , resp. variété analytique complexe) de fibre F (idem) de groupe structu-

ral G (topologique, de ILie, complcxe de Lie) et de projection p , si l'on a

a) p: E —> B surjective cst continue (resp. différentiable, resp. holo-
morphe)

b) G opere effectivement sur F & gauche.

c) il existe un recouvrement U = {Ui } de B par des ouverts et decs homéo-

morphismes (resp. isomorphismes différsntiables, iscmorphismes holomorphes)

-1 ¥
: 7 B :
h, : P (U.) Ji b3 tels que

a3 - _‘1 — bl
(1) si x e, hi(p (x)) = jx} xF

(2) il existe dcs g5 ¢ l (o, 0 U G¢)  (resp. Gy » Gy s Geo )

avec 1 :
hy hj (x, f) = (x, gij(x) .f) sl xel; 0 Uj f eF

pnl(x) est anpelée la fibre au-dessus de x 3 on la désigne par F (1) en-
traine que FX»% Fo.
REMARQUES. -

1°) I1 est immédiat que gij est un cocycle.

2°) G étant effectif, & 5 cst entiérement déterminé par h, et hj .

Cartes admissibles.—

Soit V un ouvert de B ¢t supnosons gqu'il cxiste un homéomorphisme hV s
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p—l(V) ~V x F ., Le gystéme (V , hy) est une carte admissible, si 1'on a, nour

tout tout Ui@ U

hy h;l (x, ) = (x, gV,i(X)' £

xeVNU, , £fehk) ol

e (v n Ui , G (resp. G, G G

gV,l c a’ 7w )

Etent donné » : E 3B , un cspece F , un groupe G vérifiant les proprié-
tés a et b de (2.2) et deux recouvrements U = %Ui'é , V= %Vj % de B

ayant les propriétds c¢ , on coanvient de dirc qu'ils définissent le méme fibré R

si toute carte admissibie pour U cst admissible nour V .

2.3.~ Homomorphismes.

Soient deux espaccs fibréds p: E__s B , p' ¢ E' _5B' ayant méme
fibre F et méme groupe structural G . Un homomorphisme h de E dans E'
est une apvlication (continue, resp. différentiable, resp. holomorphe)

h: E__yE telle que

a) la restriction de h & FX est un homoomorphisme de Fy sur unec fibre

'~

Fx' de E' . Zn d'autre termes, h induit unc anplication (que 1'on suppose con—
tinue, resp. différentiable, resp. holomorphe) h:B —— B' et le diagramme
h
B >]’E'
1]
p \L : v P
B s- B! cst commutatif.

b) pour tout x' e B' , il existe une carte admissible (V' , hv,)
hyo t p L(U') A V' xF de E'  telle que V= h" (V') ait les oropriétés
suiventes _
19) i1 existe un homéomorphisme hy pM;(V) ~V x F
( (v, hy ) est une carte admissible de E )
2°) by, hhZ' ¢ VxF __ V' x F

- . V
ro(x, £) o s(hlx) , gy(x). ) Gsp
avec gy © 7@, e) (resp. Gy » Gy 5 G )
Si B'=B h= identité, h homéomorphisme sur, on dit que h est un iso-

morphisme.
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3.1.- Constructicn 4'un cspace fibré a4 partir d'un cocycle de la base.

Soit U= iUig un recouvrement de B, ot ¥ = %gijAﬁ un U-cocycle. On

construit un fibrd E de bose B, de fibre F comme sult ¢ dans la réunion
.LJ Js F) on identifie
iel (bl x T) enbiil
f)e U, x F et . (x)f ) &2 U, x F sl xe U ~ U, .
(x , )CUJ (X’gl‘]())\'l j
E.  est alors un fibré de fibre F , bese B, groupe G, p: E __ 5B

étant défini per la projecction U xF—> U, .

PROPOSITION 3.1.- Les classes d'isomorphic de fibréds de base B, fibre F ¢t
groupe structural G , sont naturellemont c¢n corrcspondance biunivoque avec les
§léments de U (B, G) (resp. G, , Gy » Ggy) » L'¢lémont unité de H'(B , )

correspond au “fibré trivial™ E=B x F .

Seit Y = {g..% et y'= {gijg deux U~cocycles équivalents c'est-a-
dire g!. = -1 g;; 8; dans U, NU, avec ; € V’(U , G) .81 x e.Uj ,
posons h(x , f) = (x, g—l (x)f ) , c'est un hom@omornhlsme de Uj x F sur
U.xF .S xe U, N, , (x, f) et (%, g; (X)f‘) sent 1dentifiés dans EB"
Or h(x,gJ(h)f)~ (A,g (x)g (X)f)- (x , 85 ("c) (x).f) est
identifié & (x , g (x) £) danu EKJ h Aéfinit donc un homéomorphisme
"y

tures fibrées.

s B ¥ I1 ecst immédiat de montrer que c'est un isomorphisme des struc-

E est done détermind & une isomorphie nrés par la classe de cohomologie de
1 . BRY . . .
¥ dens H'(U, G) . D'autre part, si ULV et ry la projection associce,
U . - A 3 3 A
ry Y ety définissent l¢ méme fibré d'aprds la convention de (2.2), d'ol la

proposition.
 Tous les fibrés définis par la méme classe § € Hl(B , G) sont dits asso-
cids a §

3.2.-~ Le cas ol G n'est pas effectif.

Le scus-cnsemble H CG des éléments h qui laissent fixe tous les points
de F (hf =f f&F ) oot un sous—groupc fermé invariant dans G et G/H

est un groupe topologique qui opére offectivement sur F .

$i G cst de Lie, G/H aussi. Si G est complexe de Lie G/H aussi. On

a donc des applications naturclles
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1 1
H(B, ¢, ) — H (B, G/H )
H'{B, G, ) - s H'(B, G/H(q) :

83

H' (B, G,) — H' (B, G/Hw)

ce

oe

oo

Si EeH' (B, ) on dira par abus de langage que les fibrds associés & S

sort aspocids & & .

3.3.- Les espaces Tibrds principaux.

Si F=G, G opérant sur G par translation & gauche, on dit que E est

un espace fibré princinal.

‘s - - - 1 .
La proposition 3.1 montre quec dans chaque classe TeH' (B, G) il y a un

et un seul espace fibré principal de groune G .

PROPOSITICON 3.3.- & ©n : E 5B est un cspace fibré principal de groupe G ,

G opere cffectivement & droite sur E .

En effet, si (U, hU) cst une carte admissible, on définit un produit par
G dans U x G par
(x,8)g;=(x,8e8) , 8,8 € ,xel

et 1'on pose
(hy(x , g)).gy = hy(x, gg;)

cette application est indépendante des cartes choisles car si x e.Ui(\Uj

(x , g) ost identifid & (x, g.. 8 )

1d
et " il b 1" % ..o
(x , gg) (=, g;,e8;)
3.4.- Opérations élémentaires sur les Tibrés.
a) image inverse. Soit f ¢ & _M_%>B' une apnlication continue (resp.

différentiable, resp. holomornhe) . f induit unc application naturelle

o BB ,6) __oF (B, si TeH(B',0) , (%) aéfinit une

classe de fibrés sur B , 1'image inverse par £ de la classe de fibrés 7§ .
Soit E' un fibréd associdé & ¥ . On construit facilement un fibré associé

5 £°( %), soit E (notéd £F E') . B est le sous-espace de B' x B des points

(z' , x) tels que n'(z') = f(x) (xeB, z'€E') . La projection p: E __y B

est alors p(z' , x) = x . On vérifie sans peine que, si 1'on pose f(z' , x) = z',

l'application f ¢ E s E' induit un homomorphisme d'espaces fibrés.

b) Soit p ¢t E.___ o B un espace fibré principal de groupe G, et F un

espace sur lequel G opére (pas obligatoirement effectivement Cf. 3.2) . Nous
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x B ot

allons construire un cspace fibré

noté E x; F : on identifie (z , £) ¢ E

que G opere a gauche sur F ot & droite sur B
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fibre F , groupe structural G,

(z.g”" , e.f)

) Ex, F ot

G

-1 (ne pas oublier

E sont associés

- ~ l AY
& une méme classe de H° (B, @) .

4.~ fxemples d'espaces fibrés.

Soit G un groupc tonologique et H un sous-groupc formé, G/H 1'espace

des classes a gauchc ot p : G —> G/H 1la projection canorique. On dira que

p: G __5G/H admet une scction locale, e'il existe un voisinage U de p(e)
e = él. neutre de G) et une apolication (continuc resp. différentiable, resp.

U.—5 G

holomorphe) f : talle que p o f = identité de U ,
Si G

tiable. 81 G est un groupe de Lic complexc ot si le sous-groupe fermé H est

est un groupe de Lie, il existe toujours une scection locale différen-

aussi un groupe de Lie complexe, il existe toujours une scction locale différen-—
tieble.

PROPOSITION 4.- S'il existe une section locale p : G __. G/H
fibré principal de base G/H , nrojection p , fibre et groupe H 1'espace fibré
H

est un espace

est différentiable si G cst de Lie, analytique comnlexe si G et sont deg

groupes de Lie complaxes.,

PROPOSITION 4bis.- $'il cxiste une section locale pour le sous-groupe K CG ,

p: G/K __5G/H est un espaco fibré dec base G/H , projection P, fibre H/K
groupe H/Ko 5 KO étant le plus grand sous-groupe de K invariant dans H .
(K ¢H sont deux sous-groupcs fermés de G).

Si G est de Lie, 1'cspace fibré est différentiable, si G ost un groupe de

Lie complexe de méme que H ot K , il est analytique complexae,

DEMONSTRATION. - (de la proposition 4)

Soit f 1la section locale associde & 1'ouvert U de ple) . G opére 3
gauche sur G/H de renidre naturelic (notde g. x) et {g. U j est un recouvre-
ment cuvert de G/H quand g parccurt G . Soit ¢ : gU x H _— pfl(g U)

(x,h) g.f(g"l. x) .h (g"l%xegU on peut donc lui
appliquer f . On fait ensuite le produit dans G). On a bien p qé(x , h) = x

puisquo

1'application

= gg 'x

-— =

p(ef (g7 0)h) = o(ef(g™x)) = ep(rlelx)) x

%é est continue (resp. différentiable, resp. holomorphe) car f 1'est par
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hypothése de mdme que le produit dans G .

Pq est bilunivoque car gf (gulx)h = gf(g—lx’)h‘ == (en appliquant p aux
deux membres) x = x' et par consdquent h = h' .

qé est sur car si Y € p"l(g{I) , posons x = p( ¥ )egl; puisque ,
gf(g—lx) et Yy ont mdme image par ¢ , il existe h e E tel que ) = g.f(g "x).h,
et 1'on a bien ‘{E(x , h) = Y . Nous avons en fait exhibé 1'application inver-

se de 4% , soit b, p-l(gV) —> gU x H  qui est par construction con-
- tinwe (resp. différentiable, resn. holorornhe) .
Enfin soit x ¢ gUng'U
By hél (x , h) = hg.(g.f(g“lx).h) = (x , h')
avec h' = f‘l(g-lx‘) g'—l gf(g"lx)h . On nontre immédiatement que
f—l(gulx) g'_lgf(g—lx)' eMgun g'v, H) est un cocycle, C.Q.F,D,

APPLICATIONS.

a) Varidtdés de Stiefel : on a les structures fibrées

0(n) s 0(n)/0(p) , Uln) ——5U(n)/U(n)

b) grassmanniennes
0(n+n)/0(p) — 0(n+)/0(n) x 0(p)
est fibré principale de groupc 0(n)

U(n+p)/U(p) — U(n+p)/U(n) x U(p)
est fibré principal de groupe U(n).

Ces fibrations joueront un grand réle dans la suite.

5.~ Sections des fibrés.

On appelle section d'un fibré p : E ——> B une apnlication f : B_5E

continue (resp. différentiable, resp. holororphe) telle que pf = identité.

PROPOSITION 5.1.~ Un espace tibré principal de groupe G est équivalent au fibré

trivial si et seulement si il admet une scction.

a) Supposons que f : B _ S F soit une section. Si x ey , fx) e p—l(
done hi(f(x)) est défini et on peut édcrire hi(f(x)) = (x , gi(x)) ot
g € rYUi , G) . 81 x €U, nU,, ona ggl(x) gi.(x) g.fx) = ¢

. " Y ""1 '] J
(e = unité de G) en effet hihj (x , gj(x)) = (x, gij(x) gj(x)) et

U;)
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hgl (x , gj(x)) = f(x) ontraine by hy (x, g.(x)) = hi(f(x)) = (x, gi(x))
le cocycle g4j ¢st donc cchomologue 2u cocchL nnitd.
L) Supposons maintepent cu'il existe g. € fv(Ui , G) %el que

-1 ( «) = o

gy (x) g3 (x) ca(x) = ¢
posons *1( %) = ot (x , g3 (x)) pour xel, . Si xeU; 7 U, f (x) =
= n7t (% , gJ(y\) st par ccnuequent fi(x) h (x ) 84 (x) j(x))
= hgl (x , gj(x)) = fj(x) . Los £ définissunt done uno application f

1

B __E qui est une scotion puisque pofy=ph (x , gi(x)) =

COROLLAIRE.~ Un espace fibrd de groupe G st équivalent au fibré trivial si et

seulement si 1l'uspace fibrd orincinal assccié admet une section.

En cffot la propriété d'8tre équivelent & un fibré triviel est une nrooridté

gqui ne dénend que du cocycle gij .

5,2.~- Réduction du groupe structural.

Soit & e Hl(B , G) , E un fibré associd & T de fibre F et H un
sous-groupe ferné de G . (si G est un groupe de Lie complexe, on suppose en plus
que H est cussi un groupe de Lic complexe). Soit h : H
et b¥: HI(B, H) _.o H(B, G) :

%% ( , H) tcl que n* { = € , on dit que
1'on peut réduire le groupe structural G de E (ou & ) au sous-groupe H .

' 3 3 .
—— G 1'injection
'spplication correspondante des ensembles

de cohomologie. S'il oxist

&

Supposons maintenant que B soit un £ibré principal de groups G . Soit E/H
1'espace quotient cbtenu en identifiant 2z et 2z .g (2eB, geH) et ¢
E —> E/H 1la orojecticn ecancnique. On voit immédiatement que E est un
eopace fibré nrlnblnul de base B/H , groupe R , dont on désigne la classe dans
EY(E/H , H) par 'E .

PROPOSITION 5.2.~ Lc diagrarme suivent cet commutatif

E 9 u/H

ﬁ\\i& B k/ P

&

( P est 1l'application induite par o et p la projection E ___5.B )
E/H 3B et E __5B sont tous doux asscciés & T le promier a pour fibre
G/H , le¢ deuxidme G .

§ W désigne 1'application HN(B/H, H) .y H(E/E, G) ona

Ol S S
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(on suppose que H a unc section locale dans G Cf. paragraphc 4). La premiere
partie de la jémonstration cst une généralisation de cc qui a été fait au para-
graphe 4 . (cf. Steenrod, Topologic of fibre bunile Princeten n® 14 , paragra-
phe 9.6, p. 45).

Démontrons R i = % (c'ost-d-dire ?ﬁ T cst un fibré de base

B/H dont on peut réiuire le groupe structurel & H ) .

. . * - ‘s .
On peut cbtenir un fibré de la classe § de la manidre suivante :
. 0 H { rr —
soit W le sous-ensemble des points de (®/H) x B tels que P\u‘) = n(z)

(z' e B/H, z €8 W — E/H est lo fibré cherché. Soit d'autre part
W'=E xy G 1le fibré de fibre G obtenu par 1s construction du paragraphe

- *:. V 3
S E/H . W' ecst associé & n' T . Expli-

5.4.0 & partir du fibré -3 B
citement, W' est l'espace quotient de & x G obtenu en identifiant (z , g)
et (z.h, pt ¢) (zeB,geG,hel ) .W et W' sont isomorphes j en
offet si (z , g) ost un représentant atup éldment de W', (o (2) z.g) est
un &lément de W indépendent du choix du représentant. On définit ainsi un ho-

momorphisme W' ——=> W dont on montre immédiatement gqu'il est un isomorphisme.

/ '\ . 3 . - . 3
THEOREME 5.2.—- La condition nécessaire ot suffisante pour gue 1'on puisse réduire

N ’ » . s < 2 1
A H le groupe structural des fibrés associés d © el (B, G) est que 1'espace

fibré associé P : E/H > B (mémes notations quc ci~lessus) ait une section

W4
s . Posons M = F(CE ). &) représente un fibré sur B de groupe H ot
*

n*m = & . Il cxiste des cartos admissibles pour le fibré E, 5 U, x G %
7.l e vement do telle ) ~ I i ‘ 1.
( iUi g ost un recouvrement de B ) telles que gij(x) e si xely ﬁ'LJ

le cocycle gij représentant E; si 1'on congidere gij(x) comme appartenant

4 G, représentant n si 1'on considére gij(x) comme anpartenant & H .

Enfin si x & U , s(x) = (x, a(c)) o e= 41, unité de G .

(peur 1la démonstration voir Steenrod naragraphe 9.4).

5.3,- Cas d'existence de sections.

La réduction du groupe structural est une opération imnortante, lorsqu'elle
est possible. Ce qui précéde nous montre donc 1'intérdt qu'il y a & savoir re-

connaitre si un fibré posséde cu non des sections. Dans ce qui sult nous suppose-

rons que B cst unc variétd différentiable ¢® génombrable a 1'infini (c'est-a-

dire réunion dénombrable d'enscmbles compacts) .

On démontre alors le théoréme suivant. (Steenrod paragraphe 12)
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THEOREME 5.3.- Soit p : E
dont la fibre F st contractible (exposé 14, paragrache 2.3

—>

cr s RPEN 1
B un espace fibré associé 3 § e H (R, G,)

3 i1 existe alors

une section continue,

. 1, . X
On Aémontre d'autre part que si  § € H (B, GH) , 1'existence d'une section
A 0 . - ) w
continuc entrainc celle d'une secticn Aifférentiable C . Le théoréme 5.3 est

done valable £i 1'on remplace continu par différentiable (Steenrod paragranhe 6.7).

THEOREME 5.4.- (Cartan, Mostow, Iwasawa) Soit G un groupc de Lic connexe et H

un sous-groupe compact maximal de G . Alors G = H.K ou ¥ est isomorphe a un

espace euclidien, Donc :

/ ~
THEOREME 5.5.~ Tout, espace fibré de groupe G conncxe peut &tre réduit & un es-

pace fibré de groupe H , oi H est un sous-groupe compact maximal de G .

Bn effet le fibré associé de fibre G/H admet une section diffdrentiable
d'aprés 5.3 et 5.4.

1 .

(B, Hy)

En d'asutres termes Hl(B , Gd) X H 4




