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ESPACES FIBRÉS

M. ZI SMAN,(expose de ZISt1AN, le 1.4.1957)

Faculté des Sciences de Paris
"~"~"~ Exposé n° 17

Séminaire P. DUBREIL et C. PISOT

(ALGÈBRE et THÉORIE DES NOMBRES)
Année 1956/57

Variétés analytiques complexes.

La définition de ces variétés est analogue à celle des variétés C~ (Cf.

exposé 7) . V est une variété analytique complexe (ou de classe si c’est

un espace topologique séparé possédant un recouvrement ouvert U = { U03B1 } par

des ouverts U~ homomorphes à des boules ouvertes de On définit ainsi dans

chaque U~ des fonctions coordonnées z~ (i = 1 , 2 , ... , n) . Dans U~
les coordonnées z~ sont astreintes à être des fonctions holomorphes des coor-

données z" ~ à jacobien non nul. On suppose enfin que le recouvrement U est

maximal pour toutes ces propriétés. On étend alors sans difficulté la plupart des
définitions de l’exposé 7 : anneau des fonctions holomorphes en un point, appli-
cation holomorphe d’une variété C’~ dans une autre.

Remarquons qu’une variété analytique complexe possède une structure
induite de variété analytique réelle de dimension 2n : U~ est homéomorphe à

une boule ouverte de R ~ ~ dans U~ z~ = + V-T et les 2n coordonnées

font de V une variété analytique réelle. Quand on parlera de l’espace
tangent en un point de V , ou des formes différentielles de Vn , il s’agira
toujours de l’espace tangent et des formes différentielles définis par la struc-
ture réelle induite par la structure analytique complexe.

1.- Les ensembles G ) , H1(X , G,) , G03C9) .
1.1.- Soit G un groupé, X un espace topologique, et U un ouvert de X.

L’espace des applications de U dans G ~ soit rBU ~ G) est muni d’une struc-

ture de groupe. Dans la suite, nous distinguerons 3 sous-groupes intéressants de

G) . 0

a) X est un espace topologique? et G un groupe topologique. G ) est
le groupe des applications continues de U dans G.
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b) X est une variété différentiable C et G un groupe de Lie. 0393(U , G-)
est le groupe des applications différentiables C de U dans G ..

c) X est une variété analytique complexe et G un groupe de Lie complexe.

~ (Il , est le groupe des applications holomorphes de U dans G .

Il est entendu que dans toute la suite? lorsqu’on. parle de G (resp. Gd ,

resp. 0 X est un espace topologiquc (resp. variété différentiable C~ ,
resp. > analytique complexe). / On a évidemment (quand les trois groupes sont définis)

Dans toute la suite de cet exposé, les résultats et définitions seront va-
lables dans les trois cas. Pour simplifier l’écriture nous écrirons donc toujours
G au lieu de ~ c (rosp. Gd ’ resp r ~~w ) .

Si VCU on a un homomorphisme

défini par la restriction à V des fonctions définies sur U .

1.2.- Définition de H~(U , G).
’ 

Soit U == - Ui ’B un recouvrement de X par des ouverts, et l(U) l ’ ensem-

ble des indices intervenant dans le recouvrement. Un U-cocycle est une fonction f

qui, à 2 éléments ordonnes de I(U), fait correspondre u.n élément f..
fij ~ 0393 (Ui ~Uj , G) telle que 

(la multiplication a lieu dans G ; ~

Deux cocycles f et f’ sont dits équivalents s’il existe, pour tout
un élément g. ~. 0393 (Ui , G) tel que

L’ensemble des classes d’équivalences est désigné par H (U ~ G) (confert G

est un groupe abélien discret note additivement, on prend G) le



groupe des applications constante de U. dans G . Alors f. _ est un 2 cocycle

do Cech du nerf XU et H1(U , G) coïncide avec le groupe ainsi désigne précé-

demment) .

définie à n’aide d’une projection p : l(V) -.-~l(U) ~ mais indépendante de la
projection choisie (Cf. exposé paragraphe 7) : 1 on pose 

’

Il est alors immédiat que Inapplication ainsi définie passe au quotient par la

relation d’équivalence, et que Inapplication ainsi obtenue .. est indépendante
de la projection choisie. La limite inductive du système des G) ~ 
est désignée par G) .

Si U est un recouvrement quelconque, f.. =: unité de Ui , G)
. 1J -L 

~ J
est un cocycle particulier. Sa classe s’appelle la classe unité de H (X ~ G) .

REMARQUE.- Par limite inductive~ on entend la notion suivante : deux éléments

~6ir(U ~ G) )(’ ~ G) définissent le même élément de G)
si et seulement si il existe un recouvrement W , U  W , V  W tel que

V - rVW 03B3’ .

1.3.- Les inclusions (quand elles existent) 0393(U , G03C9) c 0393(U , G.) Gc )
induisent les applications

Si h i G’ ~ G est un homomorphisme (resp. continu, resp. différentiable,
resp. holomorphe), on a des applications

Si G’ = G et si est llllutomorphisme intérieur h(a).g = a ga
est bijectif.

~.4~ -- REMARQUE. Si G est commutatif, H~ (X , G) est alors un groupe commuta-

tif. a On peut alors définir des groupes Hn (~ ~ G) suivant un procède qui géné-
ralise la construction des groupes de Cecho Ceci sera fait dans un exposé ulté-

rieur.



2.- DEFINITIONS.

2.1.- On dit que G opère effectivement sur F (à gauche) si

a) (G "opère") on a une application G x F ~ F (continue, resp. diffé-

rentiable, J 0 holomorphe) notée f) ~ g.f telle que

en d’autres termes, G est isomorphe a un groupe d’homéomorphismes de F .

2.2.- Espaces fibrés.

Un espace topologique E (resp. variété r0Sp variété analytique

complexe) est appelé espace fibre de base B (espace topologique, resp. variété
C°~ , resp. variété analytique complexe) de fibre F (idem) de groupe structu- ’
ral G (topologique, de complexe de Lie) et de projection p, si l’on a

a) p : t E ~ B surjective est continue (resno différentiable, resp. holo-

morphe)
b) G opère effectivement sur F à gauche.

c) il existe un recouvrement U = ~ U. ~ de B par des ouverts et dos homéo-

morphismes (resp. isomorphismes différentiables, isomorphismes holomorphes)

p (x) est appelée la fibre au-dessus de x ; on la désigne par F . (l) en-
traine que Fx ~ F .

REMARQUES. -

1°) II est immédiat que g.. est nn cocycle.
~ 

"

2~) G étant effectif~ g.. est entièrement détermine par h. et h.
~-J i J

Cartes admissibles.-

Soit V un ouvert de B et supposons qu’il existe un homéomorphisme hV s



F Lp système (y , h ) est une carte admissible, si l’on a, pour

tout tout Uj ~ TJ

Etant donné p : E ~ B , un. espace un groupe G vérifiant les proprié-
tés a et b de (2.2) et deux recouvrements {Ui} , V = {Vj} de B

ayant les propriétés c , on convient de dire qu’ils définissent le même fibre E

si toute carte admissible pour U est admissible pour V .

2.3.- Homomorphi smes.

Soient deux espaces fibres p s E _-~ B ~ p~ ~ * E’ _~B’ ayant même

fibre F et même groupe structural G. Un homomorphisme h de E dans E’

est une application (continue; resp. différentiable, resp. holomorphe)

__~. E’ telle que

a) la restriction de h à F est un homoomorphisme de F sur une fibre

F , de E~ . o En d’autre termes, h induit une application (que l’on suppose con-
tinue, resp. différontiable, resp. holomorphe) h : > B ~ B’ et le diagramme

b) pour tout x’ G B’ , il existe une carte admissible 

hy, s P~(V’) ~ V x F de E’ telle que V= h"~(V) ait les propriétés
suivantes

il existe un homéomorphisme h~. ? o p" (V) ~V x F
( (V ~ est une carte admissible de E )

Si B’ = B h = identité, h homéomorphisme sur, on dit qae h est 

morphisme.



3.1.- Construction espace fibre à partir d’un cocycle de la base.

Soit U = an recouvrement de B , et Y= {gij} un U-cocycle. On

construit un fibre E do base B , de fibre F corme suit : dans la réunion

(U. x F) on identifie 

’

E. est alors un fibre de fibre F ~ base B , groupe G~ p : E 20142014~B
étant défini par la projection U. x F 2014-~ U..
PROPOSITION 3.1.- Les classes d’isomorphie de fibres de base B , fibre F et
groupe structural G p sont naturellement en correspondance biunivoque avec les

éléments de G) (resp. G , G , G~) . unité de G)

correspond au "fibré trivial" E==B x F o

Soit y = {gij} et B’ =: {g’ij} deux U-cocycles équivalents c’est-à-

dire dans avec 

posons h(x , f) = (x , g. (x)f ) , c’est un homéomorphisme de Uj x F sur

U. x F c Si x e U. n U, , (x , f) et (x , gij(x)f ) sont identifies dans E .h(x , g-1j(x)gij(x)f ) = (x , g’ij(x) g-1j(x).f ) estlJ i 
-"- lJ lJ J

identifie à (x , g7 (x) f) dans E , h définit donc un homéomorphisme

E.. ~ E .., .11 est immédiat de montrer que un isomorphisme des struc-

tures fibréGs. ..

E est donc détermine à une isomorphie près par la classe de cohomologie de

03B3 dans G) . D’autre part, si et rUV la projection associée,

r~ V et y définissent le même fibre diaprés la convention de (2.2)~ d’où la

proposition.

Tous les fibres définis par la même classe 03BE ~ H1 (B , G) sont dits asso-

ciés à 03BE .

3.2.- Le cas où G n’est pas effectif.

Le sous-ensemble H CG des éléments h qui laissent fixe tous les points
de F (hf = f f ~ F ) est un sous-groupe fermé invariant dans G et G/H
est un groupe topologique qui opère effectivement sur F.

Si G est de Lie, G/H aussi. Si G est complexe de Lie G/H aussi. On

a donc des applications naturelles s



Si ~ ~ G) on dira par abus de langage que les fibres associés à t ~

3.3.- Les espaces fibres principaux.

Si ? -n G , G opérant sur G par translation à gauche, on dit que E est

un espace fibre principal.

La proposition 3.1 montre que dans chaque classe G) il y a un

et un seul espace fibré principal de groupe G..

PROPOSITION 3.3.- Si p : E ~ B est un espace fibre principal de groupe G ,

G opère effectivement à droite sur E . ,

En effet, si (U ~ h.J est une carte admissible, on définit un produit par

G dans U x G par

cette application est indépendante des cartes choisies car si x 

304.- Opérations 

a) image inverse. o Soit f t ~!v .._..~..~. B ’ 
t 

une continue (re sp o

différentiable, rosp a holol10rph.e) o f induit une application naturelle

f ~ i G) __.~~~ ~ (L , G) si ~ ~~ H~ ’ (B’ 9 G) , z ( ~ ; définit une

classe de fibres sur B, l’image inverse par f de la classe de fibres "~ .
Soit E’ un fibre associa a ~ , On construit facilement un fibré associe

à f ~ ~) ~ soit E (noté f* E’) . . E est le sous-espace de x B des points

(z’ , x) tels que n’ (z’ ) = f (x) (x E B , z ~ ~=~ ~’ ) . . La projection p ~ t E .~,, B
est alors p(z ’ , x) = x . e On vérifie sans peine que, si l’on pose f(z ’ , x) = z’ ~

l’application f ~ i ~~ _...~.~ ~’ induit un homomorphisme d’ Gspaces fibres. 0

b) Soit p : ô E ._.._..~.. B un espace principal de groupe G, et F un

espace sur lequel G opère (pas obligatoirement effectivement Cf. o 3.2) . Nous



allons construire on espace fibre Et sur B do fibre F ~ groupe structural G~
noté E G F : on identifie (z, E x F et (z.g-1 , g, f) (ne pas oublier
que G opère à gauche sur F et à droite sur E ) E x F et E sont associés
à une même classe de H ! (B , G) .

4.- Exemples d’espaces fibres.
Soit G un groupe topologique et Ii un sous-groupe fermée Girl l’espace

des classes à gauche et p > G 20142014~ G/H la projection canonique. On dira que

p : G 20142014~G/H admet une section locale, s’il existe un voisinage U de p(e)
e = él. neutre de G) et une application (continue resp. différentiable, resp.
holomorphe) f i U ..2014~ G telle que p o f ~ identité de U . p

Si G est un groupe de Lie, il existe toujours une section locale différen-
tiableo Si G est un groupe de Lie complexe et si le sous-groupe fermé H est

aussi un groupe de Lie complexe, il existe toujours une section locale différen-
tiable. 0 .

PROPOSITION 4.- S’il existe une section locale p i G est un espace
fibre principal de base G/H, projection p, fibre et groupe H l’espace fibre
est différentiable si G ~s~ de Lie, analytique complexe si G et H sont des

groupes de Lie complexes. s

PROPOSITION 4bis. - S’il existe une section locale pour le sous-groupe K 

p ~ G/K 20142014~G/H est un espace fibre de base G/H ~ projection p ~ fibre H/K
groupe K~ étant le plus grand sous-groupe de K invariant dans H .

(K CH sont deux sous-groupes fermés de G) ,
Si G est de Lie, l’espace fibre est différentiable, si G est un groupe de

Lie complexe de même que H et K , il est analytique complexe,

DÉMONSTRATION.- (de la proposition 4) 

Soit f la section locale associée à.l’ouvert U de o(e) . G opère à
gauche sur G/H de manière naturelle (notée g. x) et U ~ est un recouvre-
mont ouvert de G/H quand g parcourt G . Soit ~ ~ i x H __~ 
l’application (x , h) 20142014~ x) .h eU on peut donc lui
appliquer f . On fait ensuite le produit dans G). On a bien h) = x
puisque 

= = = x

03C6g est continue (resp. différentiable, resp. holomorphe) car f l’est par



hypothèse de même que le produit dans G . 0

fg est biunivoque car gf == 
1 

appliquant p aux

deux membres) x = x’ et par conséquent h = .

est sur car si ~ &#x26; p" (gU) , posons x = p( j’ ) e gU j puisque
gf(g x) et 03B3 ont même image par p , il existe h e H tel que 03B3 =
et l’on a bien 03C6g (x , h) = y . . Nous avons en fait exhibé l’application inver-
se de soit p" 20141 (gV) ~ gU x H qui est nar construction con-

. tince (resp. différentiable, resp. holomorphe).

APPLICATIONS. o

a) Variétés de Stiefel : on a les structures fibrées

est fibre principal de groupe U(n). o

Ces fibrations joueront un grand rôle dans la suite.

5.- Sections des fibres.

On appelle section d’un fibre p i E ~ B une application f i B ~ E
continue (respo différentiable, resp. holomorphe) telle que pf = identité. 0

PROPOSITION 5.1.- Un espace fibre principal de groupe G est équivalent au fibre
trivial si et seulement si il admet une section.

a) Supposons que f i B Z soit une section. Si x f(x) ~ 
donc h~(f(x)) est défini et on peut écrire h.(f(x)) = (x , g.(x)) où

g . G 0393(Ui , G.) . Si x e U. g-1i(x) gij(x) g. (x) = o

(e = unité de G) en effet hih-1j(x , gj(x)) = (x , gij(x) g (x)) et



COROLLAIRE.- Un espace fibre de groupe G équivalent au fibre trivial si et

seulement si l’espace fibre principal associa admet une section.

En effet la propriété d’être équivalent à un fibre trivial est une propriété

qui ne dépend que du cocycle gij .

5.2.- Réduction du groupe structural. o

Soit 03BE ~ H1(B , G) , E un fibre associe à 03BE de fibre F et H un

sous-groupe fermé de G . ( si G est un groupe de Lie complexe~ on suppose en plus

que H est aussi un de Lie complexe). Soit h : H ~ G l’injection

et h* : H1(B , H) ~ H (B , G) Inapplication correspondante des ensembles

de cohomologi,e. S’ il- existe 03BE ~ H1(B , H) toi que h* 03BE = 03BE , on dit que

l’on peut réduire le groupe structural G de E au sous-groupe H .

Supposons maintenant que E soit un fibre principal de groupe G . Soit E/H

l’espace quotient obtenu en identifiant z .g , et or- ? t

E ~ E/H la projection canonique. On voit immédiatement que E est un

espace fibre de base E/H , groupe H p dont on désigne la classe dans

H"(E/H , H) par 03BE .

PROPOSITION 5.2.- Le diagramme suivant commutatif



(on suppose que H a une section locale dans 0 4). La première
partie de la démonstration est 

une généralisation do ce q.. a et. ta.t 
au ..ra

graphe 4 . (Cf. Steenred, Topologie of fibre bundle Princeton n° 14 , 

phe 9.6, p. 45).

Démontrons h~=P~ (c.est-a-dire ?~ est un fibre de base

E/H dont on peut réduire le groupe structural 
à H ) . .

On .eut obtenir un fibre de 
la classe 03C1* 03BE de la manière suivante i

.oit il Be sous-ensemble des points de (E/H) . E tels que 03C1(z’) = p(z)

(... E/H , z ~ E) W ~ E/H est le fibre cherché. Soit d’autre part

M. = le fibre de fibre G obtenu par la construction du paragraphe

30 40b à partir du 03C3- .1? ~ E/H . W est associe a h* 03BE . Expli-

citement, W’ est l’espace quotient de E.G obtenu en identifiant (z , g)

et ~.h , h-~g ) (.6 E ~ ~G . h .H ) .W et W sont isomorphes ; en
effet si (z . g) est un représentant d’un client de W . ( r-(z) ...g) os.

un élément de M indépendant du choix du représentant. 
On définit ainsi un ho-

momorphisme W. ~ W dont on ..outre immédiatement qu’il est un isomorphisme.

THÉORÈME 5.2.- La .option nécessaire et suffisante pour que 
l’on puisse réduire

, B ,. des fibres associés~ -~H~B~G) est que 1 espace

fibré associé P : i E/H ~ B notations que ci-dessus) ait une section

.. pesons ~ = s*( 03BE ) . ~ B de groupe H et
= ~ . Tl existe des cartes 

le fibre E , -! ~
( {Ui} ) est on recouvrement de" B ) s que si 

g.. représentant 03BE si l’on considère gij(x) comme appartenant
a G , représentant ~ si l’on considère gij(x) comme appartenant à H .

Enfin si x ~ Ui , s(x) = (x , G-(e)) où e = él. unité de G . 

(pour la démonstration voir Steenrod paragraphe 9.4).

5.3.- Cas d’existence do sections. 
’

La réduction du groupe structural est une opération importante, lorsqu’elle

est possible. Ce qui précède nous montre donc l’intérêt qu’il 
y a à savoir re-

connaître si un fibre possède ou non des sections. Dans ce qui 
suit nous suppose-

rons que B est une variété différentiable C~ dénombrable à l’infini ( c ’ e st-à-

dire réunion dénombrable d’ensembles compacts). 

On démontre alors le théorème suivant. (Steenrod paragraphe 12)
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THÉORÈME 5.3.- Soit p i E ~ B un espace fibre associe à 03BE ~ H1(B , Gc)
dont la fibre F ’3st contractible (exposa 14, paragraphe 2.3) ; il existe alors

une section continue.

On démontre d’autre part que si 03BE 6 Gd) , l’existence d’une section
continue entraîne celle d’une section différentiable C~ . Le théorème 5.3 est

donc valable ci l’on remplace continu par différentiable (Steenrod paragraphe 6.7).

THÉORÈME $.4.- (Cartan, Mostow, Iwasawa) Soit G un groupe de Lie connexe et H

un sous-groupe compact maximal de G . Alors G==H.K ou K est isomorphe à un

espace euclidien. Donc :

THÉORÈME 5.5.- Tout espace fibre de groupe G connexe peut être réduit à un es-

pace fibre de groupe H y où H est un sous-groupe compact maximal de G ..

En effet le fibre associé de fibre G/H admet une section différentiable

d’après 5.3 et 5.4.

En d’autres termes G.) H )


