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Exposé n° 14

HOIMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DE éECH, II.

(Exposé de M. ZISMAN, le 11 mars 1957).

1.~ On démontre les théorémes suivants :
1.1. 81 X est rédult & un point, H (X; §)=8%x; 6)=0 q>0
Hy (0 )= H0(K; 6) =G
(Pour 1a définition des groupes d'homologie & coofficients dans un groupe
G , voir 1'annexe).

1.2, Une application contimie f : (X , A) —> (Y, B) induit des

applications
¥

£, + B, 50 — H (Y, B G)

£ ¢ 84(Y, B;G6) — HYX, 4 ; Q)

13.8 £: X,4)—> (Y,B) et g: (Y, B) —> (Z,C) sont
2 applications continues,

¥ *

ef), =g, T, (ef)” = £ ¢

1.4. Homotopies : 81 £ et g: (X, ) —> (Y, B) sont deux applica-

*

tions continues homotopes (c'est-a-dire s'il existe une application continue

Flx, t): @xI,4AxI)—> (¥, B) I=[0, 1], telle que
Fix, 0) =f(x), F(x, 1) = g(x) pour tout x ¢ X)
on a : f =g = g*

* *

1°5f Excision : Soit U un ouvert de X dont 1'adhérence est contenue
dans 1l'intérieur de A . L'inclusion f ; (X-U , 4-U) —s» (X , A)
induit des isomorphismes

£ Hq(X-U,A-U;G)«.xHq(X,A;G)

o B, L4302 ®X -0, A~

A

G)

e

1.6. Suite exacte : On a une suite exacte

o PR
— B, 450 5 8%k ; 6) S rlG;0) s, B (2 a50) —
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oh i est 1'inclusion 4 —> X et j liinclusion (X, §) —> (X, &) ;

la suite correspondante en homologie n'est pas exacte en général,

1.7. Si f est une application continue (X , &) —> (Y, B) , 1le

diagramme suivant est commutatif :

. ¥ .3
—s 141, B0 - 1%y ;e = ®Y((3B; ) N %y, B ) —s

lf | ifl lfz [ £
o i?& q S q+1 h)

— 1@, a6 L mlg; 6 S ;6 2 ™M@, 4 0) —
ou fl est 1'application X —= Y induite par f et £, 1tapplication
A ——= B induite par f .

1.1, est immédiat ; 1.2. et 1.3. seront démontrds & la fin de 1l'exposé.

Pour les démonstrations de 1.4. - 1.7. , on renvoie & la bibliographie.

2.~ Premiéres applications des théorémes généraux.

2.1. Soit £ :+ (X, a) ~> (¥, B) un homéomorphisme. Alors
HOK, & G)~H (Y, B;a) ot WX, 436 8@M,B;6) : on

N

applique 1.2. et 1.3. & f et a llapplication inverse £ 13 (Y, B) —>(X, 4).

2.2. Espaces homotopiquement équivalenis. On dit que (X , &) et (Y, B)
sont homotopiquement équivalents s'il existe 2 applications '
f:X,A4)— (Y,B) et g: (Y, B)— (X, 4) telles que gf
(resp fg) soit homotope & 1'identité de (X , 4) (resp (Y , B)) . Dans ces

-1
Pt g* .

conditions, £" et f_ sont des isomorphismes, et £ =g _
En effet, (i‘g)*e =f g, (1.3.) et (fg)& = identité (1.4.) .
Soit f, g, =1d de méme g, f,=4d .

On montre de méme que les applications vertizales du diagramme 1.7. sont

alors des isomorphismes.

2.3. Espaces contractibles, retracts. On dit qu'un espace X est contrac-

“tible sur un point P € X si 1'application identique de X (soit i ) est
homotope & 1'application f : X —> P . Soit alors F : X x I —> X une
homotopie telle que F(x , 0) = i(x) = x Fx, 1)=fx)="P ;.
définissons g : P—> X par g(P) = P . Ona : f.g = identité de P

g.f homotope & 1l'identité de X (car F(x , 1) = gf(x) = P

F(x, 0) =i(x) =x ) donc (2.2.)
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Hp(X;G):Hp(X;G)::O p>0
1 ; 6) = Hy(X 5 G) = G d'apres (1.1.)
Soit maintenant X, < X, L C AL et g (X1 , Al) —> (X, 4)

1'inclusion. Supposons qufil existe £ : (X , i) —> (X1 , Al) telle que

gf soit homotope & 1'identité de (X , i) ; CXl y Al) et (X, &) ont
alors méme homologie et méme cohomologic d'aprés (2.2.) puisque fg = identité
de (X1 s Al) . De méme £ induit des isomorphismes pour les fl&éches vertica-
les du diagramme (1.7.). On dit que f est une rétraction, que (X1 s Al)

est un retract de (X , i) .

2e4. Soit X =X, V... UX , les X,

i étant des ouverts disjoints

et A= Llni ot Aj.C ki . On a alors

P&, 4 ; @) Hp(Xi , hy 3 G)

M-

i=1 +
= ~—
HE,A;G) = %:T HpCKi y Ly s G) () = somme dirccte)

(@émonstration par récurrence sur n en utilisant l'excision).

2.5, O-iéme groupe de cohomologie réduite ‘ﬁﬁ)CX 3 G) . Soit P un point
et f 1'unique application f : X —> P . f induit

i EP(P s 6) — HP( ; 6) , qui se réduit (1.1.) a

G=H(F ;6 — HX;q) .
On pose

w, 0 =206, o)/ 1@ ; a)

H
en particulier, ‘ﬁO(P ; G) = 0 puisque f se réduit alors & 1'identité
(cette notion est intéressante car HO(X ; G) n'est jamais nul et il peut

étre utile d'avoir des zéros dans certaines suites exactes, y compris cn
dimension zéro).

On montre facilement que G ~f" HO(P ; G) , que £* Hp(P'; G) est
facteur direct dans HO(X 3 G) , et que la suite exacte de cohomologie ou

1'on a remplacé les premiers termes
0 % .0 it .0
O0— H@E,436) s (X ;6 2>
par -
0—> 1@ , A3 6) s Tx ;o) —-l—>AHO(A

(\
3 G) == Hl(X y A3 G)

~

g

&) <45 E'X, ;G

“-e
ve
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G, i , § définis a partir de j© , 1°, & par passage au quotient)

reste exacte.

3.~ Ia cohomologie des sphéres.

Dans RP* , espace euclidien & n+l dimensions, ou définit la spheére
S, ; comme étant le lieu des points x de coordonnées (Xi y een Xn+1)
2

n+
tels que Hxll2 = Z‘: x; =1 etlaboule B , come étant 1'ensemble
l—

' . L . ° . 1
des points avec Hxl, €1 . Dans la suite, on n'éerirs pas explicitement

le groupe des coefficients G pour simplifier 1l'écriture.

q _ _ . Y -
3.1. H (Bn+1) = };Eq(Bn_‘_l) =0 s8i g>0 ; H (Bml) = H()(Bm_l) =G,

En effet B ,1 ©st contractible sur un point (2.3.). Pour le voir il suffit
de poser F(x , t) = tx {(multiplication du veciteur x par t ) . On a bien
F(x , 0) = origine , F(x, 1) =x .

3.2, @ S)~HY 8 ) pour q>0 ; en effet, ona la suite
exacte (1.6.)

q ) q+l - g+l

H (Bn+1) — H (Sn) —> H (Bn+1 ’ Sn) > H ‘Bn-:-l) s
, q _ g+l v _ 5 w4 -y pa+i —
ot comre HY(B, ) = i (B,y) =0 , 0-> BYs) —> & (B,,, - S,) ~»0

C.Q.F.D.

] a 3 o
3.3, L'ensemblc des points de Sn tels que X4l

On désigne par E' (resp ) le sous-ensemble des points de S = tels que

=0 cgt Ia spaire Sn .

X ,1=20 (resp X, §0) et par E'" (resp B'”) lc sous-cnsemble des

points de S = tels que X, >-¢& (vesp X8+ €) (€3 0 petit).
Ces quatre ensembles sont homécmorphes & B . Ie théoréme d’excision (1.5.)

donne un isomorphisme
Hq(Sn , E N @ B ta s
(en prenant powr U le complémentaire de E'7)
mais (E'" , E'"A E'7) se rétracte sur &, Sn—-l) car E'"~E!'"" est
homé onorphe 3 Spop x I ob I est le segment [~& +& 7] donc

+ . - N N
#is, , B'") ~ HAE™ 8._4) = Eq(Bn , 4sn_1) d'apres (2.3.)
pour gq=0
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D'autre part, on a la suite exacte
i@ty — B (s, , B'") —» #%s) —» miE') ot

ey = 1@ ) = o si g>1
done
+
qu(sn)r,gﬁ'q(sn , B )~ BB, S,.1) -

Comparons avec le résultat de (3.2.) :

B ) = 8Ys ) pour q >0,

3.4.81 q=0 : B(8) =0 puisque H(B) =0 et () = o/

’

les suites exactes utilisées dans 3.2. et 3.3. donnent alors

1 ~0,
H(S) ~E (5 ;) .

Or S, est composé de 2 points, donc ((2.4.) ou grice & un calcul direct)
HO(SO) =G+ G HP(SO) =0 p>0 , soit ﬁp(so) =G .
- Enfin, ﬁo(Sn) =0 car HO(Sn , E'*)zﬁo(sn) et
| 0 + 0 ~0
B, , B )~ (8, ,s,_)ciB) = {o}
en utilisant toujours les mémes suites exactes. 'ﬁO(Sn) = 0 entrafne

Hp(Sn) = G (on montrera plus loin que HO(X) = G pour tout X connexe par
un procédé direct).

Far récurrence sur n , on montre alors immédiatement ;

THEOREME 3

Hq(Sn) =0 pour q#0, n n#£0
0 n

H (Sn) = H (Sn) =G

HO(SO):G-:-G , Hls)=0 g>o0 .

4.~ Espaces triangulables.

Soit s un simplexe, c'est-i~dire une collection de g+l éléments
8n 5 eee aq . On associe & & un sous-ensemble de RI*L de la maniere
suivante : on donne 2 80 5 see s 8y les coordonnées (1, 0, ..., 0)

(0,1 y eee 5 0) etc. et on associe & s 1e sous-espace Isl , intersection

! A
@l%mmb1z:xfﬂ et du secteur x,2 0 (i=0,1, ..., q) .
: i=0
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Soit maintenant K wun complexe simplicial ayant un nombre fini de
sommets et s le simplexe défini par 1l'ensemble des sommets de K . Tout
simplexe de K est une face de s ., On désigne por k] e sous-espace de
|s| qui correspond aux simplexes de K . IK} est évidemment un ensemble
compact.

On dit que (X , &) est triangulable stil existe un complexe simplicial
fini (K, L) et un homéomorphisme £ : (|| , |L|]) — (X , 4) . On démon-
tre alors le théoréme suivant : |
THEOREIE 4 -

rK , Ls 6) ~HiX , 4 ;5 Q) Hﬁ{K , L; G~ HqCX , b3 G) .

S

Ceci démontre en particulier que la cohomologie définie a 1'aide d'une

triangulation particuliere est indépendante de cette triangulation.

hpplications : a) Si s est un n simplexe, on a évidemment |s| homéo-

by

morphe & S® . Diou un moyen Ge retrouver le résultat du théorgme 3 par récur-

rence sur n en calculant Hi(s ; G) (et ausei de calculer Hq(Sn)) .
» exacte,
b) La suiteé’d"homologie existe pour. les complexes simpliciaux,

elle est douc ausei valable pour des espaces (X , A) triangulables.

5.- les espaces de dimension finie.

On dit qu'un espace topologique X est de dimension finie & n si
tout recouvrement U posséde un recouvrement plus fin V +tel que tout point
x de X ne soit contenu que dans n+i zu plus des ouverts distinects de V .
Ia dimension est n si il existe un recouvrement V pour lequel tout x ¢ X
appartient exactement & n+l ouverts distincts de V . On démontre que Rn
est de dimension 1n ; qu'une variété différentiable de dimension (différen-

tiable) n est de dimension n .

THEOREME 5 : Si X est de dimension < n , H(X ;5 a) = H (K5 6) =0

pour p > n .

Démonstration : L'ensemble des recouvrements V qui interviennent dans la

définition de la dimension est cofinal dans R(X) . On peut donc, pour
calculer HP(X ;3 G) et H‘p(X ; O se restreindre 3 ceux-la.

Soit U 1'un d'eux, et XU le nerf du recouvrement U . Soit s un

simplexe de dimension p > n s = {io 5 eee o 1 on a

I8
p}
Us Moo, #8 et p>n les ig s ++» » 1 ne sont donc pas tous
0 p : D )
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distincts. Montrons que le théoréme s'en déduit :
Soit S un complexe simplicial quelconque et C'(S) le sous-groupe
différentiel gradué de C(S) obtenu en
identifiant & zéro les chafnes éldémentaires ou 2 sommets coincident

identifiant aq aq et £ai aiq ou & est la

0
parité de la permutation (10 ST EAY
0 Is
d

Un calcul {long mais facile) permet de montrer que les groupes d‘homolo-
n

gie et de cohomolegie de C(S) et de C'(3) sont isomorphes (C'(S)
stappelle le complexe des chaines aliterndes). le théoréme 5 s'en déduit

~

immédiatement.

6.~ Interprétation de HO(X 5 G)

Soit U un recouvrement de X et XU le nerf de U . Puisque la
différentielle augmente les degrés de 1 unité, il n'y a pas de O-cobords et

HO(XU 5 G) =2 O-cocycles mais un O-cocyele est une application
£ (U) —> G telle que

af (i, , 1,) = £(iy) - £(3;) =0 s (iy, i;) e X; c'est

awZire. af U. nU, #£8
i, i,
0 « '
Donc H{X 3 G) =G+ ... +G ol n est le nombre de composantes connexes
\.___,-\/h--..‘__/ . .
n fois

de X .

7 .- Deux autres théoremes.

a) Soit V wune variété différentiable C° dénombrable & 1'infini
(c'est-a-dire qui soit réunion dénombrable d'ensembles compacts),et R

le corps des réels ; alors

THEOREME de de RHAM : HY(V ; R) a2 g-ilme groupe de cohomologie définie par
1'algébre différentielle gradude des formes différentielles sur V

(ce théoréme sera démontré dans un exposé ultérieur).

b) THEOREME de KUNNETH : Soient X et Y deux espaces sans torsions et
G un anneau principal , on a alors :

HX x ¥ ; G)~HE 5 @) R, H(Y ; G)=~HEX ;5 H(Y ; @)) R

en homologie ¢t en cohomologie.
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Si G est un corps, le théoréme est vrai sans restrictions sur la
torsion d¢ X ou Y (il s'agit de produits tensoriels de groupes gradués
c'est-a~dire :

@ xT;06) =5 H(E;a) \g’:,}Hn(Y 5 G) ) s

m+n=p
Application : Si ™ est 1o tore & n dimension , le polynome de Poincaré
du tore est : P(T", t) = (1 + t)" puisque T est un cercle,
et P(T, t) =1+t d'aprés le théoréme 3 .

8.~ Démonstration de (1.2.) et (1.3.).

Soit £ ¢+ (X, A) —» (¥, B) et V= %“x% un recouvrement de
(Y, B) . Puisque f est continue, £ (V,) = U, est owert et U= {Uy}
1

- est un recouvrement de (X , A) (on écrira U = f (V)) indexé par le méme
~ensemble d'indices (J_ (U) , Z_"A ) =G W, ZB W)) .
-l
IEMME 8.1. : Le nerf Xy de Us=1f (V) est un sous-complexe du nerf Y

et AU est un sous-complexe de Bv .

Soit s €X; et s= {io y eee ip% il faut montrer que le simplexe
{io y eee ip}. de S(V) a un support non vide ; or :
f(Ui m oo s f\Ui )C Vi a o e e N Vi : CoQoFoDo

0 P 0 p

Méme démonstration pour s € A& 1'inclusion XU -—>» X, est notée fV 3

g @
fy s'étend de maniére évidente & une application des groupes de chafnes et
de cochaines.

IEMME 8.2. : 81 f: (X, A) —> (Y,B) et g: (Y, B) —> (2, C) sont

deux applications continues, et W un recouvrement de R(Z , C) ,

-1 -] -1 - ’
=g (), oma T g @)= ()W ot (), =g, % (dnonstration
immédiate).

IEME 8.3. : Soient £ ¢+ X, A) — (¥, B) , U<V deux recouvrements

de (¥,B), U=£10U V'=fl®.oma U<V . SL

p= (YV , BV) —_ (YU , BU) et une projection, p applique (XV, , AV,)

dans (XU, » hy1) 5 désignons par p' la restrictionde p & CKV, R AV,) :
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le diagramme suivant est commutetif

(le 3 A‘VI) ""E"“} (XUv 3 "Ul)
Ly L5
(¥, B) —>  (, B

en effet, Z (V') = Z (V) par définition et, pour tout « ¢ Z wy

-1 -1 . as
v, C Upw. donc f (Va)C_ f (Up&) c'est~d~dire V) CU{):.& .

Si 1'on pose p'w = px pour tout & , p' est une projection qui

applique (XV, s AV,) dans (XU, s AU,) car il en est ainsi pour toute

projection associée & U' < V' . Le diagramme est commutatif car fv et

fyy sont des injections et p' est défini & l'aide de p .

THEOREME 1.2, : Soit £ : (X, &) —> (Y, B) et L, R(Y , B) —> R(X, 4)
1'application associée des recouvrements, et pour tout U € R(Y , B) y fU :
l'inolusion (X, , dy,) —> (% , By) dunerf de U' = £71(U) , dens le
nerf de U , ‘

Les homomorphismes induits

'fUﬂe : Hq(XU' s AUn 3 G) —> Hq(Y s BU 5 @)

£y BN Yy, By 5 6) — HYXy, Ay ©)

et £l , forment une application P (£) du systéme projectif (resp inductif)

définissant Hq(X , A ; G) dans celui de Hq(Y , B3 G) (resp définissant

HYY , 4 3 G) dans celui de HY(X , & ; ¢) .

Démonstration 3 f£r ; R(Y, B) —> R(X , A) préserve 1l'ordre (lemme 8.3.) ;
il reste donc & démontrer que v
m
_ . e .
Hq(XU' ’ }‘Ul) 6 — dq(xv, ’ }LV')
L fUae LV \Lfvaﬁ

Byl 5 By)  —— R, B)

est commutatif pour U<V dans R(Y, B) .

Or le lemme 8.3. nous montre que
P :’.(YV ’ Bv) — (Y'U ’ BU) induit p': (XV' 3 AV|)"'é (XUU AUI)

et que fyp' = pfy = fy* py = p, fy* or par définition méme,



14~10

¥
a7

= C.Q.F.D.
*

o<

et p* = T

1'application QEOD (resp QPQD) associée & ¢ est une application notée

£, (resp £¥) qui est l'application du thdordme 1.2.

THEOREME 1.3. : Pour le démontrer, on applique le lemme 2 ot la définition

du produit d'application & o ‘qf' de familles inductives (resp projectives).

s en———_

APPENDICE

T T PR

HOMOLOGIE & COEFFICIENTS D=NS UN GROUPE G .

Soit K un complexe simplicial. Nous avons défini le groupe des chaines
C(X) , comme étant le groupe ebdlien libre engendré par les ge-chafnes
élémentaires de K . De méme qu'il est utile de considerer des groupes de

cohomologie & coefficients dans wn groupe abélien G , il est utile de

considérer l'analogue en homologie :
On pose C(K 3 G) = C(K) ® G , le produit tencoriel étant pris sur Z
et G étant considéré comme un Z-module. C(K ; G) est le groupe des

chafnes & coefficients dans G . la différentielle O de C(K) induit une

différentielle de C{K ; G) . On peut donec définir les groupes d'homologiec du
groupe différentiel C(K ; G) gradué par Cq(K 3 G) = Cq(K) ® G . On désigne

ces groupes par- H (K G) . On définit de méme les groupes d'homologie de

Sech a cocfflclcnts dans G par la limite orojective des H CX ; G) ete.

Si K est sans torsion, et si G est un anneau principal, on montre que
Hp(K , G) = Hp(K) &G .
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