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THEORIE ALGEBRIQUE DE I.'ORIENTATION

(Bxposé de L. LESIEUR, le 18.2.1957 )

1.~ Les axiomes de-Hilbert.

(1)

axiomes auxquels on peut donner par exemple la formc suivante

Rappelons les axiomes de Hilbert pour 1l'orientation d'une droite,

(2) , dans

laquelle E désigne 1'enscmble des points de la droite :

(Hl) Tout point A partage 1'ensemble E- {A% en deux classes disjointes.

81 B et C sont dans deux classes différentes, on dit que 4 est
situé entre B ot C (figure).

B A C

P

(H2) A, B, C étant trois points distincts, il existe un et un seul des

points 4 , B, C qui est situé cntre les deux autres.

L'axiome (Hl) signifie que A détermine dans 1l'ensemble E- zﬂg une
équivalence RA n'ayant que deux classes et la relation " A est situé
entre B et C " exprime que B et C n'appartiennent pas A la méme

classe modulo RA ; c‘est une relation ternaire. Convenons de la noter :

1 E]

(@]

= -1
A

La relation " 4 n'est pas situé entre B et C ", c'est-i-dire B et C
appartiennent & la méme classe modulo RA s se notera de méme

iB

" = + 1

AC
L'axiome (Hl) peut alors &tre divisé cn deux parties :

(Hi) RA est une relation d'équivalence

ce qui se note algébriquement :

(1) Voir D. HILBERT, Grundlage der Geometrie, 3e &d. 1909, p. 4.

(2) Voir une forme voisine donnde par R. NEUMEISTER, Bull. de 1'Asscc. des
Prof. de Math. Mai 1956, p. 400 et Déc. 1956, p. 113
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iB aB Ac
- =1 5 = =] s — =1
AB AC AR
E{__E = 1 et A:C =1 e "l'&‘?‘ =1
AC AD 4D

(Hg) Cette relation d'dquivalence R, n'a que deux classes, c'est-a-dire :

AB iC i
— = -1 — = -1 =—— — =1
4C A LD

L'axiome (Hl) se résume alors par les formules :

(i) ., EET ._XE
iB AC AD )

Quant & 1'axiome (Hz) , il se traduit par la propriété :

: (H2) 4, B, C étant trois points distincts, parmi les expressions

AC Ba CB
=2, =2 ., =
&b BC Ca
il y en a une égale & - 1 et les deux autres égales & + 1 .,

THEOREME 1.1.- L'axiome (Hg) est une conséquence de (Hi) et (Hz) .

Supposons cn effet

E AC . . / |
= = -1 , — =-1 . Celaimpose B#C et C#D d'aprés
AC AD
(Hl) . On en déduit alors d'aprés (H2) : ?é L R
BC TC
Si 1l'on avalt ég = - 1, on en deduirait d'apres (H2) s
AD
BD D& .
:I.S.__l: =+1 et P_é =+ 1 , par suite on aurait d'apres (Hl) :
BA DB
5D =+1 et g =+ 1 , D'ol, d'apres (H2) . LB 1 s
B DC TD
et, d'apres (Hl) , cela exclut o7 =+ 1 et :ég =+ 1 cequi est
: CB

contraire & (H2) .

2.~ Définition et axiomes d'une orientation.

En appelant vecteur tout couple ordonné AB de points distincts, on
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sait que les axiomes de Hilbert permettent de comparer les sens des vecteurs
de la droite et nous allons retrouver cette propriété comme cas particulier
de notre théorie. Plus précisément, si AB et A'B' ont le méme sens, ce

que nous écrivons AB NnJA'B' , cctte relation a les propriétés suivantes @

AB MU 4B

AB MU 4'B' mume=y A'B' A 4B

AB AL A'B' et AB AU A"B" —.y A'B' AU A"BM
AB ~v A'B' et A'B' U A"B" o AB o ATBM
aB U BA

Autrement dit, unc orientation de la droite est une relation d'équivalence R
dans 1'ensemble des vecteurs, cette rclation R n'ayant que deux classes,
les vecteurs AB et BA étant dans chacune des classes. Ceci nous conduit

aux définitions suivantes :

DEFINITION 1.~ E étant un ensemble quelconque, on appelle vecteur AB de

E un couplc ordonné AB de points de E distincts. & est l'origine ot B

est 1l'extrémité du vecteur.

DEFINITION 2.- On appelle orientation dc 1'ensemble E une relation d'équi-

valence R dans 1'enscmble des vecteurs cette relation n'ayant que deux

classes, les vecteurs -AB et BA étant dans chacune des classes.

Si 1l'on convient de noter la relation 4B MU A'B' par

- 1 et la relation 4B ¥y A'B' par A8 = -1 , il est
ATBT AT BT

.

clair qu'une orientation sera définie par les propriétés suivantes :

(1) L
AB
el TTRT
(2) é’é _A..._B.- =+ 1
poub: AN v
(3) Z _-F __IE
A'B ATBT BTAT
(4) :EE . B ATBY

A'B! AT AR
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En particulier, on doit avoir les axiomes suivants qui ne font inter-
venir que des rapports de vecteurs do méme origine

AB

(0,) =1

1 TE

(0,) 4B 4G _ a8 (04) 202 oy
AC 4D D AC B

(0,) g __ I  E o X B DB__,
TB B BC B BC TA

((0'2) est une conséquence de (01) et (02))

Par exemple 1'axiome de Hilbert (Hl) ost identique aux axiomes (01) et

(02) , tandis que 1'axiome (HZ) entraine évidemment 1'axiome (03) .

3.~ Comparaison des vecteurs.

Soit E un ensemble quelconque. On considére les vecteurs de E ,

c'est~a-dire les couples ordonnés AB (A € E, B &E, A # B ).

Soit G 1le groupc multiplicatif G =K - iO%, d'un corps K . Le cas

de 1'orientation est celui o G 82 réduit & + 1 et & - 1 . On suppose que
1'on sait comparer deux vecteurs de méme origine, c'est-a-dire gu'il existe
' . 3 ’. N i A 'B
une application (4B , 4C) — s x , o x&€G , que 1'on note = =x et
' iC

qui jouit des propriétés suivantes :
DEFTNITION. — Soient deux vecteurs AB ot A'B’

1°) 8i A #B', on d4éfinit

T T BI
A!Bl AB' A'B,

2°) Si A #£ A' , on définit :

T __ T LI
L'B' KT LB
JUSTIFICATION, -

1°) Si A#£ B' et A #£A' les deux définitions coYncident.
En effet posons
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AB B'A o AB A'A
X = e ---‘—“ ’ ) el ————
B! BTAT AR L'B"
. =B =B AT .
D'aprés (02) ona : 2 - A2 d'ol
LBT Ady! 4R
“E  EA' TTA R AL’ TBA P
X = = = = . D'apres (03) on a = = = . ==
JVA AB! BTA" 4B BTLT LB

20) Si L= 4A' ona A#ZB' et la définition de LB est la
définition 1°) , c'est-a-dire 4B 2a 4B .
A BTLT ABT

Elle coincide avec la définition connue pour deux vecteurs de méme origine.

THEOREME 3.1.- 22 = 1
5
L — —T
THEOREME 3.2.- 4 aB
a'BT 7B

& ) Supposons 4 , A' distincts. Le théoréme revient d'aprés la défi-
nition 2°) & :

B A'h LTBT LAY
AL  L'BT AR “B

ce qui est une conséquence immédiate de (01).et (02) appliqués aux origines
A et A' .

S ) Supposons 4 = A' . Le théoréme est une conséquence de (0)) appli~
qué 4 l'origine commune A .

=

THEOREME 3.3.-

A




&) Démontrons d'abord la rclation

résulte du cas A

=BT BTLT
On a par exemple : . L
A &B B'A
F BT BTAT
ot @B B BE __ IB
BT ABT  ELT AT
EB EL
)  La relation KB B
LBT LB
par application du théoréme 3.2.
;. TR B g
THEOREME 3. 4.~ AB A3
LTBT ETET LTBT
™) Supposons A # 4" . On a donc
B _ i Ii"i
ATBY VAL

Prenons une définition quelcongue de

L'B!
AHB" AI!B" BlAN
AR ATRT BTAT

On en déduit d'aprés (02) et le théoréme 3.3.

A8  E"B" _  AB A"k BT
PUN LA Al A'BT  BTAT
spvs s A.A'
Prenons une définition quelconque de —
TTET
_ 4'B
aA"  KA"  B'A
LB ABY  BTAT

I1 vient donc :

.o

iB AR
LAT ATH?

12-06
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S SR o—

“E AT _ GB B4 _ 4B
Z"B"  E'BT 8" BT BT

Le théoréme est démontré.

#) Supposons 4 = A" . On a donc A # B" . 5i on échange A" et B"
le second membre ne change pas dans 1'énoncé du théoréme 3.4 en vertu du

théoréme 3.3. On se raméne donc au cas X .

4.- Dspace de dimension n .

Soit E un espace muni d'une relation de dépendance linéaire qu'on peut

définir par exemple au moyen des axiomes suivants, ou axiomes de Steinitz-

van der Weaerden

1) M(GE=1,2,..,n dépondde §M M, ..M }
2) Si M dépend de % MM, Mn‘z. et si chaque M, (i=1, 2,.00yn)
’ N b M
dépend de 3P, P, o P, M \deoend de <,LP1 e By
3) Si Q dépend de 1M M, . N{n Py sans dépendre de \lMl M, ... Mn}

P dépend de ’M M2 cee M Q £

Nous supposons en outre que la dependance linéaire est géométrique,
c'est-a-dire vérifie 1'axiome supplémentaire :
4) P dpend de Q ==P=Q .

Enfin nous supposons que E est de dimension n-1 , c'est-a-dire que
le nombre maeximum de points indépendants est n . Il est aisé de voir que
1'ensemble de ces axiomes équivaut & la propriété pour E d'étre 1'ensemble

(4)

des points d'un treillis géométrique de dimension n-1 . Nous dirons sim-

. plement que E est un espace de dimension n .

Désignons par i?(ﬂl By v An) (ou ﬂg(Al 4y oo An)) la propriété
pour les points A&, (i=1,2, ..., n) d'8re indépendants (ou dépendanta).

(5) ,

On peut alors établir les théorémes suivants :

(3) van pEr WAERDEN, Moderne ilgibra, t. 1, p. 105.
(4) M.L. DUBREIL-JACOTIN, L. LESIEUR et R. CROISOT, Legons sur les Treillis,
Paris, 1953, p. 124 et 151.

(5) Voir par exemple pour la démonstration :
R, PIEDVACHE, Dépendance 1lindaire (Conférences du Séminaire de Mathéma-
tiques de la Faculté des Sciences de Poitiers, 1956/57.)
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THEOREME 4,1.- Soit ‘j(ﬁl A2 oes An) et soit M un point guelconque. Il
existe au moins un point Ai tel qu'en le remplagant par M on obticnne

oy . YA .
J(Al 1%.2 0o Ai—l M A, 4 s An) .

THEOREME 4.2.- Soit (4. . ... -

en remplagant 1'un des 4, par M sont dépendants quel que soit

cee An ) . Si les points obtenus

J
j=p+1....n on a J@(Al A2 cee Ap M)

THEOREME 4.3.- Soit i}(ﬁl Az coe An). Si les points obtenus en remplacant
1'un des Aj par M sont dépendants quel que soit j =2, ... , n , ona

M= 1’11 .

5.- Probleme de 1'orientation et de la mesure d'un simnlexe.

Soit E un espace (ou treillis géométrique) de dimension n-1 défini
au paragraphe 4. On appelle simplexe 1'ensemble ordonné de n points indé-

pendants (Al Ay oo An) .

Soit G 1le groupe multiplicatif K=K ~ {0} ‘d'un corps K . Etant
’d as 7 3 - N A ]
donnés deux simplexes (Al Ay cor B An) et (nl A2 cee &g An) ayant

leurs n-1 premiers sommets communs, on suppose qu'il existe une application

(A, A, «vv & i)

172 n-1 "n -~ x¢cG
1 : [}
(Al Ay oves An—l An)

vérifiant les axiomes suivants, dans lesquels Cln 1 désigne un ensemble

ordonné de n-1 points (Al A2 e An—l) et gwh—z un ensemble ordonné
de n-2 points (Al Az - An—2)
(L . a)
(Ol) —n-1 n
(§1n~l An)
A N
(0.) (£>n-l ”n) _ (gln-l An) (()n—l An)
2 . v 1 - ] (* !
(Qn-—l An) (Qn—l An) (Qn—l An)
(.Q A) (O L')
(Oé) n-l n n-l o’y (Consdquence de (Ol) et (02)

(fln~l Ag) (gzn—l An) .
(53) (Q 40 (O, > 8 (O cB) L
(Q, ,48) (Q,_,B0) (Q_,0CA4)
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(L . i)
(04) — ol - reste invariant par toutc permutation sur les lettres
DAY (i
n-1 de - et

Lorsque G se réduit & +1 et -1 1a théorie qui suit est celle de 1'orien-
£ : 2 , .
tation des simplexes ; lorsquc G = K~ = K - io ¢ cetie théorie est celle de

la mesure d'un simplexe dans K . Elle consistc & étendre 1'application pré-

cédente au rapport de deux simplexes quelcongucs
(Al Ay oov b . ‘
, cette extension devent satisfaire aux conditions suivantes:

| ! ot
(.h.l Az 00 A.n)

(Al A2 cee b))

=1
(Al by s An)
(Al AZ An) (Ai A:!z Ar'l) .
it [} A l} r.‘ A A
(Al A2 oo &1 (“1 by oo An)
(Al AZ .o An)
La fonction est une fonction alternée des Ai
I — 1 ] X
(“l by ves An? ainsi que des A4 .
. «. ; i . SAN O 4m "
.(Al Ly oo An) . (Al iy vus An) A AL L. An)
S ‘1 A An A L 4L
(lil 32 e A.n) (l\l 4&2 ‘e ln (Al AZ zn)
6.~ Définition du rapport de deux simplexes ot énoncés(é)'des théorémes.
(0, 8
La définition du rapport de deux simplexes —
(Qn__1 4%

étant connuc lorsque les deux simplexes ne différent que par leur dernier
sommet, nous allens 1'étendre au cas ol ils ne différent, que par les deux
derniers sommets. Plus généralement, supposons étendue la définition au cas
ol les deﬁx simplexes ne différent que par les p-1 derniers sommets, et
supposons vérifides les hypothéses suivantes relatives 4 co cas, ol

Q= (O1 0, ... Ok+l) désigne une suite de k+l points (k=n-p ) .

(6)

Les démonstrations seront publides dans un mémoire A paraitre ultéricure-
ment dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées de Mr VILLAT.
Le cas du plan (n = 3) est exposé en détail dans une Conférence du
Séminaire de la Faculté des Sciences de Foitiers.
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Hypothéses d'induction :

(an cee A )
(l) 1 p—l - 1

O 4 ;
( >4 A.l o e lip_l)
(fﬁ.Al ceo & _1)
(2) = D reste invar%int par toute permutation sur les
Al .L':;L' i (ST .
.(42.41 oo p~1) points d
5 . _{\. it A
. (Qay oow ) (Da) i)
(Oad oo a! ) (D .. Aoy)
_ (C‘Al...A_l)
(4 D est une fonction alternée des 4, , ainsi que
i
( f)Ai - Aé—l) des Ai
0 0 : A <
(5) ()LAl «o 0 Ap--l) 3 ( llil oo 0 hp~1) (gw-.[l LI ) .Ap—l)
. ' ' 3oan N At T
(Q[&l L) Ap-~l) (gt J.\.l R Ap—-l) (Q A.l coe Aip—_l)

Mous allons étendre la théorie en raisonnant par récurrence sur p .

Soit W = (Ol 0, ... Ok) un groupement de k = n~p points figurant

dans les simplexes considérés maintenant :

I g A LR 1 )
(w.u.l 112 DY llp) et (wAl Az o0 -Avp) .

Si on remplace successivement Ai ceo Aé par 4, on obtient au moins
un simplexe véritable ; sinon les points (u)Al) seraient dépendants d'a-
prés le théoréme 4.2 , et ceci est imvossible puisque ( w Ay oo Ap) est

un simplexe. Soit donc r tel que :

. 1 nl il . '
(WAL wo &) Ay &)y s A))

est un simolexe. On pose alore :

DEFINITION. - .
(b, vuu 4) ' (WA, by vevennenn A )
1 —l L] OOOOOIOv
* = (o k! r.) = (-1)° ‘l :,2 A 1?
w[ll o0 6 l'lp) (\'L)Al £11 o o0 .tir~1 Ar-{-l LY f‘.\.p)
(] o ] B [
(cosp wov &l &L L Ay b))
it 1 At (e
(L~)Al cen AL AL e Ap &, )
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JUSTIFICATION.~ 1°) Supposons qu'il existe une deuxiéme position possible

pour L soit 4y . On obtient donc :

l 3

((-k)"l 1* .Q'l....ﬂ"..'...A)
y:(_l)s—-l 172 P

( w A, 4! oo A

At j ot
1 5y 2y vee Ap)

s~1 s+l

( u)Ai voo &' L A

I
S—-l o o -l&p A]-)

1]
s+1

it X A ntoat
(w hl . AS-—l As+l co Ap AS)

D'aprés (5) cn a @

, (Why Ay vevevnneninroaces h)
< = (~1)r—1 172 p
¢ A i1 st I
( UOAI Al oo AS~1 AS+1 .o np)
i At d it . o 1 X : 1
(w.il H.l e AS—'l AS+1 LRCINY f’a.p) ((Uﬁ.l oo e ‘(\‘r'—'l Ar-}-l s e -Ap Al)
) Lot At Lt At g ? Al nt (] 1
((A) fil Al s e s hr-—-l Ar-l-l ) I'Lp) ( wAl ) lir-—l Ar+l ] A.p Ar)

Mais, si 1'on considére le groupement commun

t
177 Tp-l Trsl s+1 s

on a d'aprés 1'axiome fondamental (O?) :

= ()il 1 A i At it : A
H= (wWa 4 A e AL LA . es Ap) et les points Ay Ar A

i1 T At A aro
(H Ay Ar) (H Al Al) (" A nl)
) At ] [ A at
(H Al AS) (H AS Ar) (H Ar 4g

et, en vertu de (04) et de (4) :

. ) " P . T t
(u.JAl ES AR SAPED S np) B (_l)r+s—l (H A Ar)
A a1 At ' it T oA ;
( w Al Al cee AL AI‘+1 oo Ap) (h Ay Aé)

En appliquant (04) on obtient x =y .

2°) Dans le cas Ai = Al » la définition précédente redonne

la définition déja connuc gde

( A ‘[ ‘QIA
(o hy by vra)

“

(coh, & ... &'
172 p)

On démontre alors les théorémes suivants :
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. (Wi, 4,
THEOREME 6.1.- =1

'\’.“fl *”-\- a'v-p )
( i 1p

(u)Al cee A1)

THEOREME 6.2.- reste invariant par toute permutation

.5 Al a0
( Wiy oo Ap) sur les points de w .
,os (Wi, oo b)) (coal ... AY)
THEOREME 6. 3. - L P ! Py
: 1 ! .
(\A)Al vee Ap) (w by wee Ap)

. (wAl A2 ves &)
THFOREME 6.4.- La fonction D

est une fonction alternde

WAhal A .. A
(wh! 3

2
des Ai . Flle est également une fonction alternde des Ai .
(wh, oo &) (wWa, ... &) (wat ... A")
THEOREME 6.5 .- 1 B o= 1 2 L D
‘A*| o e t Ali .0 !" 1 .o 1
((,\) 1 Ap) (@Al Lp) ((A)Al Ap)

Les hypothéses d'induction (5) sont donc étendues de p-1 & p . On démon-
tre done par récurrence sur p que la définition du rapport de deux simple-

xes quelconques satisfait aux conditions exigées & la fin du paragraphe 5.




